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Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
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AVERTISSEMENT 

DU     LIBRAIRE. 

'lllufire  (^  f{/iV4nt  auteur  de  cet 
Ouvrage  était  fur  le  peint  de  /« 
donnerau  Public,  lorfifu  il  mourut 
eniTd^.  âgé  de  quarante-trois  ans;- 
Le  Manttfcritea  était  fans  Préfa- 
ce ,  que  ce  feul  auteur  pewvoit  bien  faire  :  c'ej} 
foar  cela  qu'il  ne  s' eu  trouve  point  ici.  Mais  le 
titre  doit  fuffire  aux  Connoi^eurs,pour  juger  de- 
quelle  conjequence  eft  en  Géométrie  la  Matière 
de  ce  Livre.    La  grande  réputation  de  M.  le 
Marquis  de  l'Hôpital  en  ce  genre  d'Etude  ,  ré- 
pond autant ,  ce  me  Jimble ,  de  l'habileté  avec 
laquelle  cette  Matière  efi  traitée  ,  que  du  fuccés 
i^on  doit  attendre  de  COuFvrage.   Cefi  ce  qui 
m'a  déterminé  à  l'imprimer  tel  qu'il   étoit , 
fans  autre  fiin  que  défaire  enforte  qu'il  le  fût 
le  plus  correâement  qu'il  me  ferait  po0>le ,  en 
cherchant  quelque  habile  Géomètre,  qui  voulût 


AVERTISSEMENT. 
bien  vtilUrJ  timfrelpon.  La  conjideration  (f 
Ceftime  des  Sçavans  four  [Auteur ,  m'en  ont 
fait  heureufîment  trouver  deux  célèbres.  Cefi 
far  leurs  foins  que  four  refondre  À  l'emfre^è- 
ment  d'un  tris-^and  nombre  de  Mathémati- 
ciens four  cet  Owurage  ,  fi  fitr  tout  les  jeunes 
Géomètres ,  qui  le  regardaient  comme  devant 
leur  faciliter  l'entrée  à  la  ftihlime  Analyfe  des 
Infinimenc  petits, ;>  le  fublie  avec  toute  la 
ainjiance  fo0le ,  quoique  dénué  de  la  Préface 
que  la  maladie  de  [un  de  ces  deux  Géomètres, 
fS  les  grandes  occufations  de  [autre,  ne  leur  ont 
pas  fermis  de  faire  j  fj*  \e  me  ferfuade  que  les 
Leéeurs  contens  du  fond  de  [Ouvrage  ,  ne  le 
feront  fat  moins  de  fin  exécution,  tant  four  la 
beauté  du  fafier  (g  du  caraSere  ,  que  four 
texaSiiude. 
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Mi  de  ifttr  ufage  pour  U  RejolutUn  des  Eqvathns  dans  les  > 
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L  I  V  R.  E      P  R  E  M  I  E  R. 

Dt  la  Pdrabole. 

De'f  1  N  I  Y  I  O  N  S.> 
—        -  1. 

Ya  n  t  placé  iùr  ud  plan  une  RegU  F  i  ».  i.: 
se,  &  une  E'querre  ODO  >  en  forte 
que  l'un  de  (es  côcés  DG  foit  couché 
le  long  de  cette  règle  ^  on  prendra 
un  fit  FM  o  égal  en  longueur  à 
l'autre  côté  DO  de  cette  équerre,  , 
duquel  l'on  attachera  un  bout  à  ï'ex- 
cremité  O  de  ce  côté  D  <3 ,  &  l'autre 
hàat  -en  un  point  quelconque  F  pris  fur  ce  plan  du  mê- 
me côté  jle  l'équerre  par  rapport  à  la  règle.  Maintenant  - 


X  LiyREPREMlEH. 

fi  Ton  fait  glifler  le  côte  D  G  de  rëqucrre  le  long  de  la 
règle  AC,  &  qu'en  même  tems  Ton  fe  krwe  d'un  ftyle 
M  pour  tenir  toujours  le  fil  tendu,  &  fa  partie  MO'toute 
jointe  &  comme  collée  contre  le  côté  OD  de  réquerre 
la  courbe  ^  JUf  JT  que  le  ftyle  M  décrit  dans  ce  mouve- 
ment ,  eft  une  portion  de  Parabole. 

Si  l'on  renverfe  Tcquerre  de  l'autre  côté  du  point  fixe 
JF  ^  on  décrira  en  la  même  fa^on  l'autre  portion  ^  MZ 
de  la  même  Parabole  j  de  forte  que  la  ligne  J^^  z  ne 
fera  qu'une  même  courbe  qu'on  appelle  Parabole. 

La  ligne  BC  dans  laquelle  le  bord  inférieur  de  la  rc* 
gle  immobile  £C  touche  le  plan  &  le  côcc  i)G  de  l'é- 
<]uerre  GDO^td  appellée  Direfèrice. 

Le  point  fixe  F  du  plan  ^  eft  nomme  le  Foyer  de  la  Poi- 
rabole. 

4-  ' 
Si  Ton  mette  du  point  fixe  i^,  fur  la  di^;jBûrice  JÎCune 
perpendiculaire  JF*  JE  qui  rencontre  la  parabole  au  point 
A  i  la  ligne  A  F  indéfiniment  prolongée  du  côté  de  F^ 
eft  appellée  VAxe  de  la  parabole. 

La  ligne/  quadruple  de  ^i^^  eft  appellée  Paramètre 
<le  l'axe. 

é. 

Toutes  les  lignes  comme  M  P  menées  des  points  de  la 
parabole  perpendiculairement  à  l'axe  ^.font  appellées  Or^ 
données  à  l'axe. 

Toutes  les  lignes  comme  MO  menées  Ats  points  de 
la  parabole  parallèlement  à  Taxe  3  en  font  les  Diamètres. 

«. 

Une  ligne  droite  qui  ne  rencontre. la  parabole  qu'en  uq 
point  ^  8c  qui  étant  continuée  de  part  &  d'autre  n'entre 
point  dedans ,  mais  tombe  au  dehors^  eft  appellée  Tau^ 
ymtii  en  ce  point* 


t 


9l    &A    pA&ABObJl  ^         ^ 

Co  RO  LL  A  l  SLE      L 

R  I L  fuit  de  la  définition  de  la?^Parabole,qye  iî  Ton  tire 
par  uo  de  fes  points  quelconques  M  au  foyer  f  une  ligne. 
droite  MF^  ^  i^^  1^  dircdrice  3C  une  perpendiculaire 
3f  D  j  les  droites  MF^MD^  feront  toujours  égales  entre 
dJes.  Car  fi  Tcm  retranche  du  côte  OZ)  de  Téquerre  & 
du  fil  0>M.  F  qui  *  lui  eft  égal  ,la  partie  commune  OM^  *  Défi  k 
il  eft  yifible  que  les  parties  reliantes  M.D yMF ^itxoixt^ 
toujours  égales  entre  ^Ues^. 

ConarL  Ai>jiE    lE 

2*  D?E-t  A  il  eft  évident,  que  fi  Ton  mené  une  ligne: 
droite  quelconque ^K  parallèle  à  la  dijredrice  -B  C,  & 

ue  d^ùn  point  quelconque  ^  de  la  parabole ,  on  tire. 

IX  cette  ligne  la  perpendiculaire  MKySlw  foyer  \^ 
droite  MF '^  la  diâ^ence  ou  la  fomme  KD  à^s  deux   * 
droites  MF^MK^  fera  toujouf^  la  même  ;  fçavoir  la  difr 
fèrence  lorfque  le  point  M  tombe  au  defibus  de  K  K,  6e^ 
la  fomme.loj:fqu'ii  tombe  au  deflus« 

€0RrQL£AIBkB      HL 

îTi/ eft  évident  que  FE  eft  diviféeen  deux  parties  é- 
gales  par  la  parabole  au  point  v^  Car  fgppo/anc  q4e  le 
point  M  tombe  au  poiot  y^  >  jU  ligne  M  S  tombe  iur  ^F^ 
&  la  ligne  -W  /)  fur  >^  £,  qui  feront  par  confequent  éga- 
les entre  elles  j  puifque -W  .Feft  toujours  *  égale  à  MD^tn  ^Art.  u. 
quelque  endroit  delà  parabole  que  t^mbelepointJW*^ 

C  an o  L  I^ AI  RE     IV. 

4*X>^^  LA^on  voit  commente»  peut  décrire  une  para-r- 
bole  Ji'j4z  y  Taxe  AP  dont  lepoint  ^  eft  l'origine  étant 
donné ,  avec  Ion  paramètre/.  Car  ayant  pris  fur  Taxe 
^  P  de  part  &  d'autre  da point  ^  les  parties  ^F,  ^ E, 
égales  chacune  au  quart  de  ton  paramètre  f^  &  mené  par 
lepoint  E  la  perpendiculaire  indéfinie  ^C  fur  f£  j  (î< 
Yùa  couche  le  bord.inferieuc-d'une  règle  fur  cette  ligne.' 

A -il. 


.4  LrvKE   pRtMiïn. 

^BC  qui  fert  de  diredrice,  &  que  par  le  moyen  d'une 

cquerre  ODG ,  &  d'un  fil  F  MO  égal  au  côte  OD,  &  au 

taché  par  l*un  de  fes  bouts  au  foyer  F^  &  par  l'autre 

bout  à  rextremité  o  de  ce  même  côté  ,  l'on  décrive  une 

Parabole  JTAz  comme  l'on  a  enfeignédans  la  définition 

première,  il  eft  vifible  qu'elle  fera  celle  qu'on  demande. 

Il  n'cft  pas  moins  vifible  que  plus  le  coté  OZ)  de  Té- 

Htf.  T.      querre  &  le-fil  OA/-F  (qui  *  lui  doit  être  égal  )  fera  long , 

plus  aufli  la  portion  de  la  parabole  qu'on  décrira  fera 

rande  \  de  forte  qu'on  la  peut  augmenter  autant  que 

/on  voudra  ,  en  augmentant  également  le  côté  0  2)  de 

l'éqqerre  &  le  fil*  Ôil/i^. 

'Corollaire     V. 

5»  o  I  d'un  point  quelconque  M  de  la  Parabole  Ton 
mené  uiie  ordonnée  MP  à  l'axe  ,  &  au  foyer  F  la  droite 
JV^J^jil  eft  clair  que  cette  ligne  M  F  :=  A  P  -\-  A  F,^ 
^.  Art.  3.      puifque  MF^  MD=AP^A  £ ,  &  que  *  >^  J«^  E. 

PROPOS  IT  ION     I. 


Fi  G.  I. 


Theor 


ême. 


<5»  JL  E  qifarfé  d'une  ordonnée  quelconque  M  P  à  Vaxe  AIR, 

eft  égal  au  reliangle  du  paramètre  p  ^par  la  partie  AP  de  l*ax9 
frife  entre  fon  oripne  K  &  la  rencontre  P  de  l^ ordonnée. 

Il  faut  prouver  que  M  P*  s=3  p  *c  A  P,' 

JVyant  nommé, 1^  donnée  ^i^,  ;» }  &  les  indeternîinées 

Art..^.     AP^  X'yPM^yion  aiira  i^f2^H.*w-f-x^&  PFa^x^^m 

ou  m^^x,  félon  que  le  point  p  fe  trouve  audeffous  ou  au 

deïïus  du  foyer  i^.  Or  le  triangle  redangleil/i^-F  donné 

en  l'un  &  l'autre  cas  MF^  {mm^ifnx^xx)9ssM P 


[y y  )-H P ^  {mm,^im x-^x x)  5  d'où  l'on  tire ^mxsayy. 
JDonc  puifque  félon  la  f  définition  psxsa/^m'^  on  aunt 
^uflî  yyj:^  p  «v.    Ce  quUlfalloit  démontrer. 


'1>E    LA    P  A  R  A  B  O  L  1.  îj 

'GOKOLLAIRE  PREMIER   ET  FONDAMENTAL. 

7»  1  L  eft  donc  évident  que  (î  Ton  nomme  p  le  para- 
^nietre  de  Taxe  ^P  5  chacune  de  fes  parties  ^/^^^c  j  &  F 10. 1; 
'i:hacune  de  fes  ordonnées  correfpondantes  P  Ai^y  -^  on 
aura  toujours  j^^  =3/^.  ^Or  comme  cette  propriété  con- 
vient à  tous  les  points  de  la  parabole  >  &  en  détermine  la 
poHtion  par  rapport  à  fon  axe  AP  j  il  s'enfuit  que  l'cqua- 
tionyy^smpx  exprime  parfaitement  la  nature  de  la  para^ 
-bole  par  rapport  â  fon  axe. 

* 

C  O  RO  L  L  A  I  R  E      IL 

8.  j)  I  Ton  mené  deux  ordonnées  quelconques  M  P^  fig.  *• 
s^^à  Taxe  A  P^  leurs  quarrés  feront  enrreux  comme 
Jes  parties  AP  6cAQdQ  l'axe ,  prifes  entre  fon  origine  A 
&  les  rencontres  P  6c  Q^dQ  ces  mêmes  ordonnées.    Car*  >  j^rr.  (. 

PU.  Q^ y  : p'^AP.  p^  AQj^i  AP.  AQ^  7* 

Corollaire    ÎIL 

9  01  l'on  mené  par  un  point,  quelconque  P  de  Taxe 
-AP  une  parallèle  M  P  M  ^{t%  ordonnées  j  elle  rencon- 
'^rera  la  pac^bole  en  deux  points  M  &c  M  également  élpi« 
gnés  de  part  &c  d'autre  du  point  P ^^  non  en  davan- 
tage. Car  aJ5n  que  les  points  M  6c  M  foient  d  la  parabo. 
le,  il  faut  *  que  les  quarrés  de  chaque  P  M  {y)  prife  de  *Art.y. 
part  &  d'autre  du  point  Py  foient  égaux  chacun  au  mèm 
iiieredangle/>x. 

Ce  RO  L  LA  I  RE    IV. 

10.  1  L  fuit  de  ce  que  *yy^ssp x ,  que.plus  A  P  {x)  ç[k  ^  Ji^t.  % 
^grande,  plus  auffi  l'ordonnée  P  M  (y)  prife  de  part  & 
<l*autre  de  Vzsl^AP  augmente,  &  cela  à  Tinfini^  Se  qu  au 
-contraire  plus  A  P  {x)  diminue  ,  plus  auffi  1*  ird  ^nnce 
J^  M  (y)  devient  petite  :  de  forte  que  A  P{x)é  ant  null^ 
vou  zéro ,  chaque  P  M{y)  prife  de  part  &  d'auirj  de  l'axe 
^ P  devient  auffi  nulle  j  c'eft-à.dire  que  le  point  /^com- 
(baocenwtf^  tes  deux  points  de  rencontre  JÙ  &  JM  ^fe  réu^ 

*A  iij 


4  LimiPnEMi  X  R. 

niHenc  en  ce  poioc    D'où  il  eft  clair. 

i^.  Que  n  Ton  mené  par  l'origine  ^  de  Taxe  une  li^fc 
ZZ  parallèle  à  fès  ordonnées ,  elle  fera  tangente  en  ^. 

1^.  Que  la  Parabole  s'éloigne  de 'parc  •&  d'autre  de 
plus  en  plus  à  l'infini  de  (on  axe  ^  P  i  commencer  par 
ion  origme  ^^&  qu'ainfi  toute  parallèle  comme  LM  à^:. 
l'axe  ^P^  ne  rencontre  la  Parabole  qu*en  un  feul  point  M^ , 
&  paflè  au  dedans ,  puiTque  fa.  diftance  de.  l'axe,  demeure^ 
partout  la  même. 

Co  &  O  L  t  A  I  Rrl      V; 

l^'  C>  I  d'un  point  quelconque  ii<2  de  la  Parabole  Ton 
tire  une  parallèle  M  L  â  Taxe  ^  P^  laquelle  rencontre  en 
Z  la  parallèle  ^L  â  les  ordonnées  ^  il  eft  clair  eja  menant: 
l'ordonnée  M P^<\}àt^ L^PM  (^),& que 3iZ«^/^ 

*  An.  7..    t-^  )  Bas ^ ,  puisque  *px  wa^yy.    D'où  il  fuit  q«e. les  droites  . 

MZ  (^},  iWZ  (22).prires  de  part  &  d'autre:  de  Paxe 

^  P  font  égales  entr'elles ,  lorfque  les  points  Z  yZ  font: 
également  éloignés  du  point  A  ^  &  partant  que  H  une  li« . 
gne  quelconque  M  M  terminée  par  la  parabole  eft  cou-  ^ 
pceen  deux  parties  égales  par  l'axe  en  /^,  ellcfera  paraU 
lelc  à  la  ligne  ZZ,  c'eft  àdire  qu'elle  fera  ordonnée  dcr 
part  &  d'autre  â  l'axe.    Car  ayant  mené  les  parallèles  MZ^ 
MZà  l'axe  ^  -P,  il  eft  évident  que  Z  Z  fera  divifée  par  le  ; 
«milieu  en  ^,  puifquc  M  M  l'eft en  P:  Les  droites  M  Zy. 
M  Z  y  feront  donc  égales  entr^elles  comme  on  vient  de  le 
prouver  ^  &  par  confequent  la  ligne  MM  fera  parallèle. 
iZZ. 

m 

COKOLLAIItE      VL. 

I^*  I  ir.  fuit  de  ce  que  tobtes  les  perpendicalaires^ 
MPM  à  l'axe  AP,  terminéesde  part  &  d'autre  par  la  pa^ 
^Art.  %     rabole  ^  font.'*'  coupées  par  le  milieu  en  /^  y  que  Taxe  divife. 

la  parabole  en  deux^  portions  entièrement  égales  &  fem. 
blablement  pofees  de  part  &  d'autre.    Car  fi  le  plan  fur^ 
iequel  elle  eft  tracée,  ctoit  plié  le  long  de  Taxe  eoibrce; 


De  la  Pakaboli.  7 

ique  les  deux  parties  fe  joiéniflènc  ^  il  eft  vifible  que  les 
deux  portions  de  la  parabole  tomberoieat  exa^^emenc 
Tune  fur  l'autre. 

PROPOSITION     II. 
Theoiéme. 

13*  S  I  fonmenepar  origine  K  de  fdxekV  une  ligne droi^  Viq.  i^ 
te  quelconque  AM  d4ns  ^un  m  Péutre  de$  angles  PAL ,  PAL^ 
faits  par  taxe  AP  ^  far  la  ligne  L  L  parallèle  à  [es  ardçn» 
nées  5  je  die  q^*eUe  ira  reucntrer  la  farakêk  M  AM  n  un  au^ 
tre  foini  M. 

Ayant  pris  fur  uiLàt  part  ou  d'autre  du  point  ^  la 
oartie  ^G  égale  au  paramètre  p  de  Taxe  ^  &  tiré  Gf  paraU 
lele  i  Taxe  ^P,&  qui  rencontre  la  ligne  ^M  (  prolongée 
6*il  eft  neceffaire)  au  point  F^  00  prendra  fur  la  ligne  ^L 
•du  même  côté  oh  tombe  la  ligne  ^  M  par  rapport  â  Ta» 
xe  ^P ,  la  partie  ^L  égale  GF  >  8^  ayant  tiré  LM  paral- 
lèle i  Taxe  ^  je  dis  que  le  point  M  où  cette  ligne  rencon- 
tre  la  droite  ^M ,  fera  à  la  parabole  M^iM. 

Car  menant  MP  parallèle  à  uiZ  >  ït%  triangles  fembla-   . 
tiles  FG^ ,  ^PM  ,  donneront  FG  ou  ^Z  ou  PM.  G^  :  : 

^P.PM.   Et  partant  pli^—G.//  (/>)••  ^P.    Laligne 

PM  fera  donc  ♦  une  ordonnée  â  Taxe  ^  P.    Ce  quUlfaU  "^jirt.  7; 

</9//  démontrer^ 

CoilOLLAlB.B      I, 

14*  13  B-L A  on  voit  comment  Taxe  ^P  d*une  para. 
l>oJe  M  A  M  étant  donné  avec  Ton  paramètre  p^hi  ayant 
mené  par  l'origine  ^  de  Taxe  dans  Tun  ou  Tautre  des  an. 
^tsP^L^  PAL ,  faits  par  Taxe  ^^^  P  &  par  la  ligne  ZZ 
parallèle  à  Çt%  ordonnées ,  une  ligne  droite  quelconque 
A  M  3  on  voit ,  dis.  je  ^  ce  qu'il  faut  fiiire  pour  trouver  fur 
cette  ligne  le  point  M  <hl  elle  rencontre  la  parabole 

M^M. 


>  ■  rr 

Co  ROL  L  AI11.E     II. 

•vf^/.  lOe  '5'  1 L  eft  évident  *  qu*il  n'y  a  que  la  ligne  Z^Z  pai^ 
15,^  ralleie  aux  ordonnées  à  Taxe  ^  P^  qui  puifTe  être  cangen- . 
te  de  la  patahple  .VMv../^  M  a^f  oinc  ^  origine  de  Taxe  j , 
puifqu^il  n'y  a  que  cette  feule  ligne  qui  pafTant  par  le 
point  ^ ,  &  étant  continuée- de  part  &  d'autre^  ne  rencon*. 
tre  la  parabole  en  aucun  autre  point  ^  &  n'entre  pas  de^  < 
d^ns. 

Pe'p  I  NÏTIONS.; 

Fiç,4.  &f.      Si  f on  mené  par  un  pçint  quelconque  M  de  la  parabo^ 

Iç  un  diamètre  M  O  ,  une  ordonnée  MP  à  Taxe  ^  P^tc  : 
une  ligne  droite  -M  T  qui  coupe  fur  l'axée  i'  prolongé- 
âu  delà  de  fon  origine  ^^  la  partie  <^7*égale  à  ^éP-^  toutes 
les  lignes  droites /comme  JVro  5  menées  des  points  de  la  . 
parabole  parallèlement  i-MT^  &  terminées  par  le  diame? 
cre  M  o.,  font  appellée^  Ordonnées  à  ce  diamètre. 

10. 
Si  Ton  prend  la  ligne  ^  troifiéme  proportionnelle  â  ^7*;  , 
MT }  cette  ligne  ^  i^ra  nommée  le  Paramètre  du  diamè- 
tre MO. 

COROLLAIKE      L' 

l^*  S  I  l'on  nomme  l'indéterminée  jiP  ou  ^Tixjil  ; 


-s»— f 


eft  clair  que  M  T  xs^qx ,  puifque  ^T {x).  MT:i  MT.  f.  . 

COAOLL AI  HE      IL 

'7-  A  Cauft  du, triangle  redangle  MPT^  le  quarré  : 

#^^7^   MT  (f  xJBsaPr*  (4^x)-i-jWP**  (j?x)^d'oùcodivi-, 

iànt  paç  x^  Ton  tire  ^==^4^-+-;^. 

Ceft 4  dire  que  le  paramètre  q  d'un  diamètre  quelcon* 
que  MO ,  furpafTç  le  paramètre  p  de  Taxe  du  quadwple  . 

Corollaire.   IIL 

^%  u  I  J'on  tire  du  point  M  au  foyer  F  la  droite  MF^  , 
^»*/f. j.r .  oq  aura  -WJF*s=a^p-+-^J.   Or  félon  la  définition 5^ 

le. 


Di  tA  Pauabois.  p- 

lè  paramètre  de  l'axe  étant  pmm^^JF^le  paramètre  du 
diamètre  MO  fera  ** f  =«4  ^  P  -+-4 -^ ^-   Doqc  le  pa-  *Art,  17, 
xametre  f  d'un  diamètre  quelconque  ili'O^  vaut  quatre 
ibis  la  ligne  MJ'  tirée  de  (on  origine  M  au  foyer  F» 

PROPOSITION    IIL 

1 

Theorcmc- 

'  I9i  Le  éjuarré  £ùne  ordonnée  quelconque  ON  ^»  iia^  pj^  a   ^^ 
inetre  MO  ^efi  égal  au  rectangle  du  paramètre  q  ^far  la  par^ 
fie  lA  Ode  ce  diamètre ,  frife  entre  fon  origine  M^la  rencon- 
tre O  de  Pordonnée.< 

Il  faut  prouver  que  ON*  asï(in  M  O.^ 

Ayaoc  mené  rordopoée  -AT j^  à  Vaxe.jiP^  laquelle 
rencontre  le  diamètre  MV  au  point  R  ^  &  tiré  O  H  pa- 
rallèle à  ^  P ,  on  nommera  les  données  ^P  ou  ^T, 
xj  PJlf  ou  ^j^,/j&  les  intéterminées  OR  ou  Jf  i^.  ^ 
a  i  MO  ou  PH  y  l  j  les  triangles  fcmblables  TP  M^ 
<7X  AT, .donneront   cette  proportion  TP    {ix).  P  M 

{y ) Il ORia),RNam^.    Celapofé. 
Pnifque  i/g.J^.)  2/ û^IiQi(y)^Rir  (iJtY  ou  JtJ^ 

»*  X^ 

lerfque  le  poin;  N  tombe  du  côtéde  l'ajtè  yiP  par  rap» 
gprc  au  diamètre  MO.  ;  &  qu'au  contraire  (fg.  5.)^  Wj^ 

JiQ^ja},  lorfqu'il  tombe  du  côtéoppofë  :  on  aura 


•—dans  le  premier  cas ,& -f-dans  le  fécond.   Or*^P  ^>j,^  «r 


On  £>rmera.  donc  |en  comparant  enfcmble  ces 


co  L I V  R.  E   P  s.  E  ra  I  E  n. 

deux  valeurs  de  Q  N  r  l'égalité  yv-^tlZ'^tU — y  v 


^^-1-  ^^  I  d'où  en  effaçant  de  part  &  d'autre  yy-+  IIJ , 

divifant  ^^ryy^  &  multipliant  par  4  atat,  Ton  tirera  O^ 
{aa)^sM^bx.  Mais  les  triangles  femblables  MPT,  N'RO^ 

'^Art.ie.    donnent  PT  (  +  xx).  OK  U6x)::MT^  [qx).  Oj/ 

mmbqtamqnMO  {h).    Ce quUlfaMt ^^c. 

COHOLLAIKE     CjENtllAL. 

iO.  Il  eft  vifîble  que  ce  qu*on  a  démontré  dans  lâ 
propofition  première  par  rapport  à  Taxe  ^ P^  a  fes  or- 
données PMy&c  à  Ion  paramètre  ^  ^  s'étend  par  le 
moyen  de  cette  dernière  propofition  â  un  diamètre  quel- 
conque  MO^  à  fes  ordonnées  ON^SfC  i  fôn  paraipetre 
f.  Orcommelesarticles7,8,9,io,M,ii,i3^,^&,jfe 
tirent  de  la  première  propofition  ,  &  fubfiftcnt  égale- 
ment, (bit  que  les  angles  A P M  foient  droits,  ou  bien 
qu'ils  ne  le  foient  pas  ^  il  s*enfuit  qu€  fi  J*on  imagine  dan^ 
ces  articles  que  la  ligne  AP  yZ\x  heu  d'être  Taxe ,  foit  un 
<liametre  quelconque,  qui  ait  pour  ordonnées  les  droites 
P  M,  QN^  ÔL  pour  paramètre  la  ligne  ;>,,  ils  feront  enco- 
re vrais  dans  cette  fuppofîtion  5  car  leur  démonftratioii 
demeurera  la  même,  &  il  ne  faut  pour  s'en  convaincre 
entièrement  ,  que  les  relire  en  mettant  partout  où  fe 
<j?ouve  le  mot  d  axe ,  celui  <le  diamètre. 

COHOLLAIIIB      II. 

•*•  5*  ^  II.  \^  o  M  M  E  les  articles  10  &  15  fubfiftent  avec  h 
même. force,  lorfquc  la  ligne  AP  au  lieu  d'être  l'axe, 
cft  un  diamètre  quelconque ,  tel  que  MO^y  i\  ^enfuit 
que  la  ligne  M  T  parallèle  aux  ordonnées  ON  à  ce  dia-* 
mètre,  eft  tangente  en  Af ,  &  qu'il  n'y  a  que  cette  feule 
ligne  qui  puiflTe  toucher  la  parabole  en  ce  point. 

D'où  l'on  voit  que  d'un  point  donné  fur  ooe parabole 
on  ne  peut  mener  qu'une  feule  tangente. 


De  £▲  PAKABOKB.  Yl 

Cp  HO  LLAIKB   II  L 

i2..  Xy  E  LA  il  eft  évident  félon  ladéfînirion  9.  qne 
(i  Ton  mené  par  un  point  quelconque  M  d'une  parabole , 
une  ordonnée  M  P  i  Taxe  ^  P,  &  une  ligne  droite  MT 
qui  coupe  iur  Taxe  prolongé  du  côté  de  Ion  origine  ^^  la 
partie  ^  T  égale  iAP-^  cette  ligne  MT  fera  tangente  en 
M:.  Et  réciproquement  que  fi  la  ligne  Af  7^  eft  tangente  en 
M  y  &  qu'on  mene4'ordonnée  MP  i  Taxei  les  parties  uiT^ . 
w^P^  de  Taxe  feront  égales  encr'elles. 

C  o  &  o  L  L  A  r  H  E     IV. 

23*  Si  l'on  imagine  dans  les  définitions  9  &  10,  dc 
dans  la.  dernière  propofition  ^  que  la  ligne  A  P  ^m  lieu 
d'être  Taxe  ^  (bit  un  diamètre  quelconque  ,  qui  ait  pour 
ordonnées- les  droites  P  M  ^  Q^  5  on  verra  que  cette  Fi«,  ^ 
propofition  fera  encore  vraye  ^  puisqu'elle  fè  démontre-* 
ra  de  la  même  manière  qu'auparavant ,  comme  il  eft 
évident  par  la  feule  infpeâion  de  la  fig.  6.  où  les  trian* 

Etes  femblables  donnent  les  mêmes  proportions  <}ue  dans> 
r  cas  de  l'axe. 

D'oàiil  foit  i^.  Que  le  Corollaire  précèdent  doit  en- 
core avoir  lieu  ,  lorfque  la  ligne  «^P  au  lieu  d'être  l'axe  ^ 
eft  un  diamètre  quelconque.    1^.  Que  le  diamètre  M  O^ 
peut  être  l'axe  dans  cette  ûippofition  5  &  qu'ainfi  on  peut-, 
icgarder  l'axe  comme  un  diamètre  qui  fait  avec  Tes  or- 
données  à^%  angles  droits* 

PROPOSITION    IV.- 

Théorème, 

24-.  Si  fat  un  point  quelconque  M  d^une  parabole ,  ^on  Fi  «^  7?. 
mené  mu  ordonnée  M  P  i  l*axe^  c^  une  perpendiculaire  M  G 
à  la  tagente  M  T  qui  pajje  par  le  point  M  j  je  dis  que  la^^ 
f  ortie  9  G  de  ^ axe  fera  toujours  égale  h  U  moitié  defonfa^ 
wametre  p. 

Il  faut  prouver  que  P  G  bbs  f  p. 


Car  à  caufe  4c5  angles  droit*  TPM^  TMG ,  on  axm 
TP  (ix).  PM{y)  li  PMH^YPGm^VL^ip^  eamec^ 
-?  An.  7.    cane  à  la  place  à^yy  fâ  valeur  *^.v. 

PHO  POSITION     V. 
Theorcmc 

T  «  ••  7#  *5*  î)  I  '^^^  »»  foînt  quelconque  M  /ir;?^  parahoU ,  /*w 

fw«i^  /««  /^^y^''  F  ^-^  ^//^  M  F ,  »»  diamètre  M  O  ,^  »»e 
tangente  T  M  S  3./f/  4«^/^J .  F  M  T  ^  OMS,,  ^/>j  ^4f  r  /i^  /^». 
gente  T  M  S  ttun  cbtè  avec  La  droite  MF  ^dt*  de  tautrei  avec 
le  diamètre  M  O ,  feront  égaux  entf^eux. 

Car  menant  Taxe  A  P  qui  renconcre  en  T  la  tangen* 
"^Art.  tx.  te  rAf5, & Tordonnce  JlfP  i  Taxe  I  on  aura* r*^-+-y^jp 
^Art.t.     ou  TF9:bAP'-{^  A  F  OM  *  MF.    Le  triangle  TFM  fera 

donc  ifofceile  5  &  par  confequent  l'angle  FT M  ,  ou 
font  égal  OAf 5,  lera  égal  à  l'angle  F MT.  iCe  quHl 
faUoit  démontrer. 

Co  RO  XL  AI  m. 

^^«  ^  j3  e.la  il  eft  clair  que  la  tangente  TMS  prolou 
gée.  indéfiniment  de  part  &  d*aotre  du  point  touchant 
M ,  laifTe  la  parabole  toute  entière  du  côté  de  fon  foyer 
T.  Et  comme  cela  arrive  toujours  en  quelque  endroirdé 
la  parabole  que  tombe  le  point  touchant  il^^il  s'enfuit 
:que  cette  ligne  courbe  eft  coûcave  dans  toute  fon  éteii<» 
4duë  autour  de  fon  foyer  F* . 

PilOP05ITION     VI. 

Pioblcmc 

f  ic.  8.&^«        *7*  vJ  N  diamètre  A  P  avec  laiangente  L  A  L  qttipaj^ 

far  fon  origine  K\  ^  jon  paramètre  étant  donnés  j  trouver 
ont  diamètre  B  Q^  qui  fafie  dé  fart  ou  d^ autre  avecfes  ordonnées^ 
un  angle  égal  à  l^JtngJe  donné  ^  ^fon  origine  B^(^  fon  forom 
metrt. 


Dl    LA    PAUABOtBt  1} 

Xyaot  mené  par  Torigioe  ^  do  diameere  donné  h 
ligne  ^  £  qui  fafle  avec  ce  diamecre  de  parc  ou  d'autre, 
l'angle  PÀE  égal  à  Tangle  donné  K ,  &  trouve  *  fur  *j4rt.  14. 
cette  ligQe  (  prolongée  de  Tautre  côté  de  ^  lorfqu'elie  &  10. 
'ne  tomoé  point  dans  l'un  ou  l'autre  des  angles  PAL^ 
PA^)  le  point  M  où  elle  rencontre  la  parabole ,  on 
mènera  par  le  point  du  milieu  Qji^  la  ligne  AMy  une 
parallèle  Qj)  au  diamètre  A  P ,  qui  rencontre  la  tan- 
gente  ^Z  an  point  Z)  ^  &  on  divifera  Q^D  par  le  milieu^ 
^n  £.  Je  dis  que  la  ligne  £  Qjiï  le  diamètre  qu'on  cher- 
che ,  qu'il  a  pour  origine  le  point  J3 ,  &  pour  paramètre 
«inie  (roifiéme  .proportionnelle  i  £  d^ii  0^* 

Car  i^  La  ligne  >^Af  étant  diviféeen  deux  parties  éga- 
les au  point  J2j>ar  le  diamètre  B  Q^  elle  fera  ordonnée  *  *  Art.  \u. 
de  part  &  d'autre  â  ce  dianrietre  5  &  comme  les  lignes  BQ^  ^  *•• 
AP  font  parallèles  entr'elles^  l'angle  B  Qji  que  fait  le 
diamètre  B  ^avec  fon  ordonnée  Q^  ^ra  égal  â  l'angle 
P  A  M  égala  l'angle  donné  K  ou  fon  complément  â 
dfcux  droits,    i^  Le  point  du  milieu  B  de  la  ligne QD  ^ ^ 
fera  Porigine  *  de  ce  diamètre  ,  puifque  A  Qj^n  eft  une  ^  ^  '  *** 
ordonnée.   3**.  Le  paramètre  du  diamètre  ^^^^eft  *  la  *Arf!iy. 

«roifiéme  proportionnelle  à  a^i^ji^-^- 

Lorfque  l'angle  donnné  K  n^  pas  droit ,  il, eft  clair  Fie*  «. 

«l'on  peut  mener  de  parc  &  d'autre  du  diaitietre  A  P 
deux  diâerentes  lignes  AE  qui  faflènt  avec  ce  diame- 
tre  des  angles  égaux  à  Pangle  donné  K  ;  &  qu'ainlî  on 
pourra  toujours  avoir  deux  folutions  difierentes,  en  ob- 
fervant  que  fi  l'une  des  deux  lignes  A  E  tomboit  fur  la 
tangente  ^Z  ,  le  diamètre  donné  ^P  iâtisferoit  lui^ 
même  à  la  quefti(5n.  Mais  lorfque  cet  angle  K  èft  droit, 
comme  Ton  ne  peat  'mener  qu'une  feule  ligne  A  E  qui  tiù.fi 
£i/Ie  avec  le  diamètre  AP  un  angle  droit  ^  il  s'enfuit 
qu'on  ne  peut  aroir  alors  qu'une  iblution  )  &  qu'ainfi  ^  '^An^  x^^ 
le  diaiQçtre  cherché  fera  l'axe. 

il  eft  â  remarquer  que  les  deux  diamètres  J8  {2.  >  ^  Q^ 
<\m  iâtisfoat  au  Problême  lorfque  i'angle  donné  K  n'e^  Pit^  law 
pas  4êovc  ^  font  femblablement  pofés  «e  part  &  <i'autre 

&  iij 
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Xi  VUE   PremiBiu 

de  Taxe  AP^  Se  que  leurs  paramètres  font  égaux  s  ce 
qui  le  voit  par  la  conftrudion  même ,  en  fuppolant  que 
le  diamètre  donne  A P  foit  l'axe,  &  en  menant  deux. 
différentes  lignes  A  E  ^  j4  E  de  part  &  d'autre.  Caries 
triangles  reûangles  ALM^  A LM ^  &c  ^  D Q^,  ADQ^ 
étant  vifiblement  égaux  &  femblables  entr*eux ,  les  lignes 
AD^  ADiDQ^y  D  Q^  leurs  moitiés  £  (^,  B Qj &  les. 
PArt.  ij.    ordonnées  ^2^,  i^^  feront  égales  entr*elle5  j  *  &  par  con- 

fequent  les  paramètres  le  feront  auffi*. 

Co  KO  LLA  I  R'E. 

2'Q»  1  L  eft  donc  évident,  i^.  qa'il  n'y  a  qu'un  feul 
diamètre  qui  faflè  avec  fës  ordonnées  des  angles  droits  y 
èc  qu'ain(i  il  ne  peut. y  avoir  qu'un  feul  axe.  i^.  Qu'on 
peut  toujours  trouver  deux  difFerens  diamètres,  qui  fafl 
ient  avec  leurs  ordonnées  des  angles  égaux  à  un  angle 
donné  ,  lorfque  cet  angle  n'eft  pas  droit  j  que  ces  deux, 
diamètres  feront  femblablement  pofés  de  part  &  d'au« 
tre  de  Taxe ,  6c  qu'ils  auront  des  paramètres  égaux.. 

PROPOSITION     VIL. 

Problème. 

^9*  \j  i^  diamètre  étant  donné  avec  U  tangente  qui paffe 
far  fin  origine ,  ^fon  faramefre  j  décrire  la  parabole  far  un 
mouvemertt  continm 

Première    M  a  ni  e'r  t.. 
Si  le  diamètre  dooné  étoit  l'axe,  on  la  décriroit  félon 
F  i^«  II*     l'article  4*^  j  mais  lorfqu'il  ne  l'eft  pas  j  foit  Aï  o  le  dia- 
mètre donné  y  &  Y  M  S  U  tangente  qui  pailê  £ar  fon 
^  .     "^  oHginè  M.    Cela  ppfé. 

On  prendra  fur  le  diamètre  M  o  prolongé  au  deli 

*  de  fon  origine  M ,  la  partie  Ai. D  égale  au  quart  de  fon 
paramètre  -,  &  on  tirera,  ube  perpendiculaire  indéfinie 
i)E  iMD.    On  mènera  M  F  qui  faflè  avec  la  tângen. 

•  te  J'Ai  5  un  angle  FM  r^égal  à  l'angle  o  Ai  5  j  &  ayant 
^ris  MÉ  égale  à  iV/Z>,  on  décrira  ièlon  la  définition 


jç   PUutcht.V^f  pd^.  // 
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première  ,  une  parabole  qui  ait  pour  direârice  la  ligne 
Z>JE,  &  pour  foyer  le  point  F.  Je  dis  qu'elle  fera  celle 
qu'on  demande. 

Car  ^  I®.  La  ligne  M  o  étant  perpendiculaire  a  la  di- 
reârtce  DE^  fera  parallèle  à  Taxe  ^  &  par  confequent  un 
diamètre  félon  la  définition  7^    i^  La  ligne  TMS  fera*  *  ^rt.if. 
tangente  en  M.    3^   Le  paramètre  du  diaopetre  M  o 
iera  *  quadruple  d^  M  F.  »  jirt.  1%. 

SecO^NDE      Ma  NIEVRE. 

Soit  ^  P  le  diamètre  donné  ^  &  Z  ^  Z  la  tangente  qui  r  i  g.  iz» 
pafle  par  fon  origine  ^.    Cela  pofé. 

Ayant  pris  fur  le  diamètre  ^  P  prolongé  au  delà  de  fon 
origme  ^  la  partie  ^G  égale  à  fon  paramètre ,  &  mené 

une  droite  indéfinie  \D  G  £)  qui  faûTe  avec  ^G  Tangle  i 

^GD  égal  à  Tangle  G  AL  pris  du  même  côté  j  on  fera  ,  ! 

mouvoir  une  ligne  droite  indéfinie  Z)  jW  le  long  de  G  D  r 

toujours  parallèlement  à  ^G ,  en  entraînant  par  fon  ex-  ^ 

crêmité  D  le  côté  2)^  de  Tangle  T>  A  M  égal  à  f  angle 
G^ Ly&c  mobile  par  fon  fommet  autour  du  point  fixe 
^.  Je  dis  que  Tinterfedion  continuelle  M  de  la  ligne 
2)  ilf  &  du  côté  A  M  y  décrira  dans  ce  mouvement  la 
parabole  qu'on  demande.  ^ 

Car  menant  MP  parallèle  iAZ^les  lignes  MP ,  G  D 
feront  égales  entr'elles ,  puifque  l'angle  ^PM  o\ji  GÀL 
étant  égal  â  Tangle  ^  G -D,  elles  feront  également  incli- 
nées entre  les  parai  leles  GP^  DM.  Or  les  triangles  AG  D^ 
MPA  lont  (emblables  :  car  Tangle  MPA  ou  GAL  eft 
égal  à  l'angle  AGD  s^  l'angle  PMA  ou  MAL  égal  à 
l'angle  G  A  D  ^  puifque  retranchant  des  angles  égaux 
G^L ,  DAM ^  le  même  angle  DAL  ^  les  rettes  doivent 
^tre  égaux.  On  aura  donc  AG.  GD  ou  PMw  PM.  AP^ 

&  p^irtant  G  A  ^  A  P^=x^P  M  h  d'oti  il  clair  que  PM  eft  *  *  Art.  ty. 
une  ordonnée  au  diamètre  A  P  qui  a  pour  origine  le  ^  **• 
point  A ,  pojLir  tangente  la  ligne  ^^i ,  &  pour  parame- 
ire  la  ligne  A  G.    Ce  qu^ilfalloit ,  ^c.  • 

Si  le  diamètre  A  P  éfoit  l'axe,  alors  les  lignes  GD^Viq^  i|» 


yl6  LïtiiE    P^EMlEft. 

w  • 

AL  y  (broient  parallèles  ,  &  la  démonftratioâ  (îevieil» 
droit  plus  facile  j  car  Ton  voit  toyc  d'pD  coup  que  G  D  ^ 
eft  égale  i  P  M^ic  que  les  triangles  reâangles  AG D^^ 
MPA  font  feoiblables  ^  d'où  il  iuit  A  G.  GDov^PMii:^ 

FM.  AP.    Donc  AG^APm^r m\  &c. 


PROPOSITION    VLIL 

Problctnc. 

JP*  U  N  diamètre  A  P  étant  donné  avec pm paramètre  ^  ^- 
la  tangente  A  L  qui  pajfe  par  1^ origine  Kde  ce  diamètre  5  troum 
ver  autant  de  dtfferens  points  que  ton  voudra,  de  la  paràdfole , 
ou  (ce  qui  ejl  la.  mime  chofe)  la  décrire  par  flujieurs  poiàts. 

PnEMiiRf  Manie're« 

Fi«.G.  14»        Ayant  pris  fur  le  diamètre  AP  prolongé  au  delà  de 

fon  origine  A  y  la  partie  ^G  égale  â  fon  paramètre^, 
divifé  ^  6  en  deux  parties  égales  aa  point  D  ^  &  inend 
une  ligne  droite  indéfinie.  ^JF  perpendiculaire  à  w^bj, 
on  décrira  d'un,  point  C  pris  partout  où  Ton  voudua  fur. 
D  A  prolongée,  indéfiniment  du.  côté  de  A ,  comme 
centre ,  &  du  rayon  CG ,  un  arc  de  cerclé  P  F  qui  cou^ 
pera  le  diamètre  AP  &  fa  perpendiculaire  ^  J"  en  deux, 
points  i? ,  JF.    Oa  mènera  par  le  point  P  une  parallèle. 
MP  M  â  la  tangente, ^ i  ,  fur  laquelle  on  prendra  de. 
part  &  d'autre  les  parties  P  My  PM^  égales  chacune  â. 
A  F,   On  trouvera,  de  la  même  manière  autant  dç  cou. 
pie  de  points  Jl/  que  Ion  voudra  ^  par  lefquels  on  fera^ 
paffer  une  ligne  courbe  MAMq^i  fera,  la  parabole  .qu*oa 
demande* 

Car  tous  les  arcs  PF  paflànt  paf  lé  même,  point  G^ 
iç  ayant  leurs  centres  fur  la  ligne  G  ^prolongée,  s*il; 
efl  neceffaire  du  côté  de^,  auront  pour  diamètres  les 
lignes  GP  j  &  par'conféquent  la  propriété  de.ces  ceîrcles 

donnera  toujours  ^  F  ssaG^^A  P.  Mais  chaque  PM 
^  Hjp.       div*  égale  4  fa  correfpondante.  A  F^  &  de  plus  parallèle 


* 

b 


,     4 


Delà  Paraboh.  17 

^  la  tangente  ^  X  qui  pafle  par  rorigine  A  du  diamètre 
jt  P  s  elle  fera  donc  *  ordonnée  à  ce  diamètre.     C'eft  "^  Art.  19, 
pourquoi  la  Parabole  «qu'on  demande  ^  doit  pailer  par  &  ^x« 
tous  les  points  M  ^  trouvés  comme  Ton  vient  d'enfer- 

Il  efl  vifible  qu'on  peut  (e  tromper  en^  traçant  les  par. 
ties  de  la  parabole  \  qui  joignent  les  points  trouvés  ^. 
mais  on  voit  en  même  temps  que  Terreur  ne  peut  être 
fendble,  lorfque  ces  points  font  fort  près  les  uis^  des 
autres.  Ceux  qui  ont  befoin  de  décrire  fouvent  àt^  Sec<- 
tions  Coniques ,  préfèrent  ordinairement  cette  métho- 
de ,  de  les  décrire  par  pluficurs  points  j  parce  que  les 
machines  dont  on  (e  (ert  pour  les  décrire  par  un  mouve* 
ment  continu  ,  étant  composes  ^  font  fouvent  fautives  y. 
&  peu  exaâes  dans  la  pratique. 

*  • 

Ayant  mené  par  un  point  quelconque  L  de  la  tan.  Fig.  ly^ 
genre  AL ,  une  parallèle  indéfinie  ZJ?  au  diamètre  A  P  y 
on  prendra  fur  cette  ligne  &  fur  le  diamètre  A  P  pro. 
longé  au  delà  de  fon  origine  A ,  les  parties  Z fi ,  EE y 
EE^bic.  Afy  FF,  FF^àic  toutes  égales  entr'elles  ,  Se 
de  telle  grandeur  qu'on  voudra.  On  marquera  fur  Z  £ , 
le  point  M  ^  en  forte  que  L  M  foit  troifiéme  proportion» 
neUe  au  paramètre  donné  du  diamètre  A  P  jQc  à  la  par- 
tie A  L  de  la  tangente.  Oxa  tirera  enfin  des  points  ji  ^M^ 
ks  lignes  AE^AE^  A  E,iicc.  MF  ^M  F  ^M  F  ^&Lc  j  je 
dis  que  les  points  d'interfedion  iST,  T/",  iST,  &c.  de  cha* 
que  AEy  avec  la  correfpondante  M  Fêteront  tous  â  lai 
parabole  qu^ôn  demande. 

Car  menant  par  le  point  marque  M  y  St  par  Tun  des^ 
points  trouvez-  2/\  les  lignes  MB ,  2^Q^  parallèles  à  la^ 
tangente  AZ^  ôç  nommant  AP^  xi  PM  ou  AL^yi 
AQ^jU'^  QJ^\  Z^  les  triangles  femblables  N  QjA  y^LE^, 
tiMP  F^  2^QJ^^  donneront  ces  deux  proportions  Q^N'' 

M  SLA  (»)  ::  AL  (jç).  Z£  ou  AF^"!^.  &  mP 


^ 
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i8  Livre    Premiul. 

Q^A-^Af  («-4-I12') .    D'où  en  niultipHaDt  les  Extrfi- 
mes  &  les  Moyens,  l'on  forme  l'cgaliré  «^  +  11,'.  ■■ 

xt,-^uy  i  U  effaçant  de  parc  &  d'autre  «^,  &  mulci- 

plianc  par  ?.,  J  vient  uyy=aixzj^  ,  qui  fe  xedoit  à  cette 

proportion  A P  [^x),  ^  Q_{v)  ::  MP    {yy)  ^ il_(K.z.). 

Or  par  la  conftniâion  ,  le  quarre  de  A  ù  ou  de  P  M ^ 

eft  égal  au  tcctangle  de  la  partie  ^  P  du  diamètre  don- 

*^«.  ïp.    ne  ,  par  fon  paramètre.  Cette  ligne  PM  fera  donc  *  une 

&  il.        ordonnée  au  diamètre  A  P  i,  Hk  par  conlequent  ^iVen 

>*  Art,%.&  fera  *  une  autre.    Ainfi  le  point  ^(t-ra  l'un  des  points  de 

10.  Ja  parabole  qui  toml^ent  d  un  cocé  du  diamètre  A  Pz 

pour  les  avoir  de  l'autre ,  il  n'y  a  qu'à  prendre  fijr  les 

droites  indéfinies  X  £^^  J^,  les  parties  égales  Z-£,  EEy 

&c.  ^  F  y  F  F  ^&i.c  de  l'autre  côte  des  pûmes  Z ,  A. 

Si  au  lieu  du  paramètre  du  diamètre  AP  que  l'on 
fuppofe  ici  donné ,  l'on  avoic  un  des  points  M  de  la  pa- 
rabole i  ce  qui  arrive  iouvenc  î  il  n'y  auroic,  qu'à  mener 
par  ce  point ,  une  parallèle  indéfinie  Z  £ ,  au  diamètre 
A  P  t  &  achever  le  refle  comme  cy.delTus. 
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LIVRE      SECOND. 

De  hUipfe, 

^  D  e'  f  1  N  I  T  I  O  N  S. 

I. 

A  Va  NT  attaché  fur  un  plan  les  deux  bouts  d'un  fil  Fxg.  iSi 
FMfyCn  deux  points  2^,/,  dont  la  diftance  Fffoit 
moindre  que  la  longueur  du  fil  3  on  fe  fèrvira  d'un  ftile 
jli ,  pour  tenir  ce  ni  toujours  tendu  ^  &  condutfant  ce 
fiile  autour  de  ces  deux  points ,  en  forte  qu'il  revienne  au 
même  point  d'où  il  étoit  parti  :  ce  ftile  décrira  dans  ce. 
mouvement^  une  ligne  courbe ,  qui  fera  nommée  £11/ ffe. 

Les  deux  points  fis^s  F ,  /^  font  non^més  ics  deux: 
Foyers. 

y 

La  ligne  ^a^  qui  pafle  par  les  deux  Foyers  F^  f^Sc 
qui  eft  terminée  de  part  &  d'autre  par  TEllipfe,  eft  ap- 
pellée  le  fumier  ou  le  grand  jixe^ 

4- 
Le  point  C,  qui  divife  par  le  milieu  le  premier  Axr 

V^^ ,  eft  nommé  le  Centre,  de  l'Ellipfe. 

La  ^  ligne  Bb  ,  menée  par  le  Centre  C ,  perpendicu* 
lairement  au  premier  Axe  jia  ^ia  terminée  de  part  Se 
4'autre  par  TËlHpfe  ^eft  appellée  le  [eceni  ou  le  fetit  ^xe:. 

Les  deux  Axes  Aa ,  Bb ,  font  appeliez enfemble ,  Con;^ 
pfgués:  de  forte  que  le  premier  Axe  */f  ^,  eft  dit  conjugué 
au  /econd  B  b-y&i  réciproquement  le.  fécond  Bby  conju* 
gué  au  premier  .A  a.  . 

7.     , 
Les  lignes  M  P ,  M  K  ^  menées  des  points  M.  de  TEL 

lipfe  parallèlement  à  l'un  des  Axes  ,  &  terminées  parr . 


\  . 
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tto  LiVitiE    Second. 

rautre  ^  foot  appellées  Ordonnée^  d  cet  autre  Axe  :  ainfi 
MPt^  Ordonnée  â  TAxe  ^a^hiMKi  l'Axe  -B  b. 

8. 
La  troifiéme  proportionnelle  aux  deux  Axes ,  eft  acM 
jîellée  Paramètre  de  celui  qui  eft  Je  premier  terme  de  la 
proportion.  Ainfi  (i  l'on  fait  comme  le  premier  Axe  ^a^ 
«ft  au  fécond  Axe  ^^,  de  même  ie  (econd  Bb  ^i  une 
troifiéme  proportionnelle  f  i  cette  ligne  f  fera  le  Para-- 
met  ce  du  premier  Axe. 

Toutes  les  lignes  droites  qui  paflent  par  le  centre  C^ 
&  qui  font  termmées  de  part^  d'autre  par  l'Ellipie ,  fonc 
^pelkes  Diamètres^ 


Une  ligne  droite  qui  ne  rencontre  PEllipfc  qu^en  un 
feul  point ,  &  qui  étant  continuée  de  part  &  d'autre,  n'en- 
tre point  dedans  ^  mais  tombe  au  dehors  ^  eft  appellée 
Tangente  en  ce  point. 

R.  E  M  A  K  QJU  E. 

31*  Si  I*on  conçoit  que  les  deux  foyers  F,/*,  &  leceiW 
tre  C  fe  réunirent  en  un  feul  point  ^  ii  eft  vilible  que  TEU 
lipfe  fe  changera  alors  en  un  Cercle  qui  aura  pour  rayoa 
la  droite  CM  ,  égale  a  la  moitié  de  la  corde  CMC^  atta- 
chée par  ces  deux  bouts  au  point  C,  qui  en^iera  lé  centre. 
On  pourra  donc  confiderer  un  cercle  comme  une  efpece 
particulière  d'Ellipfe  >  dans  Jaquelle  la  diftance  de^  foyers 
eft  nul  le  4, de  forte  que  tout  ce  qu'on  démontrera  dans  la 
fuite  de  TEllipfe  y  telle  que  puiue  être  la  diftance  de  ces 
deux  foyers  ,  fè  peut  auffi  appliquer  au  cercle ,  en  fuppo« 
fant  que  jceue  diftance  devienne  iiuUe. 

CPJLÔIL  A  I  HE     I. 

F 16.  i4.  32^*  I  L  fuit  de  la  définition  première ,  queiî  Ton  me- 

né d*un  point  quelconque  M  de  PEllip/e ,  aux  deux  foyers 
jF,/,  les  droites  MF ^  -M/3  leur  fomme  fera  toujours 
la  mème^ 


O  1    L'  E  L  L  I  V  S'e.  t€ 

I 

Co&OLLAlKE      IL 

35*  L*  o  KS  Qjj  E  le  point  -M  tombe  en  ^ ,  il  eft  vi- 
tCble  qac  jM  F  devient  AF^hi  que  JM/ devient  ^/: 
de  même  lorfque  le  point  M  tombe  en  ^ ,  il  eft  encor< 
vifîble  que  MF  devient  aF^hi  que  -M /devient  af.  On 
aura  donc  ^  i?* -+- ^/,  ou  xA  F -^ifzaxuF^af^oxx 
X  af-J^fF  i  &  partant  A  Fws^af.    D'au  il  fuit  : 

1®.  Que  la  lomme  dts  deux  droites  M  F  ^  M  f^  tfk 
toujours  égale  au  premier  axe  Aa^  puifque  ^/-H MF 
a»  Af^  A  F^Af^fa. 

2®,  Que  la  diftance  F /des  foyers ,  eft  divifce  en  deux 
parties  égales  par  le  centrée,  puifque  CA^A F  ou 
CF^Ca^a/ovi  Cf. 

COROLLAIKE      II L 

34*  iS  I  de  Textremité  JS  du  fécond  axe  J5  b^  Ton  me- 
né aux  deux  foyers  -F,/,  \ts  droites  JÎJ^  -B/î  il  eft  clair 
que  les  triangles  re<aangles  BCF ^B  Cf^  feront  égaux  J 
&  qu*ain(i  Thypothenufe  SF^  eft  égal  â  Tautre  hypo- 
«henufè  Bfi  ic  par  confequent  5  F,  ou  Bf^esCA  ou 
C^ ,  puifque-*  B  F-J-  i?/a—  ^^.  On  prouve  de  même  »  Art.  jji 
que  F^  ou  bftsmCA  ou  Ci^.    D*où  Ton  voit: 

i^«  Que  le  fécond  axe  5^,  eft  divifë  en  deux  parties 
égales  par  le  centre  c  $  car  les  triangles  reâangles  F .  B^ 
FCb  feront  égaux ,  puifqu'ils  op^<ies  hypothenufes  éga- 
les PJ? ,  -F^ ,  &  le  côté  jF  c  commun, 

\^.  Que  le  fécond  axe  Bb^tîi  toujours  moindre  que 
le  premier  A  a  }  puifque  (à  moitié  BC  étant  Tun  des 
c&tez  du  triangle  reâangle  BCF  ^  fera  moindre  que  fon 
jbypotbeoufe  BF^  qui  eft  égale  â  la  moitié  CA  du  pre- 
mier axe  Aa.  ^ 

3^-  Q?^  fi  ^^^  décrit  de  Tune  des  extremîtcz  B  du 
|)etit  ou  fécond  axe  Bb  comme  centre  ,  &  du  rayon 
BF  égal  iiC  A  ^  moitié  du  premier  ou  grand  axe  Aa^ 
ttQ  cercle  ^  il  coupera  ce  grand  axe  en  deux  points  F  ^f^ 
^i  feront  les  deux  foyers  de  r£llipfe. 

C  uj 


t:i:  LlVUE     SECOND^ 

Co&O  haï  HE     I  Y. 

35*  JL  ES  mêmes  chofès  étant  pofécs,  fi  Ton  nomme 
C ^  ou  iî  f ,  /  5  c  jF,  «f  j  le  triangle. redangle  £  CF^  don. 

&  partant  A  /  ^Fa:Batt,^mm.  D'où  il  eft  évident  que 
le  quarré  de  la  moitié  C^  du  petit  axe  JSti^td  égal  ao- 
redangle  de  ^i^  par  £a  parties  du  grand  axe  A  a  ^i^tït 
fes  entre  l'un  des  foyers  J^,  &  fcs  deux  extrémités  A  ^a. 

CoHOLtAIllE      V. 

•  3^'  1 1.  fera  facile  à  prefent  de  décrire  une  ElHpfe  dont 
fjirt.  j4.    les  deux  axes  Aa^JB^^ (ont  donnez.   Car  ayant  trouvé  *" 

fur  le  premier  ou  grand  axe  Aa^  les  foyers  £,/,on  at- 
tachera dans  ces  points ^  les  extrémités  d'un  fil  F  Mf^^ 
dont  la  longueur  égalera  celle  de  cet  axe  3  &  ayant  dé- 
crit par  le  moyen  de  ce  fil,  une  Ellipfe  comme  l'on  a  en-^ 
lèigné  dans  la  définition  première ,  il  eft  évident  qu'elle: 
fera  celle  qu'on  demande^ 

PROPOSITION    I; 

Xhcorcme.. 

I?  I  c^  lé.  37 •  ^«  I  ^^«  »>^^  l^prdonfUe  M  P  au  premitr  ou ^andaxm 

^^9  &  ^^*on  prenne  fur  cet  axe  la  partie  A  D  èyile  ^  M  Fj. 
y^^Âf  ^w  CA.CF  ::CP.  CD. 

*  Ayant  nommé ,  comme  auparavant ,  les  données  C  A , 
/j  CF  ^mi  6c  déplus  les  indetermnités  CP^x  yPM  ^yi 
&  l'inconnue  CD^x.  3  il  peur  arriver  deux  difiFerens  cas. 

Premier  cas.  LorfqueJe  point  P  tombe  au  deflus  du 
centre  C.  Comme  P  /"  eft  toujours  moindre  que  P/j  il 
s'enfuit  que  MF  ou  A  D  fera  moindre  que  Mfoxx  aJD  y 
c'eft  pourquoi  AD  ou  MFsasj^^s^^  aD  ou  Mf^^t 
^^,  F  Pxstp^^x  ou  x^^m  (félon  qffe  le  point  /'tom« 
be  au  defious  ou}au  defius  du  foyer  F)^  P/aaxH-m. 
Or  les  triangles  reûangles  M  P  £,  Ai  P/^  donnent  ttmmm. 


mx 
t 


D  E    L*  E  t  L  I  P  :9  S.  1| 

^^z^^^yy^mm-^imx^xx.  Donc  (î  Ton  retranche 
par  ordre  chaque  membre  de  la  première  égalité  de 
ceux  de  la  féconde ,  on  aura  ^tz,^Bsm^mx  -^  d'où  l*on  cire 

Second  cas.  Lorfque  le  point  P  tombe  au  deflbus  du 
centre  C,  comme  P  F  eft  toujours  plus  grande  que  Pf^ 
il  s'enfuit  que  MF  o\x  AD^  fera  plus  grande  que  Mf 
ou  aD  :  c'eft  pourquoi  -^D  ou  MF^sAt-^x^^  aD  ou 
Mf^t^z^^  P  F^x-^m^Pf^x^m  ou  m^x  (fe. 
Ion  que  le  point  P  tombe  au  deffous  ou  au  deifus  du 
foyer  f,  Or  les  triangles  redangles  M  P  F  y  MPf^  don- 
nent tt^xt%,r\rK^'=»yy'^r^m'^'^mx^xx\  & 
tt^-^xtz,rk^\^^smyy^mm.^xrnxJ^xx.  Donc  fi  Ton 
retranche  par  ordre  chaque  membre  de  la  féconde  cgali* 
té  de  ceux  de  la  première  ^  on  aura  4/ i^»  4.  w;v  5  d  où  Ton 

tire  encore  CI)  (O»-— •    Par  confequent  en  Tun  & 

l'autre  cas  ,  on  aura  CA  (/).  CF  {m)  ::  CP  {x)^ 
CD  (5;.).    Ce  qu*ilfalloit  démontrer. 

COKOLLAI112« 

38. 1  L  eft  donc  évident  que  (î  Ton  nomme  les  données 
C^ou  Ca^tyCFoxx  C/,»»j&  l'indéterminée  CP^x^ 
on  aura  toujours  AfJ«s/—2Lf,  &  Mf^t^  r*,lort 

que  le  point  P  tombe  au  deffus  du  centre  C  :  &  qu'au 
contraire  on  aura  il/f  aa/^-îlî ,  &  îW/bo/*— îli,  lort 

^tt'il  combe  au  deflbus. 

« 

PROPOSITION     II. 

Theorcmc^  , 

39»  L»  s  tjuarrè  iuru  ordonnée  quelcon/jne  M  P  i  ^axe  Aa» 
iefi au  refian^U  de  AP  par  ?SLy  parties  de  cet  axe ,  n-mu k 
^Mrri  de  fin  conjugué  Bb^e^a»  ^uarré  de  l'axe  A  a. 


14  LiTKB  Sec  OIT  i>. 

Jl  faut  prouver  que  PM  .  A  V  n  P  a  :  :  B  b  .  A  a  . 
Les  mcmes  choies  ccanc  pofées  que  dans  Tarticle  pre^ 
cèdent  ,  fi  Ton  met  dans  regalitc^/  r+  ^  t %^^ xj^^ss^y f' 
^Art.yf^    -^mm^  imx'^xxc\ixe  Von  a  trouvée  ^it  parle  moyea- 

du  triangle  reâangle  MP  F^à  h  place  de  ^  fa  valeur 

^,  on  formera  toujours  celle  ci  ttyytssxt'^^^tt xxmm^ 

mmtt'^mmx X  ,  laquelle  étant  réduite  à  une  propor* 

^Aft.  je.    tjon  ,  donne  P  M  {y y  ).   .yftPn^Pa  {tf^^x  x)  :  :  £C  * 

itt^mm).  C^    {^tt)\i£b  .  ^a  .   Ce  qu*U  falloiiydrc.. 

CO&OLLA.I111      L 

^  4^'  Si  Ton  mené  une  ordonnée  MK  i  Tâutre  axe: 
^ ^ ,  lequel  j'appelle  2 ^ , il  eft  clair  que  M^Kz=iCP  (x),. 

*^rf.}j.    &  que    CKz=.PM  {y).     Or*  ITm    {yy).    ^P^Pa 

[tt^^xx)  Il  Bb   (j^cc).  ^a   (4//);     Et  partant*4rr 
XX  —^cctt*^j\,ttyy  j  ce  qui  donne  cette  proportion- 

M  K    [xxy  BK^Kb  [cc^yy)  ..^ZTà  (4//).  ^^ 

(4^0. 

Cefl:  â  dire  que  le  quarrc  d'une  ordonnée  quelcon- 
que -M  /c  à  Taxe  ^^,eft  au  redangle  àt  BK  par  Kb 
parties  de  cet  axe ,  comme  le  quarré  de  fon  conjugué^ 
^^^e(ï  ^u  quarrc  de  TaxfiL  B  b. 

CoAotLAi  RE.  Fondamental. 

F  1.0.  18..        41,  5)  I  Ton  nomme  Tun  oa  l'autre  axe  ^^ ,  2/ }  fon» 

'9'    conjugué  Bb jic 'y  fon  paramètre  />  j  chacune  de  (es  or* 

données  P  M^yi  c^hacune  de  ks  parties  c^P'  prifes  en* 

cre  le  centre  &  les  rencontres  de&  ordonnées ,  ^  }  on 

^^rr.  35.    aura  *  toujours  P  M*  (yy).  AP^Pa  (tt^xx)  iz'bV' 

(4fr).  Aa.{4tt)  ::/t  Aa  {^it).    Puiiquefelon  ladëfi^ 
nition  du  Paramètre  ,  A  a  {it).  Bb  {ic)  ::  B^b  {zc). 

fzr:^.    D'où  en  multipliant  dVbord  les  extrêmes  & 

les  mo)rens  de  la. proportion//,  ttm^^jc xii  ^cc.  4/^/,  fie 

enfuitc. 


ecxx 


«nfuite  de  l'autre  y  y.  tt^^x  x  :  :  /,  xt.    Von  tire  yy-zicc 
Hf^tayy^lft^  tif .    Or  com  me  cette  propriété 

convient  également  à*  tous^  lés  points  de  rEUipfe  ,  & 
qu'elle  en  détermine  la  pofition  par  rapport  aux  deux 
axes  conjugués  ^a^  £h  j  il*  s*enfuit  que  Téquation  j^^ 

—  ff— . —  ,  ou>'j'=7/>/— ^-— ,  exprime  parfaicemenc 
la  nature  de  I'Ëllip&  par  rapport  à  fes  axes. 

•  r  •  * 

COROLLA.IBL£      HT. 

42«  Cy  I  rott.mene  deux  ordonnées  quelconques  MP\ 
If^^à,  Taxe \/îf  4^  ^.  leurs  quarrés  feront  entr'eux  comme 
les  redangies  ^P  ^P  a ^  ^Qj^'^  j  des  partics^decee 
axe  j  faites  par  la  rencontre  de  ces  mêmes  ordonnées  • 

QZV*Bb  .  ^a  ;  :  P  M  .  >P  ^Pai  ;  ^JT .  A^S^.  Et  *^^;.^,  .^ 
partant  P  -fti'.  .gJST*  wAP^Pa.  A^  j^ 

GOKOLL^AIRB     fVl- 

43*  S  I  l'on  mené  par  un.poiht  quelconque^  de  rùn 
dès  axes  conjugués  Aa^  une  parallèle  MM  i  l'autre 
axe  i?  i  i^elle  rencontrera.rEllipfe  en  deux  points  m^m.^ 
également  éloi^és  de  part  &  d'aucre  du  point  P  ,.&  non 
en  davantage/  Car  afin  quie  l'es  points  M  ^m^  fbienti  TEl. 
lipfe  ,  irfaur*que  les  quarrés  àt  P  M  {y,)  prife  de  part  &  *^^.  ^. 
d'autre  de  Taxe  ^a^  ibient  égaux  chacun  â  la.  même 
quantité  cc^^^^. 

C  OR  O  L  L  A  tRE    ^VI 

. !    4'4«  r^  ^u«  <le  ce  que  * yyznxc^tl^ ,  que  plus  c l»  ♦^rt.  4?. 

(. jf  ).  pri{&  de  part  ê6  d'autre  du  centre  c  augmeote 
^lus  chaque  ordonnée  ^  M  (yXp"fc  de  part  &  d'autre 
de  l'un  ou  de  l'autre  axe  Aa ,  oiminuë  j  de  iorte  que  Cf  (x\ 
étant  égale  â  C^  ou  Ca  (r)»  chaque  PAf  (yj  devient 
alors  nulle  ou  zéro  :  &  qu'au  contraire  plus  et-  {x)  de^ 
lient  £eiice»plus  auffi  chaque  ordonnée  PM  (/),pri(e:; 


i<  L  1 1  K  E     s  È  C  O  If  D. 

At  part  &  d'autre  A€  l'axë  ^  <i^  augmente }  de  forte  que 
Cp  {.x)  devenu  uro ,  «chaque  PM{y)^  qui  eft  alors 
c  ^  ott  c^  (  f  )  )  fera  la  plus  grande  des  ordonnées.  D'où 
il  eft  clair. 

lO.  Que  fi  l'on. mené  par  les  extrémités  £ybyàt  l'ua 
des  axes  Conjugués^  des  parallèles  à  l'autre  j  «)les  fëront 

tangentes  eo  ces  points. 

1».  Que  l'Ëllipie  â'éloigm  de  part  &  d'autre  de  plut 
en  plus  de  l'un  ou  de  l'autre  axe  ^a^en.  commençant  par 
l'extrémité  Jl  \  julqu'à  ce  qu'elle  rencontre  fon  conjugué 

5  y  \  après  quoi  elle  ?a  toujours  en  s'approchaoc  du  m^. 
me  axç  ^4^  juiqu'à  ce  qu'elle  le  renc<mtre  «n  ((m  autre 
flxtremicé-A 

*  COHOLLAlRt*    V I.  ■ 

45. .  I L  fuit  encore  de  ce  que  "yy^c  r—  '-^ ,  que  fi 

l'on  prend  les  points  P  -  JP ,  également  éloignés  de  part 

6  d'autre  du  centre  c  j  les  ordonnées  PMy  J>m  ,  i^ront 
égales.  D'où  il  e(l  évident  que  fi  une  ligne  quelconque 
M  M ,  termittée  'par  l'ËlKpfe ,  eft  coupée  en  deux  éga- 
lement par  l'un  des  axes  conjugués  ^^  en  un  point  a:  au- 
tre  que  le  centre  }  elle  fera  parallèle  i  l'autre  Jfa.  Caf 
menant  les  parallèles  M  P^MP.à.  l'axe J?^*,1a  %ûéi'i» 
feta  divifée  par  le  rtiilieu  en  c,  puifque  mm  l'eft  en  Ki 
de  partant  les  otdohnées  P  M^PM  feront  égales.  La 
droite  MM  fera  donc  parallèle  â  l'axe y^^ 

•  Co  «.OLt.AI«.B      VIL 

4^«  §  I  l'on  contoit  que  le  plan  fur  lequel  TEUipfe 

'  eft  tracée  ,  foit  plie  Je  lôfig  d'un  des  axes  ^^,  en  forte* 

que  fes  deux  pannes  fe  joignent  ^  il  eft  clair  que  les  deux 

demi^ËilipAs  Sjih^  Sai^  tomberont  exaâement  l'une  fuf 

l'autre }  f^irdir  ^  les  pointt  Jr ,  M,  tnjc.  (\um^m^  &c.  pui^ 

*  Art.  4<.  que  *  toutes  les  pei|>endi^aines  ^a ,  M  M  ,^c.  â'cet  axe, 

ibdt  coupées  par  le  miltett  aux  points  c ,  x^,  &c.  D'où  il  eft 
«ifîble.  q«e  l'^lipTe  eft  coupée  par  tes  deux  axes  en  qua« 


D  E    t.* Ë  LhirS-Jt.  xj 

««  portions  parf^itçcn^or  ^k)  &  «oifomMs  •  (|iiti  ne 
«Ufièreoc  cntr'eUep  qu&  par  leur  {ùnadon. 

PItOPOSITI  ON    lit; 

•  •  ■  -  •  « 

47*  Si  /'w  »»«^  ^'^ /*«»^ </^^  extrémités  A  ^  /^iw rf^y     • 
^xfj  A  a  9 1^»^  //g|i^  ^i)//^  quétlcûnqHe  A  M  ^^i  /^«if  ^<^i  ^»* 
^les  a  A  L ,  a  A  L ,  faites  far  cet  axe ,  ^  ^^r  /^  li^e  X,  A  L 
farailelt  À  /on  conjugué  Bo^.jfidis  qu^ette  rencontrera  t^Uiffe 
m  mn  autre  f  oint  ïL. 

Ayant  pris  iax  AL  et  part  oa  d'autre  du  point  -^,'fi  o^  loi^ 
ja  partie  AG  ég;aleaii  paf'ametre/  de  Taxe  ^^,&tir« 
G  F  parallèle  à  cet  axe  ^  &  qui  rencontre  \^  ligoe  A  M 
f  prolongée ,  s^il  eft  neceifaire  \  au  point  F ,  on  prendra 
fur  la  ligne  AL  du  mêo^e  coté  où  tombe  Ja  ligne  ^iUT 
par  rapport  à  Taxe  Ara  ,  la  partie  -^Z  égale  iiGF  ^ix. 
ayant,  tiré  par  l'autre  extrémité  ¥  de  Taxe  ^^  la  droite 
j^Z  3  je  dis  que  le  point  M  oà  elle  coupe  la  ligne  AMy 
«ftirElIip/eVW^^.       • 

Car  menant  JW" /^parallèle  à\/^  Z',  &  nommant  les  con^. 
nues  A  a ,  i  ^î^  G ,  ^  5  G  F  ou  •/^  X  ,  ^  5  &  le^  inconnues 
CP^x yP M\y  j  les  trian^cJ femWafcles  AGF^M l\Ay 
Se  ZA  a  ^M'Fa^  donneront  A  G  {f)GF  {a)\i  MP  {y)^ 

Ar{t^x)^!t2.  %tAZUh'^^M-^  JPMiylaP 

t 

{tZ^x)  z=si—^    Et  paf  confequent  on  au«a  toujours 

A P  ^Pa {ttm^xx)mmll2Z^  /oît  queic poÎM  P tombe  au 
defTusoti  au  deflfous  du  centre  c  )4'où  Ton  tire //m 
^/r— li^.  La  ligne  P-M  fera  donc  *  une  orioooéc  i  Taxe  ♦^^^  4,^ 
^^  )  te  paitaac  le  point  Jl^  fera  à  TEUipfe  M  A  M.   *çe 

iffiilfaioit  démontrer.  c 

«^B*  13  £-€  A  on  v<Mt  conuDent  un  «w  ^1^  d'intie- 
Ulipiè  iki  ^  JM  ^caot  ^ntw  avec  ion  paraqMtre  /  ^  & 


itS  LiYRE   Second. 

ayant  mené  par  Tune  des  extrémités  A  de  cet  axe.^  tme 
ligne  droite  quelconque  ^  M  dans  T^in  ou  l'autre  des 
angles  aAL^  a^L^  fait  par. cet  axe  ,  &  par  la  ligne 
L  ^L  parallèle  à  Ion  conjugué  Bb^^on  voit\  disje ,  ce 
qu*il  faut  faire  pour  trouver  fur  <:etce  ligne  le  poinc  M 
où  elle  rencontra  TEllipfe  MjiM^ 

COROXLAtHE     II. 

49-1 


;ué  A  a  }  puifqu'il  n'y  a  que  cette  ièule  ligne ,  qui  pa£» 
iant  par  le  poinc  A ,  &  étant  continuée  de  part  &  d'au* 
tre  ^  ne  la  cencontreen  aucunpoint ,  &  n'entre  pas  dedans^ 


PROPOSITION    IV. 

Theorcmc 

iF  1  £•  10.  5^*    X  o  u  S  U$  diamètres  comme  M  C  m^fmt  coupés  en 

deux  également  far  le  centre  C ,  ^  ;//  ne  rencontrent  PEUipfc 
qu*en  deux  points  M ,  m. 
Ayant niené Tordonnée M P^ia  pris  cp  égale  ic P^ 

^  fi  l'on  mené  la  perpendiculaire  pm  terminée  en  m  par  la 

droite  M  Cm  i  il  eft  évident  que  les  triangles  c  P  M  ^ 
Cp  m  font  femblables  &  égaux  i  &  qu'ainfi  c  ^  efl:  égale 

«  ji^^  ^,    l,  Cm^biPm  ipm.    Or  comme  ^  les  ordonnées  qui  lont 

également  éloignées  de  part  &  d'autre  du  centre  C^  font 
égales  entr'elles ,  &  que  PMetï  une  ordonnée  ^  il  s'en- 
fuit que  p  m  fera  auffi  une  ordonnée  j  &  par  confequent 
que  le  point  m  eft  d  TEllipfe. 

De  plus  il  efl:  vi/ible  que  fî  l'on  imagine  une  parallèle 
â  l'axe  ^  ^ ,  qui  fe  meuve  de  C  vers  ^  i  la  partie  de  cet- 
te parallèle  renfermée  dans  l'angle  A  C  M^in  toujours 
en  augmentant  à  mefure  que  C  P  croit  ,  &  qu'au  con- 
traire la  partie  de  cette  parallèle  renfermée  entre  le 
quart  d'£llipfe  AM£  &  Taxe  CA  »  c'eft  à  dire»  TordoQ. 
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wîc  P  M  *  ira  toujours  en  diminuant  \  d'où  il  fuit  que  ^^An.^^ 
la  ligne  droite  C M^  qui  pafTe  par  le  centre ,  ne  rencon« 
7re  rEUipfe  qu'en  un  point  M  du  même  côté  de  Taxe  ^ 
&  il  en  eft  de  même  pour  le  point  m  pris  de  Tautre  côte, 
I>onc  &C.  ^ 

D  fi^F  I  N  I  T  I  o  NS.     ' 

'Si  Ton  mené  par  un  point  quelconque  M  de  TËllipre,  Fig.ii«xi. 
i]Q  diamètre  MCm^  une  ordonnée  M  Pi  Pun  ou  l'autre 
axe  ^^  9  &  une  ligne  droite  M  T^  en  forte  que  C 7*  foie 
xroifiéme  proportionnelle  â  CP^  C^ }  le  diamètre  SCs 
•parallèle  à  Af  7*^  efl:  appelle  Diamètre  conjugué  au  dia- 
mètre M^^Et  réciproquement  le  diamètre  Mm  t(k  dit 
conjugué  au  diamètre  Ss:  de  forte  que  les  deux  enfcm*- 
ble  font  appelles  Diamètres  eonjuguiu 

Toutes  les  lignes  droites  menées  àts  points  de  l'Ellip. 
fe  parallèlement  à  Tun  de  ces  deux  diamètres,  &:  termi» 
nées  par  Pautre  ,  font  appellées  Ordonnées  à  cet  autre. 
Âinfi  NO  parallèle  au  diamètre  ^/ ,  eft  Ordonnera  fon 
conjugué  M  m. 

La  troifiéme  proportionnelle  i  deux  diamètres  con- 
jugués y  eft  appellée  Paramètre  du  premier  de  la  propor. 
cion.  Ainfi  la  troifiéme  proponionnelle iMm^Ss  ^efk 
a^ppellée  Paramètre  du  diamètre  M  nu 

Co  HOLLAIKB. 

51*  Oi  Ton  nomme  la  donnée  c^,f  jêc  les  indé- 
terminées c/',X}i>7',/silefl  clair ^  félon  la  défini. 

tion  11^  que  CT  (x«-|«/}m^>&  qu'ainfî  fxssttm^xx 

mmjiPnPa. 


'  D  iij 
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PROPOSITION     V: 

TKeorcme. 

5*.  S  ï  ^w  w«^  f^^  ^^  extrémités  M.,  S,  ^  ^«b^x  ^'^ 
/r^i  coT^gués  Mm ^  Ss ,  ^x  ordonnées  M P ,  S K ,  i  i»s  ^w. 
Aaije  dis  que  ia partie  ÇJLde  cet  axe^  ftife  entre  le  centre 
^  la  rencontre  de  l'une  des  ordonnées  S  K ,  i?/?  moyenne  frofor^ 
t  tonne  Ile  entre  les  deux  parties  A  P ,  P  ^^  faites  far  la  rencon^ 
tre  de  Vautre  ordonnée  M  P.  .  ^  • 

V 

Il  faut  prouver  ^«^  C  K  a  A  P  ^  P  a. 
Ayant  nomiiic  les  connues  C^^t  i  CP^x^iPT^SiSC^ 
*  Art.  51,    Tinconnuë  CK^m^  on  aura  A  P^^PaaiMtt^^xxxsm^Jx^, 

&c  ^  K  ^Ka^ss^ttm^mm^ss^sx^xx^m^mm  en  mettant 

f)our  tt  ùl  valeur  xx  -|-/x.    Cela  pofc ,  la  propriété  xlç 
_^_,     'Ellipre*  donnera  AP^Pa  [sx).  ^K^-ka  (sx-^xx^^^^mm)  :y 

P  m\  X6*'::  T  P  (//).  c^  (mw);  à  caufe  des  trian- 


^       p        .^-  —  —  ^  —  —  — ^  —  — 1.^ — 
Iroes  &  lei  moyeiu ,  ficentmaiporaoci  l'or* 

dinaire  ,  CKimm)  ««'iiîlii  vm^i  x  ^  A  P  ^^-P  a.  Ce^ 
qiCil  fallait  J^monttfr,, 

C0R.QLLAIR.E. 

_T3»  Pu I S qt; E 'qKmmtt^^xx , U  s'eoâiir <^  c^*— 
♦-rfrf.4tw  C^K    ou  JJK**  K.4imMXX.    Or*  cl^*(//).  c«*(fr);: 

AK^Ka  fxxl.SK^'^^.  Et  Ty'ftt).  VbCcc)^. 

>^/»  n^Ta(tt*^Mx).  Tm'^cc^'t^.  De  plus  àxaufe  des 


triangles  redangies  CfM^  c  ks^  00  aarale  quar ré  c  M  oa 
"cT^'pM^^mx^'^c^ — mr,&leq«a«c  "Fs'  ou  CK* 


*  ce  XX 


JC5=/A— xx-l-im.  DoncC^  -4rCi  «/^+-#a 

Ceft  à  dire  que  la  fomme  des  quarrés  de  deux  diame^ 
très  conjugués  quelconques  Mm  ySs  ^qH  égale  a  la.  fomme 
des  quarrés  des  deux  axes  Aa^BL 
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PROPOSITION    V  L 

Theorcme. 

54s*  1^  s  (ptarrè  £une  ordonnée  quelconque  O^ au  diame^ 
tre  Mm,  efiau  teEiangU  de  MOnOm  fait  des  parties  de  ce  dia^ 
mètre  5  comme  le  quarré  de  fin  cofnjuyiè  Ss^ejiau  quarre  du 
même  diamètre  Mm. 

Ilfamt  frouver  que  O  N  .  MO«Om  :  :  S  s  •  Mm. 

Ayant  mené  les  parallèles  IT^Q^  ^^y  i  l'axe  Bb^ic 
la  parallèle  ORi  Ion  conjugué  ^  ^  »  qui  rencontre  au 
peine  R  l'ordonnée  JSTXT^prplongée^s'il  eft  necefTaire  ; 
on  noftimera  les  données  cp ^x  -^P M^y-^  c^A ^tiPTj 
j > &  les  indéterminées  Hi2j^M  OR^ai  c H ^S^&c  on 
aura  â  caufe  des  triangles  femblables  CPM^  CHO^&c 
M  PT^NROpCesdçux  proportionsC  P  fxJ.P  M  (y)  :: 

CM  (h).  HOomRO^^^.    EtTP{s).PM(y)iiOR 

X 

/aJ.R^r=mi2.   Celapofd 

Puifque  C^g^^t.J  NQ^eH  toujours  la  difïèrence  de 
^^(t)»^-^!^)»  &  ^i2j*  iomm^  de  CH  (è), 

^Q^(^)>  lorsque  le  point  iNT  tombe  entre  les  points  . 
Af ,  5,  ou  m,  ^5  &  qu!àu  contraire {fi%.  xi.)  KQj^Çt  toû. 
jours  la  fomme  de  RQ^y  RK^  &  Ci2^1a  différence  de 
CH^  HS^  lorfque  le  point  iV tombe  par  tout  ailleurs: 

on  aura  ITF^t^  -+  HtïlZ^tlll ,  &  C  o  «.  aa 
^  iai-{^i  i  i^voir»— **■  ^ &-^W  dans  le  premier  cas, 

'  SX  ■  ,  ' 

&  au  contraire  ^-  iîi22  U-^iai  dans  le  fécond  cas.  Or  *  *  -^rr.  4.x, 

AP*Ta  {tu~.xx).  j4SI^^  ou  C^  mLC^Jtti^^>aa-^iakmUh) 
'.'Tm' f/yj.  ^*=:'I12=l£l?^tL^22=±i2I.  E""ncompa. 


^/-^«X 


rant  enfëmble  ces  deux  valeurs  du  quarré  de  iV«^ 
on  formera  Tégalité  ^'^  ^  '-^^^^  ^^^^ 


XX     .—        SX  s  s 


!2Z=f2^i^2ld^,  dans  laquelle  e^çant  d'une  part  le 


31  Litre   Second. 

terme  z±  ^^^^  &  de  l'autre  le  terme  zt  ^"^^^  qui  lui  e(fé 
♦^/•z.  ;u    cg^ïc *  puifque  ♦  i  AT— // — ^x ,  &  divifant  par /^ ,  il  vient 


XK     '        fl  t^—X-X 

Si  l'on  multiplie  par  xAr,&  qu^on  tranfpofé  ^^^  on. 
trouvera .  ou  ^ = 5  &  mulciplianc 


il  ilX*  tt-^xx 


le  premier  mçmbre  par  j/xat^  &  le  fécond  par  le  quarré 
de  tt^-^xx  valeur  de  tx  (ce  qui  fe  fait  en  mulciplianc 
Amplement  le  numérateur  par  tt^^xx)  00  aura  ^^x^~. 

t^xx.^nattxxmJIfbt'^.^ttx^'^aax^^bbttxx^^à^o^ 
en efFaçanojde  pan  &d'aucre  ^r^  x^;  tranfpofant-^^/^xj^^ 

&  divifant.  par  ttxx^  T&n  tirera  H ^^  ou  O  R  (a  a) 

^  ^  t      LL        b  bit  • 

^XX 

Maintenant  fi  Ton  nomme  le  demi  diamètre  CAf  ou 
Cm^x^'y  on  aura  à  caufe de5  triangles  femblables-  C P^M\^, 
CHO^  cette  proportion  CFfxJ.  cm  fz^J  •••'  CH {6/. 
COzz^y  Et  partant  Jl/0H-O;w=jy;^-.^:fiL^;  Orlestrian- 


XX   \ 


gles  femblables  ORN^y  CKS ,  donnent  0  2/  .cii  nOR. 

CAi  ^/^siv^î     Puifqu'èn  multipliant?  les  extrêmes  &  les 

moyens^  on   trouve  le  même  produit.-  Donc  ON  . 

•^-^z.  jo..  JlfO  H.Om::  C^  .  CM   ::Ss  .  Mm  .  Ce  qu'il  fi/!ûit^  g^r. 

CoRaLLAïAE    General. 

55*  rL  cft  vifible  que  ce  qu'on  a  démontré  dans  la 
Propofition  féconde  par  rapport  aux  deux  axes  ^a^ 
B  h ,  s'étend  par  le  moyen  de  cette  Propodtion  â  deux 
diamètres  conjugués  quelconques  M  m^  S' s.  Or  comme, 
les  articles  40 ,41 ,41, 4J ,  44  >4ii  47*  4?  8^  49  >  fe  tirent 
de  la  féconde  Propofîtion ,  &  fubfiflent  également ,  foit 
que  Tàngle  ACB  foit  droit- ou  qu'il  ne  le  foit  pas  j  il< 
s^enfuit  que  fi  Ton  foppoiè  dans  ces  articles  ,  que  \t%  \u^ 
^    gnes  ^^^  £^ ,  au  lieu  d'être  les  deux  axes  foient  deux 
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diamètres   conjugues   quelconques  ,  ils  feront  encore 
vrais  dans  cecre  fuppofîtion  :  car  leur  dcmonftration  de-  ' 
meurera  toujours  la  même  ^  &  il  ne  faut  pour  s*en  con- 
vaincre  entièrement ,  que  les  relire  en  mettant  par  tout 
où  fe  trouve  le  mocd*./^(?  celui  de  Diamètre. 

COROLLAXRE     II. 

^5^*  Co  M  M  E  les  articles  44^&  49,/ubfiftent  avec  la»  n  6.  xx. 
même  force  ,  lorfque- les  lignes  ^a^  Bb ^  au  lieu  d*être 
les  deux  axes  ^font  deux  diamètres  conjugues  quelcon- 
ques, tels  que  Mm-ySs^^  il  s'enfuit  que  la  ligne  MT 
menée  par  le. point  M  r^ine  des  extrémités  d*un  diame. 
tre  quelconque  Mm^  parallèlement  à  fon  diamètre  con- 
jugués 5i,  eft  tangente  en  iW  ,  &  qu'il  n'y  a  que  cette 
lèalejigne  qui  puiffé  toucher  TEllip/e  çq  ce  point. 

D'où  Ion  voit  que  d'un  point  donné  fur  une  Ellipfe^i 
on  ne  peut  mener  qu'une  feule  tangente. 

C  O  R  O  L  li  A  1  R.B.     LI L 

57*  JD^-LA  il  eft  évident,  félon  la  définition  ii<^, que: 
fi  l'on  mené  par  un  point  quelconque  M  d'une  Ellipre , 
une  ordonnée  M  /^ii'ùnou  l'autre  axe  ^^  j  &qu'ayaiir 
pris  C3r  du  côccdai  point  P,  troi^éme  propottionnellei 
d  CP  ,  C^,  on  tire  la  droite  M  T:  cette  ligne  M  r  fera 
tangente  en  M.  Et  réciproquement,  que  fi  la  ligne  M  T. 
eft  tangente  en  -W  ,&  qu'on  mené  l'ordonnée  M  Pi 
l\in  ou  l'autre  axe  ^a  y  les  parties  c  P,  c^;  CT  de  ceci 
axe ,  feront  en|)roportion  géométrique  continue. 

C  o  R  o  L  L  A  1  R  E     1  V. 

5^-  S  I  l'on  imagine  dans  les  définitions  11 ,12  &  13  ^. 
et  dans  les  deux  dernières  Propofitions  ,  que  les  lignes 
jia ,  ^^ ,  au  lieu  d'i&tre  les  <làux  axes  ,  foient  deux  dia- 
mètres conjugués  quelconques  y  on  verra  que  ces  Pro- 
pofitions feront  encore  vraies ,  puifqu'ellçs  fe  démontre- 
ront de  la  même  manière  qu'auparavant  :  comme  i^  e(t. 
cwdent.gar4'iftfpediQa  delà  figure  15  ,  où  .les  triangle&t 


• 
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Semblables  donnent  le$  mêmes  proporrions  qqe  dans  hs 
cas  des  axes.. 

D*où  il  fuie  i^.  Que  le  Corollaire  [Précèdent  doit  en« 
.core  avoir  lieu ,  lorfque  la  ligne  ^^ ,  au  lieu  d'être  un  axe^ 
efl:  an  diamètre  quelconque,  x^.  Que  les  diamètres  con« 
jugués  MntySSy  peuvent  être  les  deux  axe»  dans  cette 
ruppoiition  )&  qu'ainfî  on  peut  regarder  les  deux  axes 
comme  deux  diamètres  conjugués^  qui  font  eotr'eux  des 
angles  droits. 

PROPOSITION     VII. 

Théorème^  *^ 

T'iG.  24.         59«  S  ï  par  un  point  quelconque  JHune  EUipfe  qui  a  four 

centre  le  point  C ,  ton  tire  une  ordonnée  M  P  i  l[un  des  axes 
A^i&  une  perpendiculaire  ÏAG  à  la  tangente  M  T  quîpaffo 
par  le  point  M  \je  dis  que  C  P  [era  toujours  à  P  Q  en  rai/ou 
donnée  de  Paxe  Azà  fon  paramètre. 

Car  nommant  le  demi-axe  C^  ou  Ca^t-ySc  les  indé- 

^jirt.  17.  terminées  CF,X',P  M, j^  i  on  aura  *  cr  =  1!  j  &  par- 
tant P  T  a»-.^'^*^ .  Or  les  triangles  redanglcs  fèmbla- 
bles  TP  AI ,  Af  pardonnent  rP^'i^lif).  PM  (y)  :z 
p  jur  (^  ).  j?  G  =-  -^^^  •    D'où  Pon  tire  cette  proportioà 

CP  {x).PG(^^ll.Ji:^P^Pa  {tt^^x).TM    [yy). 

Puifqu'en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens  ^  oa 
forme  le  même  proHuit  xyy.  Mais  le  reiiangle  AP^Pa^ 

fjtrt.  41.  eft  *  au  quarré  PM  ,  comme  Taxe  Aa  ^ft  à  fon  para- 
mètre.  Donc  &c. 

PJlOPOSITIOlSr    VIIL 

Th.corcmc. 

Fi  G.  15.  ^^*  s  I  ton  mené  par  un  point  quelconque  M  itune  BUipfi^ 

une  tan^etut  T  M  S ,  d^  aux  deux  foyers  JF ,  f ,  les  droites  MF, 


■■«« 


1 


Planche.  j>  voq  .  ^4-  ' 


I» 


'IHI 


il 


I! 


*  Art.  yji 


\ 


De  i'Elli  F  s  b,  jj 

M  fi  je  dis  ifue  les  angles  FMT,  ilAS\  faits  f4tr  ces  U^ 
yfies  de  fart  é^  d! autre  av£C  la  tangente  T  M  S  ^  font  égaux 
entr^eux.    * 

Car  ayant  mené  les  perpendiculaires  FD^fd^  fur  cet- 
te tangente  j  le  premier  axe  A  a  qui  la  rencontre  en  7*, 
&  l'ordonnée  M.P  à  cet  aw  y.&L  nommé  les  données 
f  ^  ou  C.^ ,  r  5  c  /  ou  cfy  m  j  &  Tindérerminée  c  P  ,  x  5 

onauraJlfi^*>~~).  Mf{t^Zl)::  TF ,  oix  CT*  ;^rr.  }8. 

^iL\^jCF  (m).  Tfoxx  C T  {^-1) -^  c f  {m).    Puifqu'en 

muitipUaûC  les  extrêmes  &  les  moyens,  on  trouve  le 
même  produit.  Or  les  triangles  femblables  TFD^Tfd^  -> 
donnent  TF.  Tf\  :  F  D.fd.  X'hypothenufc  M  F  du  trian- 
gle redangle  MDF y  fera  donc  à  Thypothenufe  Mfd\x 
wianglç  redanele  M  df^  comme  le  côté  DF  dlan  côté 
d,fi  8c  par  coniequent  ces  deux  triangles  feront  fembla. 
klcs.  Les  angles  FMD  JM  d ^oyx F MTjM S ^^MX^ont 
pppofés  aux  côtés  homologues  Di^,  df^  feront  donc 
égaux  entr'eux^.    Ce  qu^ilfaEoit  démontrer. 

Corollaire.         , 

6l.  JL)b  LA  il  eft  évident  que  la  tangente  TMS 
étant  prolongée  indéfiniment  de  part  &  d'autre  du  point 
touchant  M\  laifle  TEUipie  toute  entière  du  côté  de  fès 
deux  foyers  F ^f    Or  comme  cela  arrive  toujours  en 
quelque  endroit  de  TEUipie  que  tombe  le  point  M  ^  jl  . 
s*enfuit  qu'elle  fera  concave  dans  toute  fon  étendue  au-        ^ 
tour  de  {t^  deux  foyers ,  &  par  confequent  auffi  autour  ^      'ç 
de  fon  centre. . 

PROPOSITION"   IX- 

Theoicme* 

^•^  ^i  ton  mené  far  ttme  des  extrémités  K  ttun  diame-  Fie.  x6i 
ttetifi. a  unefaraSele DAEÀ/on  conjugué  B b ,  laquelle  ren- 
contre deux  autres. diamètres  conjugtés  quelconques  M  m ,  S  5 , 


X 
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aux  points  jy  >  E  j  ;>  dis  que  le  reEiangle  de  D  K  par  A  E ,  i^ 
égal  au  quarré  de  la  moitié  QY^  du  diamètre  B  b; 

//  faut  prouver  que  D  A'*  A  E«ss  C  B  . 

Ayant  mené  par  les  extrémités  iW ,  5 ,  des  diamètres 
conjuguées  Mm^Ss  ^\ts  ordonnées  MP  ^  SK ,  au  diamè- 
tre ^a^  on  nommera  ks  données ^C^^t-^  t\B ,  r  ^  &  les 

"^ Art., su    indéterminées  CF.,  x  .PM  ,jf  ,  &c  on  aura  "♦  C  K^  =^ 

AP^Pa^sMt  /—AT  X  y  &  par  confequent  AK^  Kao\x  CA 

»  1/  -! ra  » 

*Art,u^    ^CK  ^xx.    Ot*BC   {cc).CA    (tt)  ::  MP   {yyy 

^PnPa  ou  CK  =»îii2-.  Et  C^   {tt).  C  £   (cc)  ::  ^KnKa 

{XX).  KS*^'-!^,  Donc  en  extrayant  les  racines  quar- 

Tées ,  l'on  tire  CK^*-l'tiKS^~.  Mais  les  triangles 
femblables  CPM,Cj4D  ^ti  CKSy  CAE^  donnent 
CP{x).PM{y)iiC\A{,t).^D>i:»*2.^tCK{^Pj.KS, 

rJL)  ::C^(/).  ^£=-iif.  Donc  DU^A E^ccr^Jc 
,  <:e  qn' il  fallait  démontrer. 

J>  KO  P  O  S  ITi  O  N     X. 

•  — 

Pxoblcmc. 

JF I  c.  17.        ^3-  D  E  u  X  diamètres  conjugués, K  a ,  B  b ,  d!une  Eiïipfè 

étant  donnés  avec  une  ligne- droite  M  C  m  qui  pajfe  par  h 
centre  C  j  marquer  fur  cette  ligne  les  points  M,  m  ^  où  elle  ren-^ 
contre  l*Ellipfe. 

Ayant  mené  par  Tune  des  extrémités  A  du  diamètre 
^a  y  une  parallèle  indéfinie  ^  D  ,  à  Ton  conjugué  Bb ^ 
laquelle  rencontre  la  ligne  CM  donnée  de  poiition  au 
point  i)^on  tirera  par  le  point  ^  perpendiculairement 
X\xrAB^  la  ligne  ^O  égale  à  C^^&  par  les  points  0,i), 
la  ligne  OD.  On  décrira  du  rayon  O  A  \M€i  cercle  qui 
coupera  la  ligne  02)  en  deux  points  iV ,  « ,  par  où  l'on 
j:irera  des  parallèles  NM%  nm^ih  ligne  o  c  ^ui  joinc 


'les  centres  de  l'ElIipre  &  du  cercle.  Je  dis  que  Jes  points 
M^m^  où  elles  rencontrenc  la  ligne  CD^  feronc  i  TEHiplê^ 
-&  détermineront  par  confequenc  les  extrémités  du  dia* 
merre  M  Cm  donné  de  pofîtion. 

Car  menant  les  parallèles  M  P^  2^Q^^  à  ^  Z) ,  qui  ren- 
contrent les  lignes  C^ ,0^ ^  aux  points P, ^^ les  trian- 
gles femblables  CJDO  y  M  DN^  &  CD^ ,  CMP,  & 
OD^ ^  OiVT^ donneront  C^.  C P  w  CD.  CM  ::0D. 
ON:  :  O^.  Oi^c'eft  à  dire,  c^.  'CP  :  :  0J4.  OQ^  Et  partant 
fi  Ton  mené  la  droite  P  ^^  elle  fera  parallèle  d  0  c  j  & 
par  confequent  auffi  i  M  N  fuppofce  parallèle  i  o  c. 
Ainfi  les  parallèles  M  P ^  2>T Q^^  feront  égales  entr'elles. 
Cela  pofë  I  fi  Ton  nomme  les  données  c^^t-^  CB  o\x 
^O  ou  ON^  c'y6L  les  indéterminées  CP^X'yPMo\i 


-^fftjo» 


iVTi^/iOnaiira  Cu4  (/),  CP  (x)::  O^  (r).  (5,^=al5. 

Et  à  caufe  du  triangle  0  ^J^  redèangle  en  ^  le  quarré 
W^OMAIP*  {y)^ON'  (^0— 'ô^(iiff)/Lali- 

gne  M  P  fera  donc  *  une  oidonnée  au  diamètre  ^^ .  &  j^^^ 
par  confequent  le  point  M  appartiendra  à  rEllipfe  qui 
a  pour  diamètres  conjugués  les  droites  Aa^B  b.  Maisâ 
caufe  des  parallèles  IsTM^O  C^nm^h  ligne  Mmctk  du 
vifée  en  deux  également  par  le  centre  c  *;  |pui(que  par  la 
propriété  du.  cercle,  Kn  Peft  au  point  O.  Donc  le  point 
m  appartiendra  ^  auffi  à  la  même  Eliipfe.  ^ 

Si  les  diamètres  conjugués  yia^  Bb^  étoient  les  deux 
âiçes ,  les  parallèles  co ,  PQ^  fe  confond roient  alors  avec 
les  lignes  c^ ,  ^o  ,  qui  n*en  feroient  qu'une  feule  j  ce  qui 
rendroit  la  conftruâion  &  la  démonilration  un  peu  plus 
faciles* 

PROPOSITION    XL 

Problème. 

6^.  .\J  B  u  X  diamètres  conjugués  A  a ^  6  b ,  titune  ESipfe  F  i  g.  317; 
^ant  donnés  \  en  trouver  les  deux  axes  M  m^  S  s  :  £^  démontrtf 
^Ul  ny  en^eut  avoir  ^ue  deux^ 

C.  iij 


*-rfr/.  jg. 
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Ayant  mené  par  Tupe  des  excremirés  A  du  diamètre*! 
A  et ,  une  parallèle  HR  à  fon  conjugue  Bh^ovi  tirera  ^  O  ' 
perpendiculaire  à  D£  &  égale  à  CB.  Ayant  joint  o  c  ^  on . 
mènera  par  fon  point  de  milieu  F.  I^  ligne  F  G  qui  la  cou* 
pe  à  angles  droits,  &  qui  rencontre  au  point  6  la  ligne- 
DE  ^  fur  laquelle  où  >prendra  de  part  &  d'autre  du  point 
G  les  parties  G  A  Cf^  >  égales  chacune  à  G  0  ou  G  c\  Ti- 
rant enfin  les  droites  cl)^  C£:  ^  je  dis  que  les  deux  axes. 
Mm^Ss^  font  ûiués  faf  ces  droites» 

Car  les  deux^axes  pouvant  être  regardés**  comme: 
deux  diamètres  conjugués  ^  qui  font  encr'eux  un  angle 
droit ,  ils  rencontreront  la  ligne  DE  en  des  points  i) ,  E  » 
tels  que  le  cercle  décrit  de  ce  diamètre  paffera  par  tesT 
deux  points  c,  0 ,  puifque  le  reâangle  DA^AE  étane- 
•  Art.  6t.   égal  *  au  quarré  àt  ÀO^  Tangle  DOE  fera  droit ,  auffi- 

bien  que  Tangle  DCE.  Or  il  eft  évident  que  c'eft  précis 
iémentce  que  Ton,  vient  de  faire  par  le  moyen  de  cette, 
cpnftrudion  j  puifqua  les  lignes  GO,  GC  ^  G  E^GD^ 
étant  toutes  égales  encr'elles  ^  font  les  rayons  d'un  même- 
cercle.    Mais  comme  il  ne  peut  y  avoir  fur  la  ligne  DE 
que  deux  points  D,  iB  ^  qui  fatisfailênt  en  même  temps  de 
ces  deux  conditions  jfçavoir,  que  l'angle  D  CE  te  l'an* 
gle  D  0  E  foient  chacun  droit  3  il  s'enfuit  que  les  diamè- 
tres conjugués  Mm,  Ss ,  qui  font  entr'eux  un  angle 
droit  )  feront  les  mêines  que  les  axes  >  .&  qu'il  a'y  en  peut 
avoir  que  deux. 

Maintenant  pour  en  déterminer  la  grandeur ,  il  n'y  a. 
qu*à  tirer  les  droites  OD ,  OE-^  &  par  les  "points  JV^,  JJl ,  où . 
elles  rencontrent  le,  cercle  qui  a  pour  rayon  O^,  mener 
les  parallèles  NM^RS.  Car  il  eft  évident  *  que  les  points . 
*  -M ,  4S ,  où  elles  rencontrent  les  droites  CD^C  E^  appar- 
tiendront  â  l'ElIipfe  qui  a  pour  diamètres  conjugués  les  > 
lignes  Aa^Bbi^  qu'ainfi  ils  feront  les  extrémités  de  Tes  > 
a^xes. 


^ 


*vrfrf.  tf  j. 
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COROLLAIHE. 

^5»  S  I  l'on  propofoic  de  trouver  deux  diamètres  con. 
jugués  Mm^  S s^  qui  fiflTent  cntr'eux  un  angle  M  cS  égal 
à  un  angle  donné  )  deux  autres  diamètres  conjugués  ^m, 
B  b  ^  étant  donnés.    Il  e(l  viHble  que  la  quedion  fe  xedui» 
roit  â  trouver  fur  la  ligne  D  E  donnée  de  pofition  j  deux 
points  D'y  B  y  tels  que  menant  aux  deux  points  0  »  C ,  don- 
nés hors  cette  ligne,  les  droites  DO.,  0£,  CJD^  ca^ 
l'angle  Z) 0  £  fut  df oit  ^  &  Pangle  DCE  égal  à  Tangle 
donné.    Mais  comme  h  folution  de  ce  Problême  eft  aC- 
fez  difficile V,  on  J'a  renvoyée  dans  le  lo^  Livre*,  &  on  a 
foivi  ici  une  autre  ▼oye  ,  qui  eft  plus  fimpic  j  c*eft  de 
•trouver  d'abord  les  «deux  axes  ^  &'de  s'en  fervir  enfuke 
pour  trouver  les  deux  diamètres  conjugués  qu'on  deman- 
<ie  )  comme  Ton  va  enfeigner  dans  la  Propofition  fui» 
«vame.  • 

PROPOSITION     XII. 

Problème. 

^6*  Les  deux  axes  Aa ,  Bb^  dune  ^îlipfe  étant  donnés  j  Trc^ig*  19g 
trouver  deux  diamètres  conjurés  M  m ,  S  s  ,^^/  fajjhit  Htr^ 
tux  i^angie  M  C  S  égal  à  un  angle  donné. 

Je  foppofe  que  les  diamètres  Mm^Ss  ^  foient  en  efièc 
eeox  qu'on  demande ,  &  qu'ils  rencontrent  aux  points 
jD  5  £  ,  la  ligne  droite  indéfinie  D  £  menée  par  l'extre- 
roit^  A  du  petit  axe  ^a  parai  tellement  au  grand  £i^if 
Et  ayant  tiré  du  centre  C  de  l'Ellipfe  ,  la  ligne  c  îF^  qui 
faflfe  avec  D  £  au  point  T  Tangle  CFE  égal  i  l'angle  don- 
ne M  c  S*,  je  nomme  les  données  c\A  ^t  ^CB  ^c  r^  A  F^ 

a} 6c  l'inconnue  v€  £ ^  <  j  ce  qui  donne  ^  V-- 


^  ec 


^^tt'^-'X.sç^ii  caufe^  triangle  reâangle.c^f.  Clc(4 

po/c. 

Les  triangles  fEC  ,<"£!>,  feront  fembla^Ies  j  puifqaè 
i'aoglc  au  poiDC  M  eft  comoHia  «  &  -que  l'angle  cf$  a 


40  L I  v.K  £    Second; 

ccc  fait  égal  à  l'angle  MCS  :  c*cft  pourquoi  FE  (<•—/!)>. 
£C {y/TT^z,)  ::  EC {^77+^.  ED{z^'-^).  D'où' 
en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens ,  Ton  forme  Të- 


n     lA   * 


galitc  5;,^— ^^t-t-^^— —  ««rf^-h^^î  &effaçanc  de  part&. 
d'autre  9iz^^  multipliant  enfuite  par  ^,  &  divîfant  par  a^ 
il  vient  s^K.*^ilsir^^Jxj-^cc=xP\  Etjen  faifant  (pour  fa- 

ciliter  le  calcul)  lizî/s:,!^,  on  changera  r^galité  pré- 
cédente en  celle  ci  xj^^^ihx^ccrs^.o^K^M  z^xjLibz^^.^ 
bb:ts^b  ^—  ^  r  ce  qui  donne  en  extrayant  de  part  &  d'au- 
tre la  racine  quarré  z^^^b  ou  b^^z^^a^"^ bb^^cc  ^  &  par.> 

conféquent  l'inconnue  j4  E\z^)zbx  b  ^"^  b  b^-^c  c.  Voici^ 
maintenant  la  conflrudion  que  cette  dernière  égalité; 
fournie 

Ayant  prolongé  le  petit  axe  ^a  jufqu'ati  point  O,  enr 
forte  que  ^O,  foit  égale  à  la  moitié  CjS  du  .grand  j  foit: 
tirée  c  F ,  qui  fafle  avec  D  E  menée  par  le  point  ^  pa- 
rallelement  à  Bb  ^   Tangle  Cf.£  égal  d  l'angle  donnée 
Ayant  joint  0  JF,  foient  tirées  les  droites  O  H  y  C  G  ^  per- 
pendicylair^s  fur.  OJ?  ^  CjP ,  qui  rencontrent  D  E  aux 
poiots  H.,  G  (pn  n'a,  point  marqué  dans  les  figures  x8^ 
&  19  ,  les  points  jFi^  G  ^  fur  la  ligne  i!)  E  j  parce  que  ces  fi^ 
gures  aqr^ienD  ét;é  trop  grandes ,  ôcque^  d'ailleucs  il  eft 
Éicile  de  les  y  fmaginer  ).  Soir  décrit  du  centfeO,  &  da 
rayon  O  K ,  égal  â  la  njoitié  de  GH  ^  partie  de  ^D  prolon- 
gée, çomprife  entre  G&c  H ^un  arc.de  cercle. qui  coupe 
DE  aux.  points  K  rK.%  &  ayant  pris  fur  DE  les  parties  K  Dy 
KEy  égales  chacune  à  lào.^  foiept  tirées  par  le  icentre  c- 
de  l'Ellipfe:^  les  droites  DC^  E,c.  Je  dis  que  les  diamètres^ 
cherchés  Mm^  5  j  ,  font  #tués  fur  ces  lignes. 

'  Cisip  â  caufe  des  angles  droits  F^  c,  F  CGyU  FA  O , 

MQiM,  ori-aura  ^<?  =  'i,  AHz^ti^  &  partant, G AF 
mf^JUllt^  ib.  Le  rayon  o  K  q«i  eft  égal  à  la  moitié  de 


£r'G\^  fera;.donc  égal  â  b  }  &;  à  caufe  du  triangle 
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gle  O^yf  TC  ;  on  aura  ^ K^sfI^UZjÛ ^  &  ^E  ou  KE^A  K 

cela  pofé^  fî  Ton  multiplie  la  valeur  àt  A  E  par  celle  de 

AD^îXv'xQntAi^^ADtsxCCs^CB  î  &  partant  *  les  dia-  *Art.6t. 
mètres  Mm ,  5  / ,  font  conjugués.  Mali  le  redangle  de  ^  £ 

4-^D  ou  VEixh)  par  ^f — ^f  ou  EF  (  h^l^hb c^a) 

tSt^ssilbZjÇ.  ib  rhb — c< — 2  a  bzssi  h  b'^ihrht — cc-^tt^^cc 

eniDecrant  pour  z ^^ fa  valeur  ^r-^//^  Ôcâcaufedu  triangle 

reéèangie  CAE  le  quarrc  CE  z^^AE  -fr-C^  ss^ibb^ 

xb  y  bb^^^c-^t^^Cass^D E  n-EF  :x:e  qurdonoe  FE.  EC:i 
EC.  ED^  Et  partant  les  triangles  F  E  C^CE  D  ,.  feront 
fêmblables  j  puifqu'ils  ont  Tangle  au  point  £  commun ,  ôc 

2^e  leurs  côtés  autour  de~ cet  angle  (ont  proportionnels. 
/angle  M  C5  ieradonccgal  à  Tanglè  donné  CFE.  Çeft. 
ce  qui  reftoit  a  démontrer. 

Maintenant  pou/a  voir  la  grandeur  C  M  ^CS^  dés  deux 
demi. diamètres  cherchés  ^  il  n'y  a  qu'à  tirer  les  lig/ies 
OD3  OE^bi  mener  par  les  points  N'^R^oh,  elles  rencontrent 
lô  cercle  qui  a  pour  rjtyon  o^,  les  parallèles  N M\  RSy. 
à  OC.  Car  il  eft  vifîble*  que  les  points  Af  ,5,  où  elles ren-  ^^rt.  61 
contrent  les  droites  CD^  C$  ^  feront^  l'Ellipfe,  &  déterL 
mineront  pat  confequent  les  extrémités  de  ces  diamètres. 

CaR  OL  LA  I  RE      h^ 

6j.  1  L-^  fuit  de  cette  conftrudion,  j^.  Qu'afin  que  le 
Problème  foit  poffible,  il  faut  que  OK\^S:ill\  furpafle  ou 

foit  ég?ile  zAO{c)  5  car  autrement  le  cerde  décrit  dur 
rayon  o  /C,  ne rencontrèroit  la  ligne  Z>£  en  aucun  point,  . 
ce  qui  eft  néanmoins  neceflàire  pour  la-conftruâion: 

a®.  Que  lorfque  O  A'  furpaffe  OA ,  on  trouve  toujours 
par  le  moyen  àts deux  points  K^  K ^  deux  diâèrens  dia- 
mètres conjugpcs  Mfn  y  S  s  ,  qui  fatisfonr  également? 
mais  qu'alors  le  diamètre  S  s  de  la  figure  29  eft'  égal  au: 
diamètre  Mm  de  la  figure  18.  &  lemblaWemcnt  pofé. 
de.  Tiiucre  côté  de  Taxe  A  a  3  parce  que  AE  de  la  figure.. 

E. 


4^  Liviiis  SccoNO. 

^9.  eft  égal  à  ^  2>  de  la  figure  28.  £c  de  même  que  le  dia« 
mètre  u^ m  de  la  figure  29.  efl:  égal  au  diamètre  «Si  de 
la  figure  18.  &  ièmblablement  pofé  de  l'autre  côté  de 
^  i*aze  ^a ;  parce  que  AU  de  la  figure  29.  efl  égal  ï  AB 
de  la  figure  28.  C'eft  à  dire  que  les  deux  difiëreiis  diame^ 
très  conjugués  Mm^  Ss^  qui  iàdsfoDt  également  au  Pro. 
blême  ,  font  ièmblablement  pofés  de  part  &  d'autre  de 
Taxe  Aa^Sc  que  dans  ces  deux  difierentes  pofitions  leurs 
grandeurs  demeurent  la  même. 

3^.  Que  lorfque  O  iCssaOA,\cs  deux  points  d'incer- 
fso.  i^.    fëâion  Ky  iC,  fe  réunifient  au  point  touchant  ^  5  &  qu'aiiu 

fi  il  n^y  a  alors  qirâ  prendre  les  parties  AE^AD^  égales 
chacune  â  la  moitié  CB  à\x  grand  axe  :  d'où  Ton  voie 
qu'il  ne  peut  y  avoir  alors  qu'une  folution  ^  &  que  les 
deux  diamètres  conjugués  Mm^Ss^  qui  fatisfont  ,  font 
égaux  en tr'eux.  s 

m 

CO  IL01LAlll£      IL       . 

f  16.  iS.  25U       68.  1 L  efl  clair  auffi  que  plus  AF  (  ^  j  efl  grande  »  plus 
A  y»*    .     Tangle  obtus  donné  CFE  l'eft  aufli ,  &  plus  au  contraire  la 

ligne  o  K  1^  IfUi^  )  diminua  :  de  forte  que^JF  étant  la 

plus  grande  qu'il  eft  poflible  ,  l'angle  obtus  CFE^  fera 
aufS  le  plus  grand  ^  &  au  contraire  Ta  ligne  O  K  ^  fera  la 
moindre  «  c'eft  â  dire  égale  â  AO.  Or  fi  Ton  mené  alors 

Fie.  jo.     les  droites  JSa^ab^X^s  triangles  reâangles  aCB ^  CAD. 

aÇb  %CA  E\  feront  tous  égaux  entr  pux  5  puifque  les  li« 
gnes  A  E  y  AD^  font  égales  chacune  â  la  moitié  C  S  ovt 
Ch  de  l'axe  ^  ^ ,  &  que  CA  efl  ég^l  â  Ca.  L'angle  ACM^ 
fera  donc  égal  d  l'angle  CaB  ^&l  l'angle  ACS  à  l'angle 
Ca6:^6c  partant  l'angle  donné  MCS  ou  CfE,  fera  auffi 
égal  â  l'angle  J3at.    D'où  l'on  voie  voit: 

fie  ft8a9>      i^.  Que  fi  Ton  mené  de  l'une  des  extrémités  a  du  pe^ 

8c  i^.        cit  axe  ^ ^  aux  extrémités 3^i^du  grand ,  les  lignes  a B^ 

ab  ^  l'angle  obtus  donné  CF E^  doit  être  égal  ou  moin- 

*  An^6j.    dre  que  l'angle  Ba  b ,  afin  que  *  le  Problême  foit  poffible. 

x^.  Que  lorfqu  il  lui  efl  égal ,  comme  dans  la  figure  3a 


TfE     L*  E  L  £  I  rS  F.  ^f: 

H  o-'y  a  que  deux  diamètres  conjugués  M  m ,  Ss,  qui  fatis* 
fâflênt ,  lefquels  font  égaux  entr*eux. 

}?.  Que  lorfqu'il  eft  moindre ,  comme  daoi  les  fîg.  18  & 
v^.  il  y  a  toujours  deux  differens  diamètres  conjugues  qur 
liuisfont  également  ^  qu'ils  font  femblablement  pofes  de 
|àrt.  &  d*autre.  du  petit  axe ,  cet  angle  demeurant  le  mê* 
me  entr*eux,  &  que  leur  grandeur  demeure  auffî  la^mêma 
dans  ces  deux  difFeredtes  pofîtîons.  ^ 

PROPOSITI  OH  XIIL 

PmBléme.- 

^9*  \y  BOX  diamètres  conjugués  A  a ,  B  b  ^.Jtune  ESipfe 
étant  donnés  i  la  décrire  par  un  nwuvement  continu. 

Première    M  a  n  i  e'  h  e. 

On  cherchera '^ les  deux  axes ,  &  on  la  décriraenfuite  "^'Att.  6^ 
fiîlon  l'article  36. 

Seconde   Manpe'ke.. 

Ayant  mené  par  Tune  des  extrémités  A  de  Tun  des  Fie*  )i«&^ 
diamètres  donnés  ^j^, une  perpendiculaire >^>/  fur  Tau»  )^ 
tre  J9^  ^on  prendra  fur  cette  ligne  la  partie  AQ^t  parc 
ou  d'autre  du  point  A  égale  à  CB.  Et  ayant  tiréla  ligne' 
CQ^on  fera  gtiflcr  la  ligne  G  F  égale  à  /f^par  fes  ex-^ 
frémîtes  le  long  des- lignes  BbyCQJ^  prolongées  de  part 
&  d*autre  du  centre  C  autant  qu'il  fera-  neceilaire }  juf- 
qo*â  ce  qu'après  avoir  parcouru  fuccei&vement  les  qua«^ 
cre  angles  faits  par  ces  deux^  lignes ,  elle  revienne  dans  la^ 
même  (îtuation  d'où  elle  étok  partie.    Je  dis  que  fi  l'on' 
prend  G  M  égale  i  A^^  le  point  M-  décrira  dans  ce  mou. 
cernent  l'Ellipfe  requile. 

Cm  menant  G P  parallèle  a  ^^ \  qui  rencontre  en  P  le- 
diamètre  Aa^ta  en  o  Icf  diamètre  fi  b  }-les  triangles  fem- 
blables  CMQj,  COG^  &  CA^  CPG ,  donneront  GQ.  GGn- 
jiQjy^  G  M.  GB  ::HQ^ou  GF.  GO.  Et  par  confequent  la^  "^ 

ti^e  PM  fera  parallèle au^iametre  fi  b.  Cela  pofç« . 

Eij^ 


44  LiviiE   Second. 

Si  Ton  nommé  les  données  C^,  ^j  ^^puCB  on 
C^3  r  j  &  les  inconnues  CP ,x  -^  P M^y  j  on  aura  C\A 

{t)CP,{x)  ^y.  ^  Q^{c)   GP=i^.    Et  le  triangle  redan- 


t 

t 


gle  CP  M  donnera  l' M  m^GM  — G  P  ,  c*eft  â  dire  eft 
termes  analytiques /^y sa  rr-i—î^fiLï.    La  ligne  P  M  fera 

^  Art^jLX.  ^onc  *  une  ordonnée  au  diamètre  An  dans  I?£Ilipfe  qui 
&  35.  a  pour  diamètres  coniugués  les  lignes  Aa^  Bb.  Donc  &c. 
F.4  0,  «r         ^^  '^^  à^\y^  diamètres  conjugirc6  Aa^^Bb y  étoient  les 

deux  axes,  il  eft  clair  que  les  lignes  A Q^^  ^-^>  tombe* 
roient  fur  le  diamètre  ^a  quiieroit  Tun  des  axes,&  que 
le  point  H  tomberoit  fur  le  centre  C.  D'où  Ton  voit  qu'il 
faudroit  prendre  alors  G  F  égale  â  C^  fomme  ou  diffe* 
rence  des  deux  demi  axes  CA^CB-^Oc  la  faire  glifler  par 
fes  extrémités  le  long  des  axes  A  a  ^Bh  ^  prolonges  s'il  eft 
;neceflaire. 

Comme  les  lignes  Aa  ^  Bl  ^  s'entrecoupent  â  angles 
.droits  au  point  C  ^  il  eft  clair  qu'en  quelque  Hruation 
xjue  fé  trouve  la  droite  G  F  pendant  qu'elle  glifle  le  long 
de  ces  lignes,  le  .cercle  qui  aaroit  cette  ligne  pour  diamè- 
tre» paueroit  toujours  par  le  point  jC  ;  ôc  qu'aind  la  ligne 
CD  qui  paflè  par  le  painc  D  milieu  de  /"G,  fera  toû* 
jours  égale. à  D F^ puiique  les  lignes  CD9  DF^  DG yfe^ 
ront  toujours  des  raïons  de  ce  cercle.  DeJà  nait  la  dieC 
jcription  fuivante. 

Soient  deux  lignes  droites  CD,  DF^  égales  chacune  â 
la  moitié  de  C^  fomme  ou  différence  des  deux  demi- 
axes  CB  i  CA  ^  attachées  Tune  â  l'autre  par  leur  extre* 
mité  commune  D,en  forte  qu'elles  fe  puiHènt  mouvoir 
autour  de  ce  point ,  comme  les  jambes  d'un  compas  au^ 
tour  de  fa  tête.'  Soit  attachée  Textremité  C  de  la  droite 
£  D  dans  le  centre  de  l'EUipfe }  &  foit  entendue  Textre- 
inité  F  de  l'autre  droite  -F  Z) ,  fe  mouvoir  le  long  de  Taxe 
^^,en  entraînant  avec  elle  la  ligne  DC  mobile  autour 
du  point  fixe  C  II  efl  clair  que  fi  l'on  prend  fur  i^  D  (  pro- 
Jongée^  s'il  eft  neceiTaire  J  la  partie  -FJlf  égale  àc^^le 
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De  i'Ellipsi/  4; 

peine  M  décrira  d^^ns  '  ce  mouvement  TEIlip/e   qu'on 
cherche. 

PROPOSITION     XIV. 

Problême. 

yo^  IJ  EUX  diamètres  conjugués  A  a  ^  B  b ,  dune  Ellipfe 
étant  donnés  >  la  décrire  far  pluficurs  points. 

Première   Manie^re. 

Ayant  mené  par  Tune  des  excremirés  A  de  Tun  des  dia-  F  i  c.  54« 
mètres  donnés  A  a ,  une  parallèle  indéfinie  DADi  Ton 
conjugué  £if^  on  tirera  ^o  perpendiculaire  à  ^D^6l  éga^ 
le  à  la  moitié  Cli  du  diamètre  ^^  3  on  joindra  0  C  $  &  oh 
ilécrira  un  cercle  du  centre  O ,  &  du  rayon  OA.  Cela  fart 
on  mènera  librement  de  part  &  d'autre  de  C^,  autant 
de  lignes  C  D  ^C  D,  ôcc.  qu'on  voudra  ^  &  ayant  tiré  dés 
points  D  y  D  j  &c.  où*eIles  rencontrent  la  ligne  DAD ,  ati 
centre  O ,  les  lignes  DO ,  DO  >  &c  qui  coupent  la  circonfe- 
rence  du  cercle  aux  points  N^  N^  &c.  on  mènera  des  droi- 
tes U'Mj  NMy  &c  parallèles  à  OC,  lefquelles  rencontrent 
aux  points  M,  M^  &c.  les  droites  correfpondantes  CD,  CD^ 
^c.  fur  lefquelles  on  marquera  de  l'autre  côté  du  cen* 
Cre  C  des  points  m  ^m^  &c.  qui  en  foient  également  éloi- 
gnés. Il  eft  évident^  que  la  ti^ne  courbe  qui  pafTera  par  ^  Art.  <)• 
tous  les  points  M^M^&cc-^mym^  &c.  ainfi  trouvés  ^aura 
{)our  diamètres  conjugués  les  droites  Aa^Bb. 

S  E  c  o  K  iD  E      M  A  N  I  «'  R  £. 

Ayant  pris  fur  Tun  des  demi  xliametres  C£,de  peti-  Fie.  %^. 
Tes  parties.€£,  ££,  &c.  égales  entr'elles,  de  telle  gran. 
deur  qu^on  voudra  ,  &  autant  que  ce  demi*  diamètre  en 
pourra  contenir  i  on  lui  mènera  les  perpendiculaires  ÉD^ 
£Z),&c,  qui  rencontrent  la  circonférence  circulaire  dé- 
crite du  centre  C  &  du  raïon  C  B  ^  aux  points  D^  D,  &c. 
Ayant  joint  «/tf  ^ ,  on  tirera  par  c^lcfi  ècs  points  E^  qui  ^ 

te  plus  proche  du  centrée,  la  ligne  EP  parallèle â^^J?, 

j^  ••• 


4^  tlTHE     SzCO'Miy. 

qui  rencontre  CA  au  point  P.  On  prendra  fur  lé  diamc» 
mecre  ^a  de  part  &  d'autre  du  centre,  c,'  autant  de  part- 
tics  PP  »  PP ,  &c.  égales  i  CP,  qu'il  en  pourra  contenir  j. 
&  on  mènera  par  tous  les  points  P,  P,&c.  des  parallè- 
les ^  P  ^ ,  -Ai  P  Ai ,  Sec.  au  diamètre  B.b ,  fur  chacune, 
defquelles  on  prendra  de  parc  &  d'autre  du  point  P ,  des- 
parties  P  M  ^P  M^  égales  chacune  à  fa  correfpondante; 
£  D.  Je  dis  que  la  ligne  courbe  qui  paflè  par  tous  ces- 
points  M ,  fera  l'Elliple  qu'on  demande. 

Car  nommant  les  données  C  ^^tiC  Bon  CDyCi,lc 
les  indéterminées  CP ^x.,  PM^y%  on  aura  â  caufe  des 
triangles  femblablesC.^.S,C/'£,cetteproportion  CA 
(O-C^Cf)::  CP  fx).  CE-zz'-^.    Et  à  caufe  du  triangle 

CED  reâangle  en  £,  le  quarré  BD  ou  PM  {yy)ssi- 
"'^rt.  4J.  C  D  {cc)^~^CB*\*-^-^).    La  ligne  PAT  fera  donc*  une 

ordonnée  au  diamètre  A  m.  Ercomme  cette  démonftra- 
tion  convient  i  toutes  les  lignes  P  M  y  puifque  chaque 
CP  eft  toujours  i  fà  correfpondante  C£,  en  raifon  de 
CA  â  es  i  il  ^'enfuit  que  la  Courbe  qui  pafle  par  tous  les-, 
points  A^  trouvés  comme  cy-deffus,  fera  l'EUipfe  qu'oov 
demande. 


&i$. 
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LIVRE     T  R  O  I  S  I  E'  ME. 

De  l'Hyperbole. 

D-e'f  I  M  I  T  I  o  N  s.. 

■ 

AYa  n  t  attacàc  fur  un  plan  en  un  point  /  Tune  des  ¥i^.  |#^ 
extrémités  d'une  longue  regle/Af  o ,  en  force  qu'elle 
puifle  tourner  librement  autour  de  ce  point  fixe/,  corn- 
:ine  centre  \  on  attachera  a  Ton  autre  extrémité  O ,  le  bouc 
d*un  fil  OMF ^àont  la  longueur  doit  être  moindre  que 
celle  de  la  règle  »  &  duquel  Tautre  bouc  fera  attaché  en 
«in  autre  point  F ^  pris  aufli  fur  ce  plan.  Maintenant,  fi 
J'on  fait  tourner  la  règle /Ai  O  autour  du  point  fixe/,  8c 
'<)u'en  même  temps  Ton  fe  ferve  d'un  ftile  M  pour  tenir  le  fîi 
O  MF^  toujours  également  tendu,  &  fâ  partie  MO  toute 
jointe  &  comme  collée  contre  le  bord  de  la  règle  :  la  ligne 
courbe  ^JT  décrite  dans  ce  mou vement  ^  eft  une  portion 

Si  Ton  renverië  la  règle  de  l'autre  coté  du  point  F,  on 
décrira  de  la  même  forte  Tautre  portion  ^^  de  la  mê- 
me Hyperbole, 

Mais ,  f]  fans  changer  la  longueur  de  là  règle ,  ni  celle 
^u  fil  ^  on  attache  l'extrémité  de  la  règle  en  f*,  &  celle  du 
£1  en/,  on  décrira  efn  la  même  forte  une  autre  ligné  Coufi- 
be  x^it^^oppofée  â  la  première  JT^A  Z ,  qui  eft  encore  ap« 
pellée  Hyfetbêle^  &  les  deux  enfemble  font  nommées  Hy* 

Les  deux  points  fixes  i^,/,  font  nommés  les  Foyers^ 

La  ligne  «xT  ^ ,  qui  paiie  par  les  deux  foyers  F^f^-U  qui 
eft  terminée  de  part  &  d'autre  par  les  Hyperboles  oppo^* 
{ées ,  efl  appellée  le  premier  Axt^  • 

4- 
Le  point  c ,  qui  divife  par  le  milieu  |e  premier  axe  A  a^ 

eft  sommé'  le  Ctntre. 


4$  LiTHE   Ti^oisie'mb. 

Si  l'on  mené  par  le  centre. C  une  perpendiculaire  in«^. 
définie  £ ^ au  premier  axe ^a^Sc  que  du  point  ^ >  com- 
me centre  j  &  de  Tintervalle,  CF,on  décrive  un  arc  de 
cercle  oui  la  coupe  aux  points  £  ^6:\a  partie  jS^  de  cette, 
perpendiculaire  y  eft  appellée  le  fécond  ^xe. 

Les  deux  axes  <^.^^^^  ^  font;  appelles  eofembie  Cm- 
jugués  5  de  forte  que  le  premier  axe  ^ayCd  dit  Conjugué 
au  fécond  J?  ^  ^  &  réciproquement  le  fécond  J?  i  >  Conju^ .. 
gué  au  premier  Aa.     ' 

Les  lignes  MP  f  M  K  ^  menées  des  points  Ji,. des  Hy-. . 
perboles  oppofées  parallèlement  à  l'un  des  axes  conju- 
gués ,  &  terminées  par  Tautre ,  font  appellées  Ordonnées  â 
cet  autre  axe.  Ainfi  MpQikjOrdonnée  au  premier  axe  A  a^ . 
&  iM/c  au  fécond  Bb. 

La  troifîéme  proportionnelle  aux  deux  axes  ^  eft,  ap-- 
pellée  Paramètre  de  celui  qui  eft  le  premier  terme  de  la, 
proportion.    Ainfi  fi  l'on  fait  Comme  le  premier  axe  A  a^ 
eft  au  fécond  axe  ^^ , de  même  le  fécond  axe  Bh  ^i  une. 
troifiéme  proportionnelle  /  5  cette  ligne/  fera  le  Paramer 
tredupremiej  ^xe  .4«^  j.!  .  . 

7*      -     » .  ». 

Toutes  les  lignes  qui  paifent  paf  le  cemre  C^ipnt  ap- 
pellées D/^^m^/r^j  :  ceux  qui  rencontrent  les  Hyperboles 
qj^ipoiéfis ^  premiers  Diamètre^  ,  &  cçux  qui  ne  les  rencon-* 
crent  point  ^  quoique  prolongées  â  TiofinK^  féconds  Dîa^ 
mètres. 

•  « 

Une  ligne   droite  qui  ne  rencontre  une  Hyperbole 

3u'en^VQ  ^^1  point  ,  &  qui  étant  continuée  de  part* & 
'Autre ,  q'entre  point  dedans  ^  mais  combci  2fi  dehors  y^ 
eft  z^^tWie.  Tangente  en  ce  point.. 


REMA&Q^Ei . 


R.  E  M  A  R.  QJU  E. 

.-  7'*  O  N  a  dit  daos  la  première  définition  que  la  Ion-  Pi  a,  w 
gueur  du  fil  IMO  dok  être  moindre  oa  plus  grande  que 
celle  de  la  regle/MO.  -,  dont'  !a  raifoa  eft  que  s'il  ctoic 
^al  â  cette  règle  ^  le  ftile  M  décnrojt  dans  ce  ifiouve- 
snenc,  une  ligpe  dont  tous  les  points  M  feroient  égale- 
ment diftants;des  deux  points  jF^/j  puifque  retranchant 
du  fil  &  de  la  règle ,  la  partie  commune  jWO  ,  les  reftes 
MF^A*ft  feroient  toujours  égaux  entr'eux.  D'où  il  eft 
vifible  que  cette  ligne  ne  fêroit  autre  qu'une  ligne  droi- 
te, indéfinie  £  h ,  menée  perpendiculairement  à  la  droite 
ff  par  Ton  point  de  milieu  C 

•  Co  RO  t  L  Ar  R  E    l. 

T^'  Il  fuit  de  la  définition  première,  que  fi  Ton  me.  F  i  a..  j<*. 
oe  d'un  point  quelconque  M ,  de  l'une  des  Hyperboles 
oppofées ,  aux  deux  foyers,  i^,/,  les  droites  MF ^  Mf^ 
leur  difièrence.iêra. toujours  la  même.  Car  elle  fera  tbd- 
jours  égale  i  la.  différence  qui  fe  trouve  entre  la  Jongqeur 
de  la.  règle  &  celle  du  fiL 
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Corollaire    \Y: 


RS  QnuE  le  point  Af  tombe  en  v^,  il  eft  vifible 
que  MF  devient  ^^f,  &  que  -M/ devient -^/i  &  de 
siênae  lorfque  le  point  M.  tombe  en  ^  ,  en  décrivant 
l'Hyperbole  oppofce  xas^/il  eft  encore  vifible  que  MF 
devient  <«  F,  &  que  Mf  devient  af.  Donc  puifque  la  dif- 
ference  de  ces  deux  droites  eft  pat  tout  la  même ,  on  aura 
-*/"—  ^^  ou  Ff^x  AF^a  P— ^/ou  Tf^x  af-  &  par- 
tant A  FwmAf.    D'où  il  fuit  :  ^ 

I*.  Que  la  diftance  F/des  foyers ,  eft  divifée  en  deux 
YaLttie%  égales  par  le  centre  Cj  puifque  CA<-^AF  ou 

»°.  Que  la  difièrence  des  deux-  droites  Af  i?^  Mf\eÇi 
toujours  égale  au  premier  axe  ^a  j  puifque  dans  l'Hy*. 
petbole  JiCA  Z ,  oa  a  toujours  Mf^M  F^^éfi^A  F  oa 


1 


,  «0  L  IV  R>^  T  RD  I  S  I  E'ME. 

j4f,^afs  &  que  dans  (on  oppofée  x<<)^ ,  on  a  auffi  coâ- 
jours  Af  I^-Mfmma  F~^f  ou  <<  i^— ^  i'. 

C  O  a  O  L  LA  I JL  £      II  L 

74*  Il  fuit  et  la  dcfîoitioD  cinquième. 
1^.  Que  le  fécond  axe  Bh  ^ék  divifé  en  deux  parties 
V  égales  par  le  centre  C\  caries  triangles  redangles  AC B^ 
^Cb^  feront  égaux  ^  puifqu'ilsont  àz%  bypothenu/ès  éga^ 
:  les  ^  ^  ,-^  ^ ,  &  le  côte  ^C  commun. 

2^.  Que  fi  Ton  prend  fur  le  fécond  axé  J?^ /la  partie 
CE  égale  â  la  moitié  C^  du  premier,  &  qu'on  tire  Thy- 
pothenufe  AE\\t  fécond  axe  B  b  fera  plus  grand ,  égal^ 
ou  moindre  que  le  premier  A  a  ^  félon  que  7a  droiteC-F^ 
.,eft  plus  grande  ,  égale,  ou  moindre  que  Thypollienufe 
y^£  5  parce  que  1  hypothenufe  Ab^  prife  égale  à  C/",  ie 
trouvera  auffi  pour  lor&plus  grande  »  égale  ^  ou  moindre 
que  rby pothenufe  A  E. 

3«.  Que  fi  Ton  prend  fur  le  premier  axe  A  a  départ  ft 
xl'autre  du  centre  C^  les  parties  C  F,  C/,  égales 'chacune  î 
Thypathenufe  ^-B  du  triangle  rcdangle  CA  B  ,  forme 


Î)ar  les  deux  demi,  axes  C  ^  ^  C  S:  les  points  E^f^  feront 
es  deux  foyers. 

Co<^  o  L  L  A  I. il  £      I  V. 

75«  Lr  £^  mêmes  chofes  étant  pofées  »  fi  Ton  nomme 
^<:F  OM  A Bjfn  }  CA , ou  C^,  /  i  le  triangle  retSlangle 

A<:b  ,  donnera  BC  samm^^tt.  Or  A Ftamm^^t^Sc 
Fa^^m-^t  'y  6c  pMUnt  A  F-^  F asmmm.^tt.  D  où  il 
eft  évident  que  le  quatre  de  la  moitié  C  £  du  fécond  axe 
BbyQÎk  égal  au  reâangle  de  •^J^  par  Fa  parties  du  prc- 
tnier  aïe  ^^^prifes. entre  Tun  ÛQs^oytrs  F^  &  fesaeuK 
extrémités  ^A  ^a. 

C4>IL  o  LX  A  IHB      V. 

7^*  Il  fera  maintenant  facile  de  décrire  les 'Hypers 
i>oles  oppofêes  dont  les  deux  axes  Aa^Sb^  font  donnés, 
£l  donc  L'on  {çaic  que  Taxe  A 4$  doitêtre le  premier.  Car 


N 


JTi   VH  y  y  E  ïi>  B  o  t  E/  51'' 

tftne  trouve  *  fur  le  premier  axe  ^a^lçs  foyers  F,f^  ^jirt.j^v 
oo  attachera  dans  le  poim  F ,  le  bout  d'un  fil  FMO  ^  du- 
quel  Tautre  bout  0 ,  fera  lié  i  l'extrémité  d'une  longue 
rgglp  o  Mf^  Qiobile  fur  fon  autre  extrémité /autour  du 
fo^w/,  6c  dont  la -longueur  0:Ai/doit  *  être  moindre  ou  ^^rt.  ju^ 
plus  grande  queJa  longueur  du  fil  OMFy  de  la  ligne  ^a. 
Ayant  enfuite  décrit  parleinoyeh  de  cette  règle  &  de  ce 
fil ,  deux  Hyperboles  oppofées  JT-r^^V-^'^^^ comme  Ion 
aenfeignéclans  la  dëfinitionpremierejlefl évident qu'eU 
les  auront  pour  premier  axe  Jaligntvf^  ^&pour  fécond, 
la  ligne  J?^.   Et  c'eft  ce  qu'on  <demandoit. 

Plus  lajregle  OMf^  fera  longue,  &  plus  les  portions  - 
des  Hyperboles  oppofées ,  qu*on  décrira  par  le  moyen  de 
cette  règle ,  feront  graqdes  j  de  forte  qu*on  les  peut  aug^, 
onenter  autant  eue  Ton  voudra,  en  augmentant  également  ^ 
lilonguenr  de  la^  règle  &>celle  du  fil* 

PilOP  OSITIO  N    L 

H^eorêmc 

7T'  ^^^  ^^*  ^^^  torionnèt  M  P  au  premier  àxeA-à ,  ^' 
^âîi  prenne  fnr  cet  axe  prolongé  ^  partie  A  D  égale  à  M  F; 
dm  cbté  du  foyer  F  lorfque  le  point  ^  M  tombe  fur  t  Hyperbole 
XA2L>  &  du  cbté  dit  foyer  (  lerfquil  tamte  fi»  fin  epppfée 
It^/Ls  je  die  qtU^  C  A:  C  F:'*:  C  P.  CD: 

Ayant  nommé  comme  auparavant  les  données  C>^ 
oa  Ca^  t  y  C.F  ou  cfy  m 'y  &  de  plus  les  indéterminées 
CP \x^P  J^yy  y  &  l'inconnue  CD,  ^^on  aura  dans  le 
I^Bimer  cas,  SiD  ou  MFmm^m^^^aD  ou  Mfzmms{^t^ 
jF  JPwmx^m^m  ou  m^^^  (félon  que  le  point  P  tombe  au 
4eflbu$ou  au  deflus  du  foyer  J),  P/a»x— {^m  :  &  dans 
le vfecand  cas ,  ^  D  ou  MFmmJ^^  /,  aDou  Mftsmsç^^m^ 
FP m^x^Wy  PfsmXm^Tn  ou  m— ^x  félon  que  Je  .point' 
P  tombe  au  dedus  ou  defTousdu  foyer/  * 

Cela  pofe ,  le  triangle  reâangle  ^Pf*  donnera  ^^L^HhW  <.  . 
U^//^B^/^^A:^2»ax4r9^^^  ^r^^yo^^^  le  premier  ^^ 


51  Ll  V  R  E    T  II  O  I  s  I  l'M  E. 

cas ,  -+-  dans  le  fëcond  i  &  Taucre  triangle  redanglc  M*Pf 
donnera  2x'^xtz.'^tt^mi^yy^xx^xmx'-\-'7ifLm  j  fçavoir^ 
-f—  dans  le  prenoier  ,*&  —  dans  le  fécond. 

Maintenant,  (i  Ton  retranclie  par  ordre  dans  le  JK^ 
mier  cas ,  chaque  nF^embre  de  la  première  ^quationde 
ceux  deia  féconde  ;  &  au  contraire  dans  le  (econd  cas, 
chaque  membre  de  i a  féconde  de  ceux  de  la  première, 

il  vient  4^i?^«=i4;«  ATS  d'oii  Ton  tire  CD  (aj—»—.  Donc 
€A  (t).X:F(m): :.C ^  (x)  CD{zJ.    Ce qfCUfaUoit^ é-C 

C  O  K  O  L  L  A  I  R  £. 

7^'  1  L  eft  évident  que  fi  Ton  nomme  les  données 
CjioMCa^t'^CIoM  C/, »î5&  Tindéterminée  CjP  yXj  , 

on  aura  toujours  Af2='———/,  &  Mf^'^-^r*^  lort 

que  le  point  M  tombe  fur  THyperbole  JC^Z ^  qui  a 
pour  foyer  le  point  i^.:.&  qu'au  contraire  ^n  aura  M^ 

,«Bi  — -f-/^,  &  Mfzs^—^t^  lorfque  le  point  M  tombe 
fiir  fon  oppofée  x^^^^^ui  a  pour 'foyer  le  point/! 

J»JlOP  OSITI  ON    IX 

Thcoîcmc 

79*  Lli  qudrré  £une  ordonnée  quelconque  VM^aufr»^ 
mier  axe  kz^efi  au  refiangle  de.AP  par  Pz ^parties  de  cet 
axe  prolongé ,  comme  le  qùarri  de  fon  conjugué  B  b  ,  eji^am 
quarré  du  premier  axe  A  a. 

//  faut  prouver  que  P  M  .  A  P<c  P  a  :  :  B  b  .  A  a  • 
Les  mcmes  cfaofes  étant  pofées  que  dans  la  Propofî» 
non  précédente ,  fi  Ton  mec  dans  Péquation  i^\Zj^%tx^ 

^  Art.  77.   •+"  ^ ^  ^=^yy  H*  ^  -^^ •+  *  ^  X-+-W  m  que  Ton  a  trouvée  *  par 

le  moyen  du  triangle  redangle  MPF^  â  la  place  de 

^,  fa  valeur.2^,  on  formera  toujours  celle-cy  ttyy^ 
proporçion ^  donne  i' jW   {y^)*  AP^Pa  ixx*^4s^:;t 


>D  K    L*  Fi  Y  P  I  H  1 0  L  B.  fi 

^5c' *  ( «I w — r ^ ).  cT5*  (tt)  ti  bV.  lAa,  Ce qt^UfaSoit  »  jirt.  jf, 

Co  R.OI- L  A  I  R.B     I.  .  .     ^ 

8b.  S  *  l'on  nnœne  une  ordonnée  MK  au  fécond  axe 
Sb ,  lequel  j'appelle  zf  j  il  efl:  clair  que  MK=CP  {x). 

te  que  CiÇ—Z^Af -Cr)-  ^'  Z'^*  (>'>'  )•  r^-P  *  ^^  (  ^-^-r-f  ^)  •  « 
"sV  UC'C).  'Âa  (4/^).  Èc  parcantV  '^ ^xm»^  c 1 1-^^  ttyy-s 
ce  qui  donné  cette  proportionne  MK  { xx).  CK-^OU 

Ceft  à  dire.que  ie^uarré  d'une  ordonnée  quelcon- 

que  MKzrx  fecond-axe  S b \  t^ ^vl  cj^^ré  à^  Ca:,  joint 

au  quarré -de  C  S .  moitié  du  fecpndaxe  É'b^  comme  le 

•quarré  de  Ton  conjugué  A  a ,  eft  au  tjuàrré  de  ce  fécond 

•axe  Sb, 

C01LOL1.A  IR.B   II.  Fondamental 

81*  Si  l'oh  ttoœtrie  le  premiet  pu  fécond 'à'Jfe  ^a^  Fig.)8.& 
xt }  fon  conjugué  Bby  \c  yidn  paramètre,  f  j  thacune        '  jp, 
de  fes  ordonnées  P  M  ^y  \  &' chacune  de  fes  parties  x:f^ 

Drifes  encre  le  -centre  &  les  rencontres  des  ordonnées , 

»  ■>       .  — »_ — *  . 

X }  on  aura  toujours  ♦  PM  iyy).  ÇP_  -+  Ç^  (  xx  -^J/)  :  :  »  An.  70* 

finition  du  .paramètre  i/i'^  <  i/).,^  ^  1(2^)  s:  .:5^  O^K 
i>«B  —  •  où  l'on  doit  obferver  que  c'eft  le  figne  -—  larf- 

^ue  l'axe  ^^  eft  le  premier  ,  &qu'ainfi  on^peut  fubftiw 

tuer  alors  â  la  place  de  Cl?  — c^  ,  le  rèdangle ^V  ^  Pd 
qui  lui  eft  ëgal'^  &  au  contraire  que  'c"bft  le  .iîgfie  -!«•  .:       c  ^1 
jorfque  Taxe  ^a  eft  le  fécond..  D'où  eq  multipliant  d^- 
bord  les  Extrêmes  &  les  Moyens  de  la  première  propor- 
tion//. XX  ^tt  ::  j\.cc.  ^tt.   enfuite  de  l'autre  yy^ 

\ft.     Ot  comme  cette  propriété  x:on vient  cgaletnent  â 

vous  les  points  des  Hyperboles^oppofëes^  &  -qu'ieHeeâ 

..^^  •  •  • 


j4*  Jtiv-JLB:  Trois  II' M.«ii 

détermine  la  pofîtion  par  rapport  aux  axes  j  il  s'enfœtù- 
que  réquation  y  y  «^*-^  hV  c  ,  pu  y  y  — .^^  î^  * ,  en  , 
eijcpnme  parfaicemenc  la. nature  par. rapporta fesaxe^. 

C  O;  R  o  L  L  A  i  IL,  g ,   Il  I., 

8a..j)j  l'on  mené  deux  ordonnées  quelconques  AiP, 
Jfd}.  Taxe  ^/*,  il  eft  clair  que  Ml*. W(lJ'. "cp'^^ .. 

QJ/*^'c j2^"Zf,C^*.'  Donc.&c. 

Il  eft  bon  de  remarquer  encore  qu'on  peut  (ùbftituer 
â  la  place  de  ÇP  ^  ç^*,6c  c ^^TZé* ,\cs  redangles  . 
AP^Pa,/l Q^SJ:<\^  leur  foaç  égaux  j  ce  qu'il  faut, 
toujours  obièrver  dans  la  iuite.. 

CQ&OJ.LAIA.E      IV.- 

oj*  ji  L'onmeiic  par  un  point  quelconque  P  del^n  * 
ovi  de  l!autre  axe  Aa\  prolonge  lorfque  c'cft  le  premier  )  ; 
une  parallèle  Al  />^,i  foin  conjugué  Bb,^  elle  rencon- 
trera une  Hyperbole .'  ou  Je«  H  yperboles  oppofées.  en  s 
deqx  point  Jli  «  Af,  également  éloignés  de  part  &  d'au, 
cre  d appoint  i»,  &  non  en  davantage..  Car  afin  que  les  . 

f)bjnt$~ibr.;  M  ^  foiènt  à'une  Hyperbole. ou  aux  Hypeibo- 
.  ^„    es  oppofées ,  il  faut>Kx)ue  les  quarrés  de  PM  \y)  pri-. 

fes  de  part  &.  d'antre  de  1-axe  ^4.  foient,  ég?ux  chacun  u 

â^la  même  quantité  ^^^^.^r. 

tt 

C  p  IL^P  I.  L  A  I  K  J5  .   V. 

ffxç. jj.&^     84v  II  fuic.dft ce  qaejrj^w^îilf.'IIf.f r , quei>}as  CjP 

*^*     (■*)  prife  -de  partou  d'autre  du  centre  C  /devient  grande  . 
plus  auflî  chaque.  ordonn.ée  PM  {y)  prifc  de  part  Si 
d'autre,  de  l'axe  ^ <«,  augmente ,  &  cela  à  l'infini  j  &. 
qu'au  contraire  plui  c  P  {x)  devient  petite  ,  plu$>  auffi  • 
Pil4. (j^)  dimioug  j,d€  forte  que  0%.38,)  CP  (x) étant .: 
"éçale.i  c^.  ou.,C4ï(f  )  lorfque  l'a«e.^^,eftj.cprenucii^.. 


TM  {y)  devieoc  alors  nulle  oa  «ero  )  &  que  (jfjt,  59*^ 
c/'  (  x)  étaxic  nulle  cm  zéro ,  torfque  l'axe  ^  ^  eft  le  fe^ 
cond ,  chaque  P  M\y)<\và  de  vient  alors  C  B  o^  Cb{c)^ 
eft  la  moindre  de  toutes  les  ordonnées  P  M  {y)  prifçs  de 
part  &  d'autre  du  centre.   D'où  il  eft  clair: 

!*•  Que  fi  l'on  mené  (fig.  i^.J  par  les  extrémités  B ,  6^ 
du  premier  axe -f!^.,  des  parallèles  au'  iecond  axe  ^a  ^  elles 
feront  tangentes  en  ces  points. 

2^.  Que  les  Hyperboles  oppofées V^loignent  de  part  & 
d'autre  de  plus  en  plus  â  l'infini  de  leurs  axes  conjugués, 
en  commençant  par  les  extrémités  du  premier  :  avec  cette 
^  différence  néanmoins  que  le  premier  axe  rencontre  cha- 
cune des  Hyperix>Jes  oppo^ks  eu  un  point  ,  &  qu'étant 
prolongé  il  pafle  au  dedans  ^  au  lieu  que  le  îëcpnd  tpm« 
be  tout  entier  entre  les  Hyperboles  oppofées/&  ne  les 
'rencontre  jamais ,  quoique  prolongé  à  i  infini. 

• 

^C*0  HOLLAIHE      VI. 

S5.  il.  fiiit  encore  de  ce  quc^/teteiîii^  cc^  que  û 

Von  prend  les  points  P ,  P ,  également  éloignés  de  part 
&  d'autre  du  centre  C,  les  ordonnées  p  M,  P  ilf  ,/eront 
égales.    D'oii  il  eft  clair  que  û  une  ligne  droite  MM^ 
«terminée  par  une  Hyperbole  ou  par  des  Hyperboles  op- 
poses ,  eic  coupée  en  deux  également  par  un  a^  $  b  en 
un  point  K  autre  que  le  centre^  elle  fera  parallèle  â  ion 
conjugué  ^a.   Car  menant  des  parallèles  MP  ^MP  ^i 
l'axe  3h^\^  ligne  PP ,  fera  coupée  par  le  milieu  en  C, 
pmiqve  MM  i'eft  en  iC  ;  &  partant  les  ordonnées  i'Jl^ 
PMi  fecont  égales.    La  droite  M  M  fexa  donc  par;ai- 
^cle  à  l'axe  jifa. 

« 

S^«  s  i  l'ot^  conçoit  que  le  plan  fur  lequel  les  1^y« 
perboles  oppofées  font  tracées ,  toit  plié  le  long  de  Taxé 
^a^  en  forte  que  fes  deux  parties  fe  joignent  ^iléft  clair 
(/%*  39*^  lorfque  l'axe  vtfi^^  k'fecondA,i}tte^ks  ^1^ 


n 


5<    .  lîiy&E  TfcOistE'M». 

Hyperboles  oDpofées  tomberont  exaâemeot  riine  fqr  l^àit- 
tre  5  fça voir, les  points ;JS^  -M ,  &c.  fur  les  points  ^jM^ 
^Art.  li.,   &c.  puifque  4c  toutes  les  perpendiculaires  BJf  ^MM  i  cet: 

axe  ,  font  coupées  par  le  milieu  aux:  points  c  ^  P  ^  &c. 

Par  la  même  raiibn  (fig,  }8  J  lorfque  l'axe  AatH  la 
premier ,  les  portions  des  Hyperboles  oppofées  qui  font, 
de  part  &  d'autre  de  cec  axe  ^^  tomberont  exademenc: 
Tune  fur  Tautjre, 

■ 

AVERTISSEMENT.. 

'    On  a  (bivi  jufqu*ici  la  même  méthode* que  dans  1*ËL 
lipfe  ,  &  on  auroit  pu  la  continuer  jufqu'â  la  fin  5  mais 
comme  il  faut  néceflairement  parler  de  certaines  lignes^ 
particulières â  THypcrbole, &  qu'on  peut  par  leur  môïen^ 
prouver  les  mêmes  chofes  d'une  mapiere  plus  aifée ,  .oa^ 
a  pris  ce  dernier^  parti. 

*  X  - 

•.        DLJb'  pi  N  1  T..I  O  N  s. 

II. 
J?i©.  40;       Si  Pôn. mené  du  centre  C  deux  droites  indéfinies  CG\ . 

Çg,  parallèles  aux  lignes,  jib\  AS;  menées  de  Textre* 
mité  A  au  premier  axe  A  a ,  aux  deux  extrémités  B^b*^ 
du  fécond  j  ces  deux  droites  feront  appellées  les  Afym^to^ 
tes  dé  ^Hyperbole  MA  M  5  &  fi  on  les  prolonge  indéfij- 
niment  de  l'autre  côté  du  centre,  elles  feront  nommées 
IssA^mpotes  de  PHyperbole  oppofée  .Ai -^ -W^ 

11. 
Le  dùar/é  de  îâ*  partie  C  (? ,  ou.  ï*  g-,  dHiiie  afymptote -, 
crômprife  eiitte  ie^'centre  cV&'li  rcncouttre  de  la  ligne 
AJS yOM  Ab^  menée  de  Textremité ^  du^remîer  axe^i 
Textremité  B  ^ov^k^  du  fécond^  eft  appelle  la  Puijfance  d& 
THyperbole  M  A  M ,  ou  de  fon  oppofée  Ma  ikf. 


^  '  ' 


Cqupllaiile  L. 


B      K 


/ 
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8. 


\ 


De   l'HypïRtBolr  J7  \ 

C  O  R.  O  LL.A.I  R.X     I. 

8>7-  Il  eft  évident  que  Tangle  GCg,^  fait  par  les 
afympcoces  d'une  Hyperbole^  ou  fon  égal  -B^^^eft  moin- 
dre ,cgal  y  ou  plus  grand  .qu'un  droit,  félon <]ue  le  fe^ 
cond  axe  £i  efl-4iioindre  ,  égal ,  ou  plus  graAd  que  le 
premier  ^a.^  Car  lorique  le  premier  axe  ^  a  furpafle  le 
lecond  £.i^  fajnoitié  C^,  fu^rpaflTe  la  moitié  c  S  du  fé- 
cond 'y  &.par  conféquent  dans  le  triangle  reâangle  C^B ,  • 
Tangle  C^S  ed  moindre  qu'un  demi  droit.    Les  deux» 
angles  égaux   C^B^c^by  qu^font  enfemble  Tangle^ 
Jf«/^^  3  feront  donc  moindres  qu'un  droit.    Les  deux  au* 
ues  cas  fe  démontrent  de  la  même  manière. 

C  O  JL  O  X  i:  A  I  H  B      I  t.  • 

8S-.  A.  CAUSE  des  triangles  femblables  iî^'^^jBGrc, 
il  eft  clair  que  la  ligne  ^^  eft  divifée  par  l'afymptote 
CG  en  deux  parties  égales  au  point  G,  &  que  CG  td  là 
moitié  de  j4 S.\ puifqqe  fCeft  la. moitié  de  £h.  On 
prouvera  de  même  que  -^^  eft  divifée  p^ar  Tafyraptote 
Cg'  en  deux  partie»  égales  ati  point  g,  êc-que  c  g  eft  la 
moitié  de  aL  Donc  toutes  les  lignes  CG  ^GA^GB^ 
^S^S-^^S^»  (bnt  égales  entr'elles  5  puifqu'elles  font 
égales  chacune  à  la  moitié  de  Tune  ou  l'autre  des  lignes 
AB ^  ^b ^  que  Ton  fçait  être  égales  entr'elles ,  fuivant 
la  définition  5S 

COKOlLAIHQ     IILl 

^9-  JL  A  puiilânce  d'une  Hyperboleeft  égale  â  la  qua- 
trième partie  de  la  (bmme  des  quarrés  des  deux  demi-axes. 
Car  nommant  C^,^)C^,  1:9  CGy^s  on  aura* £^«11199,  ^  An.tt^ 

*  i  caufe  da  triangle  reâangle  ACS  ^\^  quarré  A B 

(^mm)^mtt^G,c.  Et  par  conféquent  Tg  {mm)  a»iilîliîv 


H 


'jî  Livre    T  r  o  i  s  i  e'  aï^e. 

PROPOSITION    III. 
Thcorcme. 

Fi  G. 40.  90»  J>  I  ton  mené  far  un  foint  quelconque  M  de  tune  w 

de  t autre  des  Hyperboles  oppofées  ,  une  ligne  droite  R  r  ^^r- 
fendiculaire  au  premier  axe  A  a  qu*elle  rencomre  en  P,  ^  /^f- 
minée  par  les  ajymptotes  en  K  ^  r  y  je  dis  que  le  reBangle  de 
R  M  par  tAv  ^eft  égal  au  quarré  ^^  B  C ,  moitié  du  fecotd 
.  axe  B  b. 

Il  faut  proWuer  que  R  Mr^  M  r»»  B  C  . 

Nommant  les  connues  C^^  ti  CB^c^y  &  les  indéter^ 
minées  C  P  ^  x  ^^  P  M ,y  ^  ks  triangles  femblables  j4C S^ 
CPr^ic  Acb,  CPR^  donnent  c\>#(/).  es  ou  c^(r):: 

CP{x).  Pr^oM  PRm=:z.'J^  .    HcyxizRM^oxkPR^^P  JÀ 


«—ri-J'i  &  ^^^  o"  ^'^^  PJlf =lf  Hhy.   Et  par  con- 
fcquent  RM^ M r^'J^^yy^^Yc\c c)  en  mettant 
'^.Art.  tu    ^OMtyy  ia  valeur  *  ^-^^— ^^.    C^  qu^ il  fallait  démontrer. 

Co  KOL  L  A  I  RE      L 

^ï-  Il  eft  clair  que  P  m"  (ii^^cc)  eft  toûjou» 

moindre  que  P^  ou  Pr  ^lUi)  j  Et  par  conféquent 

que  tous  les  points  des  Hyperboles  oppofées  tombent 
dans  les  angles  faits  par  leurs  afymptotes  ,3  de  (brce  qu'il 
ii*en  peut  tomber  aucun  dans  les  angles  d^à  côté. 

C  O  K  O  L  L  A  I U  £     I  L 

-9^'  S  ï  l'on  mené  par  deux  points  quelconques  il/,  7f^ 
d\rne  Hyperbole  ou  des  Hyperboles  oppofées ,  deux  li* 
^nes  droites -Rr^iC A,  perpendiculaires  au  premier  axe^ 
&  terminées  par  les  afymptotes  :  il  èft  évident  que  les 
redangles  R  M-^  Mr^K  N^  Nk ,  feront  toujours  égauit 
£Dtr'eux  j  puifqu'ils  font  égaux  chacun  au  quarœ  de  la 


Db    l'Hypbrbolï.  jy 

ntokié  se  dix  fécond  axe  Bè.  D'où  Ton  voit  que  R M. 

PBLOPOSITION     IV. 
Théorème.  : 

93  •  S  ï  ^^'ï  mené  par  deux  points  quelconques  M,  N,  dtune 
Hyperbole  ou  des  Hyperboles  oppofees  y  deux  droites  H  h ,  L 1  ; 
parallèles  entr* elles  ^  ^  terminées  par  les  afymptotes  j  je  dis    . 
que  les  reUangles  H  M  *  -M  h  ^  L  N  j«  N  l  feront  égaux  en* 
tr'eux. 

Jlfaut  prouver  que  H  M  *  M  h  a»  L  N  *  N 1. 

Ayant  mené  les  droites  Rr^  Kk^  perpendiculaires  au 
premier  axe  A  a  ,.iUeft  clair  que  les  triangles  MRH  ^ 
JN'KL^U  M  rhy^  Nkl^  font  femblabics  5  puifqulls  font  for- 
més par  des  parallèles.'   On  aura  donc  RM.  K Nu 

HM.LN.    Et  Nk.Mri:  Ni.  Mh.    Ot^  RM.K  N  w'^'Art.  9%^ 
Nk.  Mr.    Donc  HM.LNw  Ni.  M  h.    Et  par  confé- 
quenc  H.M^  M  hissL  N%2^L    Ce qu* il  faUoit  démontrer. 

Co  no  L  L  A  1  RB     L' 

94-  Si  l'on  fuppofe  que  la  ligne  NL  parallèle  iMHy 
paflè  par  le  centre  c ,  c'eft  â  dire ,  qu'elle  devienne  CEi 
il  efl:  clair  que  les  deux  points  Z,  /,  fë  réuniront  au 
centre  c  j  &  partant  que  le  redangle  ZN^Nly  deviendra 

le  quarré  EC .  D*où  1*00  voit  que  fi  Ton  mené  d*un 
point  quelconque  £ ,  de  Tune  des  Hyperboles  oppofées  ^ 
au  centre  C,  la  droite  ce  ^  &  par  un  autre  point  quel- 
conque M  de  Tune  ou  de  l'autre  de^  ces  Hyperboles , 
une  ligne  M Hh,  parallèle  d  Cf: ,  &  qui  rencontre  les 
afymptotes  en  H  5c  /r  ^  le  quarré  de  CE  fera  égal  au 
redangle  de  H  M  par  M  h. 

Cor  g  ll  a  I k  e    IL 

95*  Si  l*on  mené  par  un  point  quelconque  -AT,  de 
Tune  des  Hyperboles  oppofées ,  une  ligne  droite  L  l ,  ter- 
minée par  les. afymptotes  ,  &.  qui  rencontre   Tune,  ou:' 

Hij 


&0  LryRE    Tro  I  STE'fcTB. 

Tautre  de  ces  Hyperboles  en  un  autre  point  n  j  les  par- 
ties ZN ^In^^t  cette  droite  prifes  entre  les  points  des 
Hyperboles  2c  la  rencontre  xies  afymptotes ,  feront  éga- 
les entr'elles.  Car  nommant  ZiVT,^  j  isr»,^^»/,  ^  5  on 
aura  LNnNl {aèi^a  c)^HMnMhm:.L  n^nl.  (bc:^a c)^ 
.d'où  Ton  tire  LN  {a)^ln  [c). 

m 

?Co;ll  O  L  L  AIR   E      I  IL 

9^^  5)  I  l'on  fuppofe  dans  le  Corollaire  précèdent  que 
Ja  ligne  iST»,  terminée  par  les  Hyperboles  oppofées., 
paflè  par  le  centre  C,  c'eft  â  dire,  qu'elle  devienne  le 
:  premier  diamètre  JE  2)  r  il  eft  évident  queues  deux  points 
£j.k  réuniront  au  centre  Cj  &  qu'ainH  iVZ  deviendra 
E  c  ^6c  nl^  CD.  D'où  Ton  voit  que  tout  premier  dia-^ 
.netre  i>£  ^  efl;  dîvifé  en  deux  également  par  le  centre  C. 

C  o  R.O  L  L  A  I  Jl  E      I  V, 

97*  S  I  deux  lignes  droites  lAf  tw  ,  ?/n ,  parallèles  en- 
tr'elles ,  font*  ternvinées  par  une  Hyperbole  ou  par  les 
Hyperboles  oppofées  ,  &  rencontrent  une  afymptote  aux 
points  JFf ,  Z  s  je  dis  que  ks  reâangles  M H^Mm^ 
2^Z^  Ln\^  feront  égaux  entr 'eux.  Car  prolongeant ,  s'il 
eft  neceiTaire  ,  ces  deux  lignes,  jufqu'à  ce  qi^'eiles  ren- 
contrent Tautr^  afymptote  aux  points  h^  l  5  les  parties 
♦  ^r/,.j5*    MHyfnh^  &  NL^nl ^  feront  égales  *  entr'elles  :  &; 

partant ,  puifque  HMnMh  assZ  N-n  Nl^  il  s'enfuit  que 
MHnHmm=i.NLMLJL 


.PRDJ>  O  S  ITION     V. 

TTlieorcinc. 

F;!  S.  41.    .      "5^^-  S  I  ^^  »^^«^  par  deux  points  (juelconques  M  ,  N^ 

£ùnc  Hyperbole  ou  des  Hyperboles  oppofées  deux  droites 
M  H ,  .N  L ,  parallèles  entieUes  é*  terminées  par  une  a'fymp^ 
taie  j  ^  deux  autres  droites  M  h  ,  Ni,  auffl  parallèles  tn^ 
trlelUs  ,^  terminées  par  l^ autre  afymptote  i  je  4k  ^  -la 


Di    l'Hyperbo t !•  il 

reff angles  HM»Mh,NL»Nl,  fint  égaux  int/eax. 

Cette  Propofition  fe  prouve  de  la  même  manière  que  la- 
précédente  9  &  il  n  y  a  rien  à  changer  dans  la  démonftra* 
tion. 

C  O  R  O  L  L  A  TR  E      I. 

99*  Si  les  droites  M  H  ^  Mh,&c  KL^  IsTl^  font  Fio.  41. 
parallèles  aux  deux  afymptotes  i  il  eft  clair  que  les  paral- 
lélogrammes AfffC^,^A^iC/.,auffi- bien  quelles  trian- 
gles CHM^  CLN ^  qui  en  font  les  moitiés,  font  égaux 
encr'eux  }  puifque  les  côtés  de  ces  parallélogrammes  au- 
tour des  angles  égaux  HMb^  L Ni ,  font  réciproque- 
ment, proportionnels. 

Corollaire    IL 

loo.  JLes  mêmes  chofes  étant  pofées  que  dans  te 
Corollaire  précèdent,  il  eft  vifible  que  CHiî  fl Mcâm 
CL  »  LN  j  puifque  dans  cette  fuppofîtion  Mhtss^  CH^bc 
Nlts^  CL  :  c'eft  â  dire ,  que  fi  Ton  mené  par  deux  points 
quelconques  M  ,  Ny  de  Tune  ,  ou  des  Hyperboles  op- 
posées ,  deux  droites  MH  %  2f  Z ^  parallèles  à  Tune  des 
afymptotes  ,  &  terminées  par  Tautre  ^  les  reâangles 
CH  n  HMy  CLn  iSTZ ,  feront  toujours  égaux  entr'eux  j 
&  qu/ainfi  CH.CX..ZN.  M  H. 

C  O  R  O  \L  AIRE      n  ï; 

loi.  Puisque  l'extrémité  ^  du  premiier  axe,  eft 
un  des  points  de  THyperbole ,  &  que  la  ligne  ^  B ,  qui 
coupe  en  G^  Tafymptote  CG ,  eft  parallèle  à  l'autre  afymp^ 
totc  Cg  i  il  s'enfuit  *  que  le  redangle  C H^  HM  fera  ^  jirt.^a^. 
toujours  égal  au  même  redangle  CG  «  G^ ,  ou  *au  quar-  >  jirt.  8^ 

re  CG  ,  c'eft  â  dire,  félon  la  définition  11 V^  1^  puiâance  de 
l'Hyperbole.  Si  donc  Ton  nomme  la  donnée  -c G,  m  ^  & 
les  indéterminées  c H^x  -^  HM  ^y  -^  «on  aura  toujours 

C  H^  H  M  (xy)a£aL  G  '  (mm).  Or  comme  cette  pro- 
i>rieté  convient  également  â  tous  les  points  des  Hyper- 
boles oppofées  ^  &  qu'elle  en  détermine  la  pofition  pat 

H  4ij 


6i  Litre  Tkoisie'mi» 

m 

rapport  à  tes  arymptoces  ^  il  s'enfuie  que  réquacion:) 
xyssamm  Qtï  exprime  parfaicemeot  la  nature  par  rappoit.: 
à  Tes  afympcoces. 

^-  GORaLLAlRB      IV. 

102.  Il  fuit  de  ce  que  MH  (j') w?ï^ ,  que  plus  CH 

(x)  augmente,  plus  au  contraire  H  M  (j^)  diminue  ^  de 
forte  que  CH  {x)  étant  infiniment  grande,  H  M  (y) 
fera  alors  infiniment  petite ,  c'eft  à  dire ,  nulle  ou  zcro. 
D'où  Pon  voit  que  THyperbole  •/^Af,  &  fon  afymptote 
CH  (étant  prolongées)  s'approchent  de  plus  en  plus , 
de  forte  qu'enfin  leur  diftance  devient  moindre  qu'au* 
cune  donnée  ^  &  qpe  cependant  elles  ne  fe  peuvent  ja- 
mais  rencontrer ,  puifqu'elles  ne  fe  joignent  que  dans  . 
l'infini  où  l'on  ne  peut  jamais  arriver.  Il  en  efl  de  même  : 
pour  Tautre  afymptote  Cg. 

GonoLLAiRja     V. 

103;  xi  NTRB  toutes  les  lignes  qui  paflcnt  par  le  centre 
C,  i^.  Celles  qui ,  comme  ^a^  tombent  dans  les  angles  faits  , 
par  les  afymptotes  du  côté  des  FÎ yperboles  ,  rencontrent 
chacune  des  Hyperboles  opposes  en  un  feul  point  ^ ,  ou 
a  'y  &  étant  prolongées,  elles  paflènt  au  dedans  de  ces  Hy^^ 
perboles.    Car  i  çaufe  des  angles  G  C^ ,  g  CA ,  &  de  leurs 
oppofés  au  fommet,  il  eft  clair  que  la  ligne  ^a^  s'éloigne  . 
de  plus  en  plus  de  l'une  &  de  l'autre  afymptoteiau  lieu  que. 
^^An.  iQi.  les  Hyperboles  oppofées  s'en  approchent  toujours  aK  de. 

f>lus  en  plus.    2^.  Celles  qui ,  comme  Bh^  tombent  dans 
es  angles  d'à  côté ,  faits  aufiî  par  les  afymptotes ,  ne  peu- 
vent  jamais  rencontrer  les  Hyperboles  oppofées -,  quoi, 
qu'on  les  prolonge  à  f  infini  ^  puifqu'aucun  des  points  des  ^ 
* -^r/.  91.  Hyperboles  *  ne  peut  tomber  dans  ces  angles. 
*«D(f.  j.         D'où  l'on  voitîque  tous  les  premiers  diamètres  ,  tom* 

bent  dans  les  angles  faits  par  les  Afymptotes  du  côté  des  . 
Hyperboles  /6c  que  le$  féconds  tombent  dans  les.  angles 


15 1     x'HTPlUtOlB.  Si 

C  O  R  O  L  L  A  I  R  1      V  I. 

îo4«  5)  I  l'on  mené  par  un  point  quelconque  7f,  de  Fig.  4$. 
Tune  des  afympcoces  C£,  une  parallèle  H  M  ^i  Tautre 
Ce  i  elle  ne  rencontrera  THyperbole  qu'en  un  feul  point 
M'^Sc  étant  continuée,  elle  paflera  au  dedans.  Car  fa 
diftance  de  Cr ,  demeure  par  tout  la  même,  au  lieu  que 
l'Hyperbole  s*en  approche  *  toujours  de  plus  en  plus.        ^jlrt.  lou 

COROLLAIKE      VII. 

105.  JL)e-la  il  eft  évident  que  fi  par  un  point  quel- 
conque jW,  d'une  Hyperbole ,  Ton  mené  deux  droites  in* 
dcfinies  iWf //,  Af  A,  parallèles  à  ks  afymptotes  Ce^CE. 

i®/  Tous  les  points  de  l'Hyperbole  qui  lui  eft  oppo- 
twC  ,  tomberont  dans  Tangle  HMh-^  puifqu'ils  tomoent 
tous  *  dans  Tangle  fait  par  tes  afymptotes ,  lequel  eft  ren.  *  Att.  pu 
fermé  dans  Tangle  H  M  h. 

a®.  Les  deux  portions  de  l'Hyperbole ,  tomberont  dans 
^ts  deux  angles  à  côté  de  celui,  ci  ^  ainfî  aucun  de  tes  points 
ne  tombera  dans  Tàngle  oppofé  au  fommet  à  l'angle 

3°.  Toutes  les  lignes  qui,  i:omme  -WJP',  tombent  dans 
l'angle  H Mh  ,  rencontrent  (étant  prolongées  du  côté 
de  i^)  l'Hyperbole  oppofée  en  un  point  N^  &  paffént  au 
dedans  ^  puifqu'elles  s'écartent  de  plus  en  plus  des  droites 
M  H  y  M  h  ;&c  par  confequerit  de  ks  deux  afymptotes  qui 
leur  font  parallèles  :  mais  étant  prolongées  de  l'autre  côté 
du  point  M  y  elles  entrent  au  dedans  de  l'Hyperbole  qui 
pafle  par  ce  point,  &  ne  la  rencontrent  jamais  ailleurs. 
4^  Toutes  les  lignes  qui,  comme £^»  tombent  dans 
;  angles  à  côté  de  l'angle  H Mh^  rencontrent  les  deux 
afymptotes  de  l'Hyperbole  qui  pafle  par  le  point  M-^  ainfi 
lorfqu'elles  paflènt  au  dedans  de  l'une  de  tes  portions*^      ^ 
elles  la  rencontrent  neceflairement  en  quelque  point  IST^ 
puifqu'elles  vont  rencontrer  rafym|)tote  qui  tonVbe  «ta 
<ichors  de  cette  ^ortioa. 


^  LivnB    Tr.oisie'mi. 

Co&OLbAIi;<B     VI  IL 

lo6.  3i  l'on  mené  par  un  point  quelconque  Af;\ 
d'une  Hyperbole,  une' ligné  tlroite  -F/,  qui  rencontre! 
Tune  de  fes  afymptotesau  point  F^&c  Tune  de^  a^ympto^ 
tes  de  l'Hyperbole  oppofée  au  point /^  &  qu'on  la. 
prolonge  en  iST,  en  forte  que /-AT,  foit  égale,  à  JFM  :je 
dis  que  le  point  JST,  fera.à  rHyperbole.oppofce.    Car 
la  ligne  Ff^  tombe  dans  Tangle  H'Mh,  &  rencontre 
par  confequent  THyperbple  oppofee  en\  quelque  point . 
iST)  comme  Ton  vient  de.  démontrer  dans  le  Corollaire. - 
♦wfrf.jj.    précèdent.    Donc  *  &c^ 

iK  Si  Ton  mené  par  un  ^oint  quelconque  il/,  d^une 
Hyperbole,  une  ligne  droite  Be^  terminée  par  [es  a(ymp* 
tores ,  &  qu'on  prenne  fur  cette  ligne ,  la  partie  e  N ,  éga» 
hàEM,:  je  dis  que  le  point  iST , . fera  encore  l'un  des  . 

{(oints  de  cette  Hyperbole,  Car  menant  MH^  paralle- 
e  à  l'afymptote  C^  ,  &  terminée  par  l'autre  . «a  /f.,  fi 
l'on  prend  fur  cettejiutreafymptote,  la  partie  CX,  éga- 
le à  /f  £ ,  &, qu'on  tire  L  N^  parallèle  â  /f  Jli  ^  en  a  dé^ 
montré  dans  l'article  104  qu'elle  rcncoiitrera  l'Hyperbo- 
le en  un  point  N  ^  &  dans  l'article  100.  que  ce  point  (êra 
tel  que  CL  ou  HE.  HM  :  :  CH  ou  EL.  LIT,  d'où  l'on 
vpit  que  la  ligne  L  AT,  rencontre  l'Hyperbole  dans  Je  mê^ 
me  point  où  elle  rencontre  la  droite  ,Be.  Mais  â  cau(e  des 
parallèles  HM  ^  LNy  il  elt  clïiir.que  .^AT^css.B  M ,  puit. 
queC,Zss.H£.    Donc  ace, 

PROPOSITION    VL 

**  *  * 

Problème. 

fie,  4j,  10  J*  O/UN  point  donné  M,yiic  une  Hyperbole  dont  les 

afymptotes  C  E ,  C  e ,  font  données^  mener  la  tangente  D  M  d  ) 
^  démontrer  qu*on  n*en  peut  mener  qulune  feule. 

Ayant  mené  du  point  <lônné  ^  ,une  parallèle  JM  H^ 
â  J'une  des  afymptotes  Ce^ôc  terminée  par  l'autre  C  B  ^ 
a^  point  if  i  on  prendra  fur  cette  afymptote,  la  partie 


De  l*Hy»brbole  <y 

HT)  égale  à  H  C  j  on  cirera  par  le  point  donné  M  «  la 
droite  DM ^  qui  rencontre  rafymptotc  C^  en  un  point 
d^  Je  dis  en  premier  lieu ,  que  cette  ligne  DMd^  touche* 
fa  l'Hyperbole  au  point  M. 

Car  a  cauic  des  triangles  femblaWes  CDd^  HDM^ 
la  ligne  D  d ,  terminée  par  les  afymptotes  ,  eft  divifée 
en  deux  parties  égales  par  le  point  M  y  de  même  que 
C  D ,  Teft  en  H.  Or  s'il  ctoit  poffible  qu'elle  rencontrât 
THyperbole  en  un  autre  point  O  y  il  eft  clair  que  od^ 
feroit  *  égale  â  ^  D  ^  &  par  confêquent  zMd^  c'eft  à  *^rr.  95,^ 
dire ,  la  partie  au  tout }  ce  qui  ne  pouvant  être,  il  s*tn- 
fuit  que  la  ligne  DMd^  ne  peut  rencontrer  l'Hyperbole^ 
<]u'au  feul  point  M.  De  plus ,  (l  elle  paffoit  au  dedans , 
comme  la.  ligne  £^ ,  il  eft  vifîble  qu'elle  rencontreroit 
la  portion  de  l'Hyperbole  ^.au  dedans  de  laquelle  elle  paf* 
feroit  en  quelque  point  N  j  puifqu'elie  iroit ,  rencontres 
en  un  point  ^,  Taiymptote  C^^  qui  tombe *au  dehors  de  fArt.  gu 
cecteL' portion.  Il  eft  donc  évident  que  la  ligtie  D  ^ ,  ne 
rencontre  l'Hyperbole  qu'au  feul  point  M  j  &  qu'elle 
n'entre  point  au  dedans  ;  c'eft  à  dire  y  qu'elle  eft  tangente 
en. ce  point.    _ 

Je  dis  en  fécond  lieu ,  qu'il  n'y  a  que  la  feule  ligne 
J>Md^  qui  puiflè  toucher  l'Hyperbole  au  point  ^5  car 
£  l'on  prend  fur  Tafymptote  C£,  la  partie  HE,  plus 
grande  ou  moindre  queJFf  D  >  &  qu'on  tire  par  le  point 
donné  Mi  la  droite  EM  ^  qui  rencontre  l'autre  afymp^ 
tote  Ce ,zxx  point  e ,  il  eft  clair  i  caufè  des  parallèles 
MH ^  Ce  y  que  ME  fera  plus  grande  ou  moindre  que 
M  e  ^  puifque  HE  a  été  priie  plus  grande  ou  moindre  que 
JiD  ou  que  HC  Or  celapofé,  fi  l'on  prend^fur  la  plus 

Art.  i^^. 


au  point  M.   Cfi  qui  reftoit  â  démontrer. 
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R.  E  M  A  R  QJJ  E. 

108.  v3  N  ^  dëmoDCré  dans  Tare  ici.  que  plus  CH 
devient  grande ,  plus  au  contraire  H  M  diminue  )  de 
forte  que  CH  ccant  infiniment  grande  ,  H  M  devient 
infiniment  petite  ,  c'eft  à  dire ,  nulle  ou  zéro.  Or  CH 
étant  infiniment  grande,  HD  (qui  lui  eft  égale)  la  fera 
auifi  >  &  par  coniëquent  les  lignes  MD^HD^qui  ne  fe 
rencontrent  que  dans  l'infini  ,  pouvant  être  regardées 
comme  parallèles^  coniberont  Tune  fur  l'autre  j  puifque 
ie  point  M  fe  confond  alors  avec  le  point  H  :  c'eft  à 
dire ,  que  Tafymptote  CE  ,  étant  prolongée  a  Tinfini^ 
auffi-bien  que  l'Hyperbole  »  peut  être  regardée  comme 
4ine  ligne  qui  la  touche  dans  fon  extrémité/  11  en  eft  de 
même  de  l'autre  afymptote  x:  ^ ,  laquelle  peut  être  re- 
gardée comme  touchant  la  même  Hyperbole  dans  fou 
autre  extrémité. 

D'où  l^on  voie  que  les  deux  afymptores  peuvent  être 
regardées  comhie  des  tangentes  iniînies ,  qui  couchent  les 
Hyperboles  oppofées  dans  leurs  extrémités. 

» 

CO&OLLAIKE      î. 

109.  C  o  M  M  E  il  n'y  a  que  la  feule  ligne  DMd^  la- 
quelle étant  terminées  par  les  afymptotes  ,  foit^  coupée 
en  deux  parties  égales  au  point  M  )  il  s'enfuit  que  fi  une 
ligne  droite  D  Md^  terminée  par  les  afymptotes  d'une 
Hyperbole ,  la  rencontre  en  uo  point  M ,  qui  coupé  cer^ 
ce  ligne  droite  en  deux  parties  égales  ;  elle  fera  tangente 
de  cette  Hyperbole  en  ce  point.  Et  réciproquement  que 
il  une  ligne  droite  DMd^  terminée  par  les  afymprotei 
d'une  Hyperbole  ^  la  touche  en  un  point  M  j  elle  fera 
coupée  en  deux  parties  égales  par  ce  point 

COHOLLAIILE     IL 

Fi«.  44»        ^^^'  3ï  par  le  point  touchant  M  d'une  tangente 

quelconque  DMd^  terminée  par  les  afymptotes  CZ» 


€l  y  d*ùne  Hyperbole  ^  Ton  roeoe  un  premier  diamecre 

M  Cm  j  &  que  par  le  point  w ,  où  il  rencontre  l'Hyper* 

bole  oppofée  ,  Ton  cire  une  parallèle  £^,  d  la  tangente 

Dd  ,  cer mince  par  les  afymptotes  aux  points  £ ,  f  :  je  dis 

que  cette  ligne  fera  tangente  au  point  m.    Car  les  trian- 

gles  CMD^  CmB^  feront  fembiables  &  cgaux^  puifque*  ^-Att.  ^4^ 

CAf  eft  égal  i  €m.    La  ligne  mE^  fera  donc  égaie  à 

M  D.     On  prouvera  de  même  (  à  caufe  des  triangles 

iéniblabies  te  égaux  C Mdy  eme)  que  me  tA.  égale  â 

Md.  C'eft  pourquoi  la  ligne  £  €  eft  divifée  en  deux  cga- 

kment  au  point  m  ^  puiique  Dd  Tefl  au  point  M.   £t 

par  conféquent  i^  elle  fera  tangente  en  m.  ^Art^ie^i 

,    D'oà  Ton  voie  que  Itfs  tangentes  Dd^  £  ^,  qui  paient 

par  les  extrémités  d'un  premier  diamètre  quelconque  Mm^ 

lonc  parallèles  encr^dles  ^  &de  plus  égales ,  lorfqu'elles 

k>nt  terminées  par  les  afymptotes. 

D  e'  F  I  K  I  T  I  O  K  5v 

Sil  y  a  deux^  diamètres  Myn ,  S  s  »  dont  i*uû:  5j  ,  foit  Fi  c.  ^». 

Krallelc  aux  tangentes  qui  pafTent  par  les  extrémités  de 
utre  Mm  j&  de  plus  terminé  ^n  Sy.s^  parles  droites 
MSs  Af  J)  menées  de  Tune  des  extrémités  M  du  dia- 
mètre Mm  y  parallèlement  aux  afymptotes  :  ces  deux^ 
diamètres  Af  m  ^,55 ,  feront  appelles  eafemble  Qmjm^ués. 

14. 
Les  lignes  droites  menées  des  points  àês  Hyperboles^ 
ttppofées  parallèlement  â  Tundes  diamètres  conjugués  ^^ 
<c  terminées  par  l'autre ,  icnt  nomAiéâs  Ordonnées  â  ce»^ 
autre.   Ainfi  ^o  ^  eft  une  ordonnée  an  diamètre  j|£>», 

15. 
Si  Toft  prend  une  troiuéme  proportiotmellé i  deus^dûu 
tteeivs  conjugués,  elle  fera  le  Parametn  de  celui  quireik 
le  £iemier  terme  de.  la.  proportion^ 


CO&OLLAIRE     L 

III*  L  ^  définition  13^  convient  aux  deux  axes  ^  pui£r 
^ue  félon  l'arcicle  84.  le  fécond  axe  eft  parallèle  aux 
tangences  qui  paflent  par  rexcremicé  du  premier  )  &  que 
4e  plus  ^  félon  la  définition  J4^  ^  il  eft  terminé  par  deux 
droites  menées  de  Tune  des  extrémités  du  premier  axe , 
parallèlement  aux  afymptotes.  D'où  l'on  voit  que  les 
deux  axes  peuvent  ^tre  regardés  comme  deux  dumetres 
conjugués  qui  font  entx'«ux  des  angles  droits. 

CORÔLLAIHX     IL 

112.  ÇJf  OMME  le  diamètre  iSCi ,  eft  parallèle  â  latan^ 
sente  DMd  ^  qui  pafie  par  Tune  des  extrémités  M  du  dia*^ 
mètre  MCm^  &  que  cette  tangente  rencontre  les  deux 
afymptotes  CD^  cd^  de  l'Hyperbole,  qui  paffc  par  le 
point  M  :  il  s'enfuit  qu'il  combe  dans  les  angle&  a  côté 
de  l'angle  D  Cd^  fait  par  les  afymptotes  de  cette  Hyper- 
bole  j  Ëc  qu'ainfî  c'eu  un  fécond  diamètre. 

D*où  Ton  voit  qu'entre  deux  diamètres  conjugués 
M  Cm,  ses  iily  enz  toujours  un  premier  Mm^Uun 
fécond  Sj^ 

Co&OLLAl&E      II L 

II3«  Lr  £  fecond  diamètre  SCs^tfï  coupé  par  le  m2« 
lieu  au  centre  C ,  &  de  plus  égal  i  la  tangente  DMd, 
qui  paiTanc  par  Tune  des  extrémités  M  du  premier  dia- 
mètre Mm ,  qui  lui  eft  conjugué  ,  eft  terminée  par  -  les 
afymptotes.  Car  à  caufe  des  parallèles  MS^CdytcMs^ 
cDyûefk  clair  que  CS  eft  égale  à Md^  U  Çsi  MDa 
^Art.  loj.  Or  DMd,  eft  divifée*  eq  deux  parties  égales  au  point 

touchant  M^   Donc  &c«  ' 

» 

Corollaire    IV. 

II4«  JD  EUX  diamètres  conjugués  Mm^Ss ^ ctanc 
donnés  ^  &  fçachant  lequel  des  deux  eft  un  premier  dia- 
mètre }  il  ne  faut  pour  avoir  les  afymptotes  CD^Cdy  que 


Os     l'HTPtlLBOti  1^ 

ïiMr*p«r  le  centre  C.,  des  parallèles  aux  deux  droites 
MSy  Ms ^  menées  de  Tune  des  extrémités  M ^  du  pre* 
mier  diamètre  Mm  ,  aux  deux  extrémités  f ,  j, du  fè« 
-cond. 

£c  réciproquement  les}  deux  afymptotes  c D,  c d^ 
d'une  Hyperbole  étant  données ,  avec  Tun  de  As  points 
^  ^  il  ne  faut  pour  avoir  deux  de  ces  diamètres  conju* 
gués  MCm^SCs ,  que  tirer  M  H  parallèle  à  Tune  àts  i 

-afympcotes  c^,  qui  rencontre  Tautre  afymptote  CD  ea  ^  ^ 

H  }  &  l'ayant  prolongée  en  5 ,  en  forte  que  H  S  foie 
égale  à  HM^  mener  lesjdroites  CM ,  CS.  Car  tirant 
'  M  D  parallèle  à  CS ,  il  dk  clair  à  caufe  des  triangles 
Semblables  Cff  5,  JW"/£Z),  que  HD  eft  égale  à  /f  Cj 
puifque  -Mff  eft  égale  à  H  S  \  U  qu'ainfi  ♦  -MD  eft  '^  Art.  loji 
tangente  en  M  :  d*où  il  fuit  (èlon  la.  définition  13^,  que 
les  lignes  C  M  ^  CS^  font  deux  demi  diamètres  conju- 
gues. 

Il  eft  donc  évident  que  deux  <iiametres  conjugués 
Mffiy  Ss y  étant  donnés  de  pofîtion^  de  grandeur ,  & 
fçachant  de  plus  lequel  des  deux  eft  un  premier  diamè- 
tre 5  on  a  les  deux  afymptotes  CD^  <:i^  avec  Tun  àLt% 
points  M^  de  Tune  des  Hyperboles  oppoféis. 

£t  réciproquement  que  les  afymptotes  CD  ^  cd^ 
tl'ime  Hyperbole  étant  données ,  avec  un  de  fès  points 
iU  I  on  a  deux  de  (es  diamètres  conjugués  Mm^  Ssjde 
pofîtioQ  &  de  grandeur  ^  &  Ton  fçait  lequel  des  deux  eft 
un  premier  diamètre }  i^avoir ,  celui  qui  palTe  par  le  point 
iionné  M^ 

ConoLLAïaE    V. 

lis*  VJ  N  fécond  diamètre  SCs^  étant  donné  depOb 
fition ,  pour  en  déterminer  la  grandeur  ,  &  trouver  le 
^cmia  diamètre  Mm^qui  lui  eft  conjugué  j  on  lui  mè- 
nera par  tout  où  Ton  voudra  an  dedans  de  l'angle  fait 
par  les  afymptotes ,  ube  parallèle  L  l^  terminée  par  les 
afymptotes  en  Z, i  i  &  par  fbn  point  de  milieu  O  ,  le 
premier  diamètre  c  o  ,  qui  rencontrera  l'Hyperbole  ea 


1 
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un  point  M  i  par  lequel  ayant  ciré  ks  droites  Jt^5,  Jtfy, 
parallèles  aux  afy.mpcoces  j  il  eft  clair,  félon  la  dcfioitiofti 
13%  que  les  points  S^s^oii  elles  rencontrent  le  fccond  diar 
mètre  SCs^  donné  de  podtion,  en  déterminent  lagrao* 
deur ,  ^  que  le  premier  diamètre  M  Cm  lui  eft  conjugué. 
Car  menant  par  le  point  M ,  la.  ligne  DJ^  parallèle  à  L  \^ 
&  terminée  par  les  afymptotes ,  elle  fera  coupé  en  deux, 
également  au  point  M  î  puiAjue  Z/,  i'eft  au  pdiac  O  :  & 
!M^/«  v^%*  partant  ♦  elle  fera  tangente  en  M. 

De-lâ ,  il  eft  évident  qu'un  fecond  diamètre  SCs  ^ 
étant  donné  de  pofition  ^  ui  grandeur  efl;  déterminée  en 
£)rte  qu'il  ne  peut  eo  avoir  qu'une  feule  $  comme  auflî  la 
grandeur  fc  la  poiitioo  du.  premier  diametce  idm^  quk; 
lui  eft  conjugue 

COROLLAIKE     V I. 

116.  \j  K  fecond  diamètre  SCs^  étant  donné  de  poiiu 
fitipn  &  de  grajndeur  ,.ave«:  fon  paramètre ,  &  la  po(u 
tion  de  fes  ordonnées  ^  il  fera  facile  de  trouver  de  ^kâu. 
tion  hi  de  grandeur  le  premier  diamètre  HCm^  qui- 
lui  ed  conjugué ,  avec  fbn  paramètre.    Car  ayant  mené 
par  le  centre  C,  une  parallèle  indéfinie  aux  ordonnées, 
du  diamètre  Ss^on  nnarquera  fur  cetœ  lig^  deux  points . 
M^Mj  également  éloignés  d<L  part  &  d'autre  du  centre 
Q  ^  en  forte  que  J4,  m ,  foit  égalé  à  la  moyenne  propor<» 
tionnelie  entre  le  fecond  diamètre  5/^  &  ion  pacametre. 
Puis  ayant  trouvé  une  troîficme  proportioiuieUe  aux  deuX: 
•  lignes  Mm^  Ss^  il  eft  clair.,  félon  les  défî^nitions  14 &  15^ 
que  M  m ,  fera  le  premier  diamètre  conjugué  au  diamè- 
tre 5^3  &  qu'il  aura  pour  foû  paramètre  cette  troifiémej 
^opoRioniielle# 

PROPOSITION     Vît 

Thcprêmc... 


fies  3e  ce  diamètre  prolongé  ^  eemme  le  quatre  de  fon  eonjugaé 
Ss^efiau  quarté  de  ce  premier  diamètre  M  m. 

//  faut  prouver  que  ON  .  MO«Om::Ss.Mm. 

Ayant  mené  par  l'une  des  exrremiccs  M ,  du  premier 
diamecre  Mm  ^  une  parallèle  D^  au  fecond  diamètre 
5/,  terminée  par  les  afymptorës)  elle  fera  tangente  en 
M ,  félon  la  définition  13^    Et  par  confequent  *  elle  fera  "^Art.  10^ 
coupée  en  deux  également  par  ce  point:  c'efl  pourquoi^ 
fi  Ton  'prolonge  Tordonnée  OM  [  qui  félon  la  définition 
14^  eft  parallèle  ao  diamètre  5  j  )  de  part  &  d'autre  du 
diamètre  M  m ,  elle  rencontrera  les  afymptotes  en  deux 
points  L ,  /,  qui  feront  également  éloignés  de  part  & 
d'autre  du  point  O.    Cela  pofe ,  fbient  nommées  les  don- 
nées  CM  ^onXlmytiCS^o^  Cs^om  ^  MD^otx  Md,  »-^rr*iij* 
^  -,  9c  les  indéterminées  COjX^  o  H^yi  on  aura  à  caufe 
des  triangles  «femblables  C M D  ^  co  L  *^  cette  propor- 
tion: CAf<^)-JWZ)  (^)  ::  CO  {x).  OL  ou 0/=»— .Donc 

p.Sir+^'jEt  partant  X  i^HiV/si^ilfi^^^ 

^^:CÇ.    D*où  il  fuît  que  O  2^  [yy).  MOnOm  {xxè^mtt)\'i 

sT  i^cc).  Mm  (4^/).  Puifqu'en  multipliant  les  Extrê- 
mes &  les  Moyens ,  on  trouve  ^ttyy^mé\.€cxx^^^cctt^ 
^eft  à  dire  (en  divifant  par  4//»&  cranfpofant  â  Tordi- 

naire)  Téquation  m^me  précédente  fi^^^i^^j^^s^r^.   Ce 

qu*  il  faSoit  démontrer. 

COROLI.  At  R.£     GeHEKAL. 

iio.  i  L  efl  vifible  que  ce  qu^on  a  démontré  dans  la 
Propofttion  féconde*  ,  par  rapport  aux  deux  axés  Aa^  ^Art.  79». 
£b^  s'eteod  par  le  moyen  de  cette  Propoficiôn  â  deux 
diamètres  conjugués  quelconques^  Mm^  S  s.  Or  corn* 
me  les  articles  So,  81,  Si,  83^  84  &  85,  fe  tirent  de  la 
lèconde  PropofîttoB ,  fie  fUbfifleiic  également ,  foit  que 
l'angle  ^cb^  foie  droit  ^  ^qu'il  ne  le  fok  pas }  il  s'^a^ 


fuie  que  fi  l*on  fuppofè  dans  ces  articles  que  les  Moïcs^ ^^i, 
JBl^yW  lieu  d'être  les  deux  axes ,  foient  deux  diamètre», 
conjugués  quelconques  y  ces  articles  feront  encore  vrais- 
dans  cette  luppofition  :  car  leur  démonftration  deoieu^ 
se  toujours  la  même  \  &  il  ne  faut  pour  s'en  convaincra 
entièrement ,  que  les  retire  en  mettant  par  tout  ou.  b, 
trouve  le  mot  d'^^x/,  celui  de  Diametn, 

PROEO&ITIQN    VIIL 

Theorcmc., 

f  >*6«  4f •  ^       1^9*  Soient  dewc  tangentes  ^elcon^esD  E ,  F  G^^ 

it^ne  HyperboU  MA,  terminets  par  Us  âjymptotes  y  ^  qui 
s* entrecoupent  en  un  point  O  }  je  dis  éjue  les  cbtês  des  triangUi, 
C  D  £  9  G  F  G ,  autour  de  f  angle  commun  C ,  font  réciproque^, 
n^ent  proportionnels.  . 

Jlfam  prouver  que  CD;  CF  ::  CG.  CE. 
Ayjant  mené  par  les  points  touchans  ikt-,  ^ ,  les  paralv 
leles  M  jyr,  ji  Lyi  rajfymprote  CG  j  il  eft  clair  â  caufe 
des  triangles  femblahles  CDE^  H  DM  y  que  c  2)  eft  dou« 

*-/*rf.  10  j.  hic  de  c  H,  6c  QB  double  de  H  M,  j.puifque  DE  eft* 

double  de  DM.  Et  â  caufe  de$  triangles  femblables  CFG^ 
L  Tué,  que  C-Feft  double  de  CX,  &  €G  double  de  L^  j 

*»^fMoo.  puifque  JFG ,  eft  double  de  F^.    Or  *  CH.  CL  :;  LA". 

ii  M.   Et  partant  fi  Ton  prend  le  double  de  chaque  ter. 
,  me,  on  aura- 2  C^  ou  CD.  iCL  ou  GJî:  xX./tf  ou  CG^ 
%HM  OM  CE.    Ce quUl falloit  démontrer. 

CoilOLLAlK£« 

V-P.^  1  L  fiiit/de  cette  Propofîtion que  les  droites  DC^ 
jFEy  font  parallèles  entr'elles.   D'où  il  eft  évident  : 

1^  Que  les  triangles  CDE^  CFG^  font  égaux  j  car 
les  triangles  FDE^FG  E^  qui  ont  la  même  bafe  F E*^ 
&  qui  font  entre  les  mêmes  parallèles  DG^  FE^  fbnc 
c^ux  }  Et  f»rtapt.y  fi.  l'ion  ajoute  de  part. Se  d'autre  le 

mêxnc:: 
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même  triangle  CBF^  on  formera  les  triangles  CDE  j 
CFG^  qui  (eroiic  égaux,  entr'eux. 

x^.  Que  la  ligne  i)  £  ^  eft  couppée  en  même  raifoa 
aux  points  iW,  O^que  la  ligne  FG^  Teft:  aux  points  A\, 
o.  Car  menant  par  les  points  touchans  la  droite  M  A  ^ 
il  eft  clair  qu'elle  fera  parallèle  aux  deux  droites  DG^ 
F  E  I  puifqu'elle  couppe  par  le  milieu  les  droites  D  E.^ 
MQ^  renfermées  entre  ces  parallèles* 

« 

PILOPOSITION^    IX. 

Thcorcnic 

Htl«  31  par  un  faint  qf^elconque-  M\  ^une'  Hyj^crbx^le. ,  Fig*  j^\Sc 
fan  mené  une  ordonnée  hA?  à  tel  de  fe^  diamètres  A  a  que  47. 
ton  voudra  ,  ^  une  tangente  MT  qui  le  rencontre  en  T  i  je 
dis  que  C  P.  C.A  :  :  CJu  C  T.  en  obfervant  que  les  points  P , 
T,  tombent  du  même  cbtè  du  centre  C,  lorfque  la  ligne  K^efi 
mn premier  diamètre  j  &,  au  contraire  qfCiU  tombent  départ  ^ 
d  autre  du  centre  y  lorfque  cefi  un  fécond  diamètre^ 

Premier  éa^^  Lorique  la  ligne  v<^  eft.ua  premier  dia«  F  i  g»  4^^ 
netre»  On  prolongera  la  tangente  MT  jufqu'd  ce  qu'elle 
lencootre  les  afymptotes CD yCG^  aux  points  !>,£;& 
l'ordonnée  P  M  ^  jufqu'à  ce  qu  elle  rencontre  rafymptote 
CD  au  point,  ^i  on  mènera  en  fuite  par  le  point  ^  la  H.- 
gne  */^  K* ^  parallèle  â  DE^  qui  rencontre  Tafymptote 
CG  au  point.  K  ^  Il  la  tangente  F  G  terminée  par  les 
afymptotes ,  qui  fera  parallèle  ^ic  à  fiii  ^.&  qui  reacootre  '^Bef.  t^ 
au  point  o  1  autre  tangente  'DJS. 

Cela  poië",  ^  P  eft  à  ^Gy  ou  F  Ni,  FCy  en  raiibn  com* 

SoîUàcFKiFD.oKxdtOMiOD^ow'^'à^O^iOGyO}!  ^jtn.  ixo^ 
tEKi  BG,  &  de  FD  i  FC,  ou  ♦'de  EGàEC.  Or  ^T  eft  à  *  jirt.  119. 
TCyOxx  KE  à  £C ,  en  raifôn  compofce  de  £  /C  d  £  g^  &  de 
£Gi se.  Donc  .4F.  ^CxxA T: TC.  puifqae  les  raifotts 
compofantes  de  ces  deux  raifons  font  les  mêmes  ^  &  par 
^onfèquent  AP-^  ^ComCP.  CA  :  :  A  T^TC  ou  C  A.^ 
ex.   Ce  qui  itoit^ropop  euprermor  UeUk 


74  LlVRÏ    T&OISIE'ME; 

StCênicM.  Lorfque  la  ligne  ^a  ^{i  un  iêcond 
Tinecre.  Ayant  mené  par  le  centre  C  la  ligne  CK  pa« 
Taliele  à  Tordonnée /'^ ,  qui  rencontre  THyperboIe  aa 
point  i^ ,  &  la  tangente  MT  au  point  K^  &  par  le  point 
touchant  M  la  ligne  M  K  parallèle  à  Aa  \  il  eft  clair 
que  C  B  fera  le  premier  demi. diamètre  conjugué  au  fe. 
^ond  uia^hi  qu'ainiî  M  K  fera  ordonnée  â  ce  diamètre. 

Cela  pofé  ^  fi  l'on  nomme  les  données  C^  ovL.Ca^ 
>/^  c  B ,  r  j  &  les  indétermmées  <:  P  ou  MK^  x  ^  P  M 
ou  CK^y  i  on  aura  félon  ce  qu^on  vient  de  démontrer 

dans  le  premier  cas^  CR^S  ^  &  partant  RK  ou  CK 


^^CRa^^-^^^^.     Or  les  triangles  femblables  K  RM^ 

y  O  f 

C^r,  donnent  KR[i2i:fl).  Rc  (!')  .:  MK  (x). 


i^ex  tt 


^Art.ii^.  CTtsm  ^      «g^,  en  mettant  ppur  y  y — ce  ùl  valeur 

liif  tirée  de  ce  que yy^*ifJL!i^cc.   Ceft  à  dire  que 

CP.C^  ::CA.CT.    Ce  qui  rejioit  à  démontrer. 

PROPOSITION     X. 

Theorcmc* 

Tio.  48.  &  Ï22  J)  f  par  mn  point  quelconque  M  J^une  Hyperbole  qui 
4P»  a  pour  centre  le  point  C  ,  an  mené  une  ordonnée  M  P  i  l*un 
ou  À  l'autre  axe  A  a ,  ^  une  perpendiculaire  M  G  à  la  tan^ 
geme  MT  ,  laquelle  paffe  par  M  :  Je  dis  que  C  P  fera  tou^ 
jours  à  P  <j  en  la  raifon  donnée  de  Vaxe  A  a  i  fon  Para^ 
mètre. 
Car  nommant  le  demiaice  C  ^  ou  Cit ,  /  ^  &  les  indë- 

•  Art.  lû.  terminées  c  P ,  x  $  PM ,  j' j  on  aura  *  C  Zc— -  j  Et  par- 
tant /^y»^MT*"  V^  félon  que  A  a  eft  }e  premier  ou  ie 
fécond   axe.     Or  les   triangles  reâangles   iêmblables 


&B    t'H'TPÏlLBOtli  if 

^)\  p  G^'^^'.   D*où  Ton  tire  cette  proportion  CP 

puifqu'en  multipliant  les  moyens  8c  les  extrêmes ,  on 
trouve  le  même  produit  x^y..  Mais  CP  tZJI  C*/^   eft  â 

PM  ,  comme  *  Taxe  ^a  eft  à  fon  jparametre-     Donc  ♦-^r/.  &ié. 
GP  eft  aufli  à.P  G  en  cette  même  raiion*    Ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

BiLOPOSITlON    Xi 

Théorème.. 

1%$.  jf^i  it un  point  quelconque  M  ctune  Hyperbole  ,  l^on  Fi^  56V 
«»rtf  4  /w  deux  foyers  F ,  f ,  les  droites  MF,  M  f  j  y>  ^/ j  que 
la  tangente  MT,  quifajfe  far  ce  point  M.,  i&x//^  ^  deux 
igalemem  Pan^le  F  M  f • 

Car  ayant  mené  les  perpendiculaires  i^i>',/i/,  fur 
la  rang(?nte  AfT|  le.  premier  axe  j4a^qui  paflè  par  les 
foyers  i^  ,/,.&  qui  rencontre  la  tangente  en  T*yic  Tor* 
donnée  MP»à  cet  axe  :  00  nommera  les  données  C^ 
ou  Ci^»./  ^  C/  ou  C/,  1»  'y  êc  Tindéterminée  CP^x. 

L'on  aura  JlirF*(^— /).  i^/(li4-/)  ::  ri?  ou  Ci?  '^Art.j^:^ 

(l«  ) — C r  *  (  -  ) .  r/ ou  C/ (  w  )  4- C  r  (  *_'  )  .  paifqu'èn  »-^rf .  izu. 

Buikipliant  les  extrêmes  &  les  moyens  ,  on  forme  le 
même  produit.  Or  les  triangles  reâandes  femblables- 
TFZ),  Tfd^  donnent  TF.Tf::  FD.fd.  Uhypothe- 
Bttfe  MF  du  triangle  reâangie  MD  R^  iera.  donc  à  l'hy^ 
l^henufe  Mf  dn  triaôgle  reâangie  Mdf^  comme  le 
côté  D  F  eft  au  côté  dfj  &.par  coniequenc  ces  deux  triant 
gics  feront  femblables.  Donc  les  angjes  F  MD  ^fM:d^ 
ui  font  oppofés  aux  cdtés  homologues  D  F.^  df^  kxQiïu 
aDX^eotr'eux«   Ce  quUl  jaUoit  démontrer. 


K^Vî 


f6  L.1T&B    Tit'OlSiB'iKB. 

COHOLLAIHE. 

I24*  [J  E^L  A  il  eft  évi^enc ,  <iuc  la  tangente  MT^ 
étant  prolongée  indéfîniaient  de  paK  &  d'autre  du  poinc 
touchant  ilf.iaifle  THyperboIe  «/^Af,  toute  entière  du 
côté  de  Ton  foyer  intérieur  F.  £t  comme  cela  arrive  toa- 
jours  en  quelque  endroit  de  cette  Hyperbole  qu'on  pren- 
ne le  point  M ,  il  eft  vifible  qu'elle  fera  x:pncave  dam 
coûte  foQ  étendue  autour  de  Ton  foyer  intérieur 'JF« 

PROPOSITION   XII. 

Théorème. 

Vm.  $u  ^M^  Lr  A  différence  des  quartes  de  deux  JUametres  Cût^u^ 

gués  quelconques  M  m ,  S  fi  ,  f/^  égale  à  la  différence^  des  quar* 
rés  des  deux  axes  A  a^  B  b.  i 

Il  faut  prouver  que  CS^— .  C  M*  as  C^*  —  C  A  jOuqu 

C  M*— es*  —  CA*— CB\ 

^Def.ii.&  .  *Si  Ton  mené  les  droites  MSyj4B^c\\ts  feront  paraU 

i)*     leles  â  rafymptote  Cg,  &  de  plus couppées  en  deux  ega-* 

lement  par  Tautre  afymptote  «CG,  aux  points  ff ,  Gj 

«  Dif.  IV  &  puifque  *  les  lignes  M  s  ^uih^  font  parallèles  à  cette  afymp^ 

I).     toce,  2c  que  les  féconds  diamètres  Ss  ^  Bk^  font  coupw 

^Art.  II}.  P^^  *  CQ  deux  également  ad  centre  C  :  C'eft  pourquoi  fi 

Ton  mené  fur  Tafymptote  CG ,  les  perpendiculaires  ^  F^ 

jBE^  MZ^SK^otk  formera  les  triangles  G  ^^i^,  G  BE^ 

&  H  ML  ^HSKyC[\x\  feront  femblaoles  8c  égaux.  Celc 

'^Art.  8f.  PP^^  •  foient  nommées  ïqs  données  CG  ou*G-/^,  tny 

G£  ou  G  F^a  ^^  ^F  ou  BB^hi  &  les  indéterminées 
-     CH^  X  y  H  M,  y  :  ce  qui  donne  CEtsmm-^a,  CFwsê 

m^^ayCE  -^EB  o\iCB  ommm'^iam^^aa'^i^^ 

CF^F^  OQ  Cj4  Baammm^iam'+'aa'^it.  Etpar* 

tant  CB  -^CA  ^s^^am.   Or  les  triangles  femblables 
G.A  Fj  HML^  fourniflent  G ^  {m).  A  F  [h)  iiHM 

{y).  MZ  on  KS^tl.    Et  GAim)^  GF{a)iz  HM 


Bb   VHtpiilbûii.  ff 

iy).  Ht  ou  HKmmtZ,  DoncCK— ^-hîj,  CX^;e 


m  ifwfH  jm  m 

partant  c  <S  «-^  C  iM  «s -^^  SB  4  ^  m ,  en  mecçaor  pour  ATjf 

fa  valeur  *  mm.   Donc  CiS  ^CM  s^CB  m^C^* ^  Ce  *^9t.i^t^ 
qu^ il  fattoit  démontrer. 

Si  l'angle  <?  Cg ,  fait  par  les  afymptotes ,  ctoit  aigu ,  au 
lieu  que  dans  cecre  figure  &  lé  raifbnuêmebc  qui  lui  eft 
approprié,  il  eft  obtus  ^  CJFferoit  alors  plus  grande  que 

C£  1  &  on  prouveroit  de  la  même  manière  que  c  M  ^^CS 

^s»c^  .^  c  B  •  Mais  fi  Tangle  G  Cg  fait  par  les  afymp-  ^ 
rotes  étoit  droit ,  il  eft  vifible  alors  que  les  lignes  !é4£^ 
MSy  fcroient  perpendiculaires  fur  Tafymptote  CG  5  &  . 
qu'ainfi  les  deux  demi- diamètres  conjugués  CM^  cS^k^ 
toient  égaux  entr*eux^  de  même  que  les  deux  demi,  axes 
<;  A  yCB.  Or  comme  alors  la  différence  des  deux  dia^ 
mètres  conjugués  Mm^  5j,  eft  nulle,  auflî  bien  que  celle 
des  deux  axes  ^^ ,  ^^  ^  il  s'cnfuk  que  cette  Prapofitioii 
eft  vraie  dans  tous  les  cas. 

Co  ILOLLAIILE. 

12^.  IJe.la  il  eft  évident  qu'un  premier  diamètre 
Quelconque  ^  m ,  eft  moindre  ^  plus  grahd ,  ou  égal  au 
fécond  diamètre  i  j,  qui  lui  eft  conjugué }  félon  que  TaiK 
^e  GCg^  fait  par  les  afymptotes ,  eft  obtus ,  aigu  ^  ott 
droit. 

D  E^f  I  Nï  TlOM> 

hes  deux  Hyperboles  oppofées  (ont  appdiéeis  E^tiUé. 
teres  ^  lorfque  deux  de  leurs  diamètres  conjugués  queU 
conques  font  égaux  entr'eax  >  ou  bien  lorfque  Tangle 
[&it  par  leurs  afymptotes  eft  droit. 

K  iij 


7»^  l^iTM  Titorsi^'MBi 

C  O  I,  O  L  L  A  I  &  1» 

F 1 6,  s%.  '*7»  Si  d'iin  point  quelconque  M  d'une  Hyperbo» 

le.  tiquiiarére ,  1  on  mené,  une  ordonnée  M  Pitel  de  fesN 

**^rf.  lu    diamètres  jrf«  qu*ôn  voudra,  on  aura  ^MP  zsaC^  tx 

^  C  ^  :  r^aroir .«ii^^,  lorfque  y^  ^^  eft.  un  premier  diagietre  i.^ 

&  -f^.,  lorfque  c'eft  un  fccond.  Car  le  diamètre  conjugucL 
^jtrt.  u<I  au  diamètre  ^d  ^  lui  fera-  toujours  égal. 

P.Il,0ROSITI  OR  XLHL 

Problème.^ 

^^P-  ShSi» .      I2,o. .  i>"  EUX:  diamètres  conjugués  quelconques  étant  dcn^ 
*  ^^*  »^/,  ^fiçocbani  Uquçl  des  deux  efi  le  premier  i  ou  ce  qui  re^^ 

*HArt.  xi4.  w>»/  *-«^«  mirfu  y  les  aj^mptetes  CD,  CE,  d'une  Hyperbole, 

étant  données  ^  avec  un  de  fis  points  quelconques  M  :  mener- 
4eu^  diamètres  conjugués  A:a  ,  fib ,  qui  faffent.  ent/eux  un 
angle  égal  i  un  angle  donné. 

Ayant  coupé  dan^  un  cercle  quelconque  qui  a  pour^ 
centre  le  point  i^^  un  arc  ^^/ capable  de  Tangle  DC F 
fait  par  les  afymptQtes  -on  mènera  par  le  point  de  mi- 
lieu  ^,  de  la  corde  ^/Ja  ligne,  ^r  qui  faife  avec  cette 
corde  de  part  ou  d*autfe  l'angle  dec  ou  fec  égal  â  Tan. 
£le  donné  i  &  par  le  points  ^  oà elle  rencontre  raro/^/*^^ 
Tés  droites  cd^of.    Cela  fait» on  prendra  fur  le$  afymp^^ 
içtes  Jes»  parties  CD,  C.^>  égales  aux  cordes  cd^  c/i  fit. 
^yant  tiré  Z>  jF»  l'on  mènera  le  iêcond  diamètre  £S  pa^ 
rajlêle  à  cette  ligne.,  âc  Je  premier  diamètre  ^^^  qui  pa(^ 
iê  par  ion  milieu  jS.  Je  di«  que  ces  deux  diamètres  ^^>, 
^û9  font  entr*eux  un  angle  égal  à  l'angle  donné ,  &  qu'ils*, 
fçbt  con\J4}giié^  Tua  a  l'autre. 

.    Car  par  ï^  coQÙimiUkoa  l'angle  if^r/efl  égal  à  J 'angle 
.  JDCf  fait  par  les  afymptotes  ^  &  par  con^quent  lesv 
triangles. DCF^d cf^  Jk  DQE,  dcèy font  égaux  &  fem« 
blable.    L'angle  £  Ca^  que  font  entr'eux  les  deux  dia^- 
fljÇJ^s  ^a^  Bb ^ fera  doac  égal  à  l'angk  2)  JE,  Cjotu  def. 


^iti  t  été  iaic  égaU  Tangle^donné.    De  plus,  fi  Ton  mené 

par  le  point  A ,  que  je  fuppoiê  êcre  Tune  des  extrémités 

du  premier  diamètre  Aa^yxti^  parallèle  D E\i\ eft  clair 

qu'elle  fera  couppée  également  par  ce  point ,  puifqu^ 

h  F  Teft  au  point  E  \  &  qu'ainiî  ^  elle  fera  tangence  4^r/.  lôf. 

en  yi  5  d'ojli  il  fuit  ^i^  que  les  diamètre;  A  a  ^Bb^  font  con-  ^  2><f*  i^, 

;jugués. 

Maintenant  pour  déterminer  la  grandeur  de  ces  deux 
-diamètres ,  on  tirera  par  le  point  donné  M  y  une  paral- 
lèle MKL  ^}x  premier  diamètre  ^^^  laquelle  rencon- 
tre Tafymptote  i?  D  au  point  K ,  &  l'autre  afymptore 
C  F  y  prolongé  au  deii  du  centre  C y  %\x  point  L  :  &  ayant 
pris  CA  moyenne  proportionnelle  entre  KM  y  ML  -^A 
<ft  clair'*  que  le  point  A  fera  Tune  des  extrémités  du  pre-  »  Art.  94, 
fnier  diamètre  Aa;^iii  qu'ainfi  menant  les  lignes  AB^  ah^ 
parallèles  aux  afympcotes  C  F  yC  D  y  elles^  détermineront  *  Dcf  ij, 
par  leurs  points  de  rencontre  B  ^h^\z  grandeur  <lu  fecond 
diamètre  St. 

Comme  Ton  pew  mener  deux  différentes  lignes ^r,^r, 
<]ui  faflent  avec  la  corde  df^  de  part  -&  d'autre  des  an*, 
gles  ieCyftc^  égaux  â  Vangle  donné  y  lorfque  cet  angle 
c'eft  pas  droit  i  il  s'enfuit  qa'oo  pourra  toâj ours  trouver 
alors  deux dtiièrens  diamètres  conjugués ^^^^  Bb^  qui  fa- 
^isferont  également ,  comme  Ton  voit  dan«  les  «figures  ^4 
&  55*  Mai«  il  eft  à  remarquer  que  les  diamètres  conju. 
^és  Aa^Sbydchfi^^j.  ont  une  position  (embUble  paf 
rapport  i  rafymptote  C  f*  ^  â  ceux  de  la  figure  54.  par  rap. 
port  à  Tautre  afymptote  CD^U  que  leur  grandeur  de<» 
meure  la  même  dans  ces  deux  diffibrentes  poikions.  Car,         -^  ^  '- 

1^.  Menant  da  centre  o  au  point  e  ^  milieu  de  la 
corde  df^  la  ligne  oe,  elle  fera  perpendiculaire  i  cette  ^  '' 

corde  y  9c  par  confequent  les  angles  ot€  ^  otc  ^  feront 
•égaux  9  c'eft  pourquoi  tirant  les  rayons  ^r ,  ^^  ,  les 
triangles  étt^  9eCy  qui  ont  te  coté  o€  commun ,  les  aor 
^^%  ûeCy  pec  ,  &  les  cètés  9€ ^^c^  égaux  entreux  ,  au^ 
roDt  auffi  leurs troi€émes datés  t^^ec^  égaux.  Les  trian- 
gles fic^  d4<^^\3k  ont  les  câtés  ^/^  /  i^4k,  e<^  '^e^ick» 


9o-  Ltr'KS  T&orstE'Mft 

angles /r tf,  ^&r/ égaux,  feront  dpnc  égaux  & 
blés  j  d*où  l'on  voit  que  Tangle  ecf^  oùECF^  de  la  figa^. 
re  55.  eft  égal  4  l'angle  ecd^  oa  £  CD,  de  la  fig.  54.  fie. 
qu'ainfi  la  pofîtion.  du  di^^raecre  '^  ^ ,  de  la  fîg  55.  par  rap. 
port  i  rafymptote  CF^xd  fembiable  à  celle  du  diamètre: 
jtia^ài^  la. figure  54. par  rapporta  Tausi^e  afympcptç  CD. 
1^  Si  Ton  mené  dans  la  figure  55.  la  ligne  iUT/,  qui. 
^^dç  avec  rafympcote  CF  ^  prolongée  du  côté  du  cen* 
tre  c,  Tangle  Mlc  égal  iTangle  ML  c  ou  £  c F ^àe, 
ht  figure  54  :  il  eft  clair  que  les  lignes  Af  / ,  iti  i&  ^  de 
la  figure  55.  feront  égales  aux  lignes.^  X ,  iWf  ic ,  delà  fi-* 
gure  54  )  puifqu'on  Jqppofe  que  la  ppficioa  du  point  M 
pâ^r  rapport  aux  aCympcote;  ,  eil  la,  même  dans  ces. 
deux  ngures.    Or  l'angle  M  IL  ^  complément  â  deux 
droite  de  l'angle ^M/C> de  la  figure  55.  ou  de  ECF  delà, 
figure  54,  eft  égal  à  Tangle  -MKk^  complément  à  deux 
droits.de.  Tapgle  ECD  de  la  fig.  ]y  o^à^BCF  de  la fig.  j4j. 
£c  par  confequenc  dans  la  fig.  $5.  les  deux  triangles  LMÏ^ 
i  AfiC,qui  oqc  Tangle  en  JVf  commun,  &  les  angles  aux. 
points  l^K ,.  égagx^  (ont  (èmblables  :  ce  qui  .donne  L  M. 
Ml xikMs  M ^.  Et  panant  Z A/ ^^MKm^l M^Mkoxx 

^jiff. 54,   -i  M  ^sM  K  de  Ja  figure  54.   A'où  Ton. voit  ♦  que  les  pre^ 

ipiers^d^mi- diamètres  C^  ,  Cv^^de*  figur-es  54,  ôc.jj^ 
font  égaux.  Il  en  eft  dé.  m^me  du  diamètre  bh  î-puif- 
que  fâ  ppfitipn  &  (a  grandeur  dépendent  de  celles  du  pre^ 
{nier  diamètre  A^a.,  auquel  il  éft  conjt^ué. 

Comme  Ton^ne  peut  mener  q.a'iiQe  feule,  ligne  e  c ,  qui' 
fafle.avec  la.  corde  ^^/de  part*  ou  d'autre  y  un  angle  égal 

Bi%«5tf^dc  à  Tangle.  donne. ,  lorfque  cet  angle,  eft;  droit  j  il  s*enfuic 
57*     ^u'il  n'y  a  que  deoxi  diagietces  conjugués  Aa^  Bb ^  qui 

^SÀrî.  X41.  ^flent  entr'eux  un  angle  droite  &.qu'ain fi  *  ils  feront  les 

iieux.axes*  Mais*,  le  triangle  dçf  ou  DCF^  éjrant  alors 
irpfçelle,  le  pjemier  axe  A  a  divjfera  par  le  milieu  Tan» 
gle  De  F  fait  par^  les  aiymptotes  }  d'où  Ton  voit  que 
pour  trouvée  dp.pofition  les  deux  axes^  il  n*y  a  qu'à  ti^ 
«er  dejux. lignes^ droites  ;^^^  £^,  perpendiculaires  entrV 

4(ties  .dont  .i:ujsc.  d'elle*  Aa^  divilc  par  le.  oUliçu  Tanglpi: 

2?C 


\ 


« 


è 

JDC/^fait  par  Ie«  afymptotes  :  après  qtfoi  Too  en  déter- 
minera la  grandeur,  comme  on  vient  de  Tenfeigner  pour 
les  diamètres  conjugués. 

On  peut  encore  trouver  les  deux  axes  de  cette  autre 
manière.  Soit  menée  par  le  point  donné  il/ une  paralles- 
le  M  M  i  Tune  des  afymptotes  CF^  &  terminée  par  l'au- 
tre CD  au  point  H.  Soit  prife  fur  ràfymptore  C£),  la^ 
partie  CG  égale  â  la  moyenne  proportionnelle  entre  c//, 
JiM  :ic  foit  tirée  par  le  point  G  une  parallèle  ^  JS  à 
CJF ,  teJle  que  chacune  de  les  parties  GA,  GB^  foit  éga- 
le â  CG,  11  eft  évident  que  les  ligrtes  C^ ,  C5 , ♦'feront?  *^r/.  k,,;^ 
les  deux  demi^axes  de  pofuioû  &  de  grandeur^.  &  8& 

C  O  KO  L  L  A  I  R  £, 

I*9*  I  L.eft  donc  évident,  i.^.  Qu'il  n'y  a  que  deux 
diamètres  conjugqés  qui  failènt  entr'eux  un  angle  droit  ; 
&  qu'ainfî  il  ne  peut  y  avoir  que  deux,  axes,  z®.  Qu*on 
peut  toujours  trouver  deux  diâerenis  diamètres  conju^ 
gués  qui  faflènt  entr'eux  un  angle  égal  â  un  angle  don. 
né ,  iorfque  cet  angle  n'eft  pas  droit  j  que  les  deux  prei 
miérs  ont  une  pofition  femblable  par  rapport  â  l'autre 
afymptote,  ai.  celle  des  deux  autres  par  rapport  â  l'autre 
afymptote  s  d'où  il  fuir  qu'ils  font  femblablement  pofés 
de  part  &  d'autre  des  deux  ax^s ,  puifque  les  deux  axes 
divifent  par  le  milieu  les  angles  faits  par  les  afymptotes  ) 
&  qu*ennn  leur  grandeur  demeure  la  même  dans  ces  deu» 
di£tereotes  pofitioos. 


PROPOSITION     XIV. 

Problême. 

Î3P«^  13  fi  V  is^diatnetres  Cùnjuytès^  quelconques  étant  doft\ 
nés  ^  ^  kachant  lequel  des  deux  eft  le  premier  -^ou  ce  qui  eft  Ùt, 
même  cbofe  *  les  afympmçs  de  deux  Hyperboles  êfpofées  étant  't^AH.  nif . 
dom$ées  éirvec  un  de  leurs  points  quelconque  :  décrire  ces  Hyper^ 
i^^£Mr  un,  mouvement  cmtinu.  ' 

IL 


On  cherchera  les  deux  axes ,  comme  roo  vient  d*eft- 
ièigner  dans  la  propoficion  précédente  ,  &  Pon  décrira 
enluice  les  Hyperboles  oppalees  (êlon  rarcide  76. 

S  £  C  O  N  D  £      M  A  N  1  e' Jl  £• 

f  j  G,  î€.  Soient  ^a^Bù^hs  diamètres  conjugués  donnés,  en- 
tre lefquels  le  diamètre  Aa  cH  le  premier ,  ou  biea  CG^ 
Cg,  les  afympçoces  données,  avec  le  point  ^  ,  un  de 
ceux  des  Hyperboles  oppofées.  Ayant  mené  par  le  point 
donné  A  une  parallèle  AG^i  l'une  dt%  afymptotes  Cg^ 
&  terminée  par  l'autre  en  G ,  on  fera  gliiler  le  long  de 
rafymptote  CG,  indéfiniment  prolongée  de  part  &  d'au, 
fre  du  centre  c,  une  droite  HK  égale  a  CG,  qui  entrât- 
fiera  par  fon  extrémité  H  une  parallèle  H  M  à  rafymp-. 
tore  Cg,  &  par  ion  autre  extrémité  X",  une  droite  KA 
mobile  autour  du  point  ûxe  A.  Je  dis  que  rinterfeâiott 
continuelle  Af  des  di-oites  AKy  H M\  décrira  dans  ce 
imouvement  les  deux   Hyperboles  opposes  qu*on  de- 

mandje. 

Car  âcaufe  des  triangles  femblables  K  HMy  KGA^ 

on  aura  toujours  KH  ou  CG.  HMzi  KG  ou  CH.  G  A. 

Et  partant  C H^H  Mz^mCGn  G ^.    Le  point  M  fera 

♦  Art.  lou  donc  •  un  des  points  de  l'Hyperbole  qui  paflè  par  le  point 

donné  A ,  Se  qui  a  pour  afymptotes  les  doites  donnéei 
c  G,  Cg $  ou  de  THyperbole  oppofées 

Probieinic 

13  !•  Li  E  S  mêmes  chofes  étant  données  que  d^$  la  Pf§^ 

IfKfitm  précédente  ^  détrire  In  Hyferhokpoff^fia  far  fhm 
ff^ys  pnntSk  '• 

P  H  8  M  I  E  a  B      M  A  N  I  e'  R.  £• 

ri  G.  59.        Soient  CD  ^  C£  ^  les  afymptotes  données  ^H  Ait 


' 


D  X     L^  H  Y  P  E  IL9  O  C  li  ^. 

pomt  donné.  Ayant  mené  par  ce^ point  ^autut  de  lignes 

DE  ^  D£y  DE  y  &c«  qu'on  voudi'a  ^  terminées  par  les 

a/yroptotes  ^  &  ayant  prisiur  ces  lignes  droites  les  parties 

EM ,  EMy,EM\  &c.  égales  ^ D  ,v^  D,  ^  Z) ,  &c  ^  fça- 

voir  chacune  a  fa  correipondânte  :  il  cft  clair  *  i®.  (>je  ^  Art.i^s^. 

les  points  M^My  M  ^&LCy  ferontà  PHyperbolc  qui  paîlè 

j^ar  lejpoint  À  ^  lorfque  lès  points  E^E^E  yMc.  tombent 

au  deflous  du  centre.    2^.  Que  ces  Hyperboles  ont  pour 

afymptotes  les  droites  CD  ,  CE.    Fâifant  donc  padèr 

?ar  tous  les  points  il/,  M  ^  M  ,  &c.  qui  tombent  dans- 
angle  fait  par  les  afymptotes ,  une  ligne  courbe ,  &  par 
les  autres  points  M^  M^M  ^  &c.  qui  tombent  dans  Pari- 
;le  oppofe  au  fommet  à  celui  d  ,  une  autre  ligne  cour- 
te }  ces  deux  lignes,  feront  les  deux  Hyperboles  oppofëes 
<^a'on.  demande. 

S  E  G  O  N  D  £     M  A  N  I  e'  R  £• 

Soient  lès  lignes  ^a  ^  Bh  ^  les  deux  diamètres  coiiju«  Flg;  6oi 
gués  donnés,  entre  lefquels  ./^ ^  eft  le  fécond.    Ayant 
pris  furie  premier  demi- diamètre  c B  prolongé  indcfî. 
flfment  du  côté  de  B^  de  petites  parties  CE\E£  ^E  E , 
&c.  égales- entr^elles  ,  autant  te  de  telle  grandeur  qu'on 
voudra ,  on  mènera  par  celui  des  points  E  ,  qui  efi:  Id: 
glus  proche  du  centre  C,la  ligne  £/^  parallèle  à  B^^, 
&  on  prendra  fur  le  fécond*  diamètre  ^a  de  part  &  d'au., 
tre  du  centre  C ,  autant  de  petites  parties  c  P^  PP^  pp^^ 
icc.  toutes  égales  à  c/>,  qo*il  y  a  de  petites  parties  Cf^. 
EE  yEE^  &c.    A^nt  tiré  C  D  perpendiculaire  &  égaler 
à  cjîr,  on  mènera  par  tous  les  points  />,  P^  P^  &c ,  des> 
jKLralleles  MPM  ^  MPM y  MPM  ^.&c.  au  premier  dia* 
mètre  J?^,  fur  chacune  defquelles  on  prendra  de  parr 
êc  d'autre  du  point  P,  des  parties  PM^  P  M,  égaler 
diacane  â  fa  correfpondame  ED:  Je  dis  que  les  deu&li» 
goes  courbes  qui  paflent  par  tous,  les  points  M  ainfî  troiu 
tés  ^  feront  les  deu3&  Hyperboles  oppofées  qu'on.  do« 
Biande.  ^ 

Car,  nommant  le&  données  C^y  ti  CB  ou  CD  jC  y&ù: 


«4  '       Livnp   TuoiSîi'Mi. 

hs  indéterminées  CP^x  i  P  M^y^^X^s  triangles  icm^^ 

blables  C  A  B  ^  C  P  E  y  donneront   cette  proportioa 

CA  {t).  CB  \c)::  CP  {x).  CEcmi^.    Et  â  caufe  du 

triangle  S  CD  reâangle  en  C,  t ^^  imaginant  chaque 
bypotbenufe  £D  qu'on  a  omiîè  de  peur  de  confuuoa 

dans  la  figure) le  quarrc J5Z)'ou PM^ {yy)^CE^  (  îlff  ) 

^Art.%i.&  ^CD  {ce).    La  ligne  PM  fera  donc '^  une  ordonnée 

iis!     ^u  fécond  diamètre  Aa  ^  qui  a  pour  conjugué  le  pre^ 

mier  Bb  ;^  te  comme  cette  démonftration  convient  â 

toutes  les  lignes  P  M  ,  puifque  chaque  C  P  eft  toujours  â 

la  correfpondante  C£,  en  la  raifon  de  c^  i  C5  :  il 

s^enfuit  &c. 

F 1  G.  6i.         Lorfque  les  diamètres  conjugués  Aa^  B&,  font  égaux 

*  Dff,  i6.    entr'eux,  c*eft  à  dire*,  lorfque  les  Hyperboles  qu'on  dcn 

mande  font  eqoilateres  ^  ia  conftruâion  devient  beau- 
coup plus  aifce.  Car  ayant  mené  CD  perpendiculaire  & 
égale  â  CA ,  &  tiré  par  un  point  quelconque  P  du  dia^. 
mette  Aa^  une  parallèle  MPMzu  premier  diamètre 
^  ^  j  il  n'y  aura  qu^à  prendre  fur  cette  ligne  de  part  &; 
'  d'autre  du  point  P ,  les  parties  P  M^  P  M  ^  égales  cba-i 
cune  à  PD^  pour  avoir  deux  points  des  Hyperboles  op- 
pofces.  Car  à  caufe  du  triangle  /^ CD  redangle  en  c  (ea 
imaginant  chaque  bypotbenufe  P D)  on  aura  toujours 

Jd* ou/^iW*saC P  4- CD  ou  c.a'  5  Et  partant  la  ligne 
^Art.  117,  P  M  fera,*  une  ordonnée  au  fécond  diamçtre  Aa^  qui  a 

pour  conjugué  le  premier  B  b  qui  lui  eft  égal. 

■  .  ■'    . 

De'pinition. 

I 

17,       ^ 

fiQ.6i.         Soient  deux  Hyperboles  oppofées   A  M  ^  am^  qui 

ayent  pour  premier  axe  ia  ligne  Aa  ^  i(.  pour  fécond 
axe  la  ligne  Bb  ^Sc  foient  deux  autres  Hyperboles  oppo- 
fées BS^  bsy  qui  ayent  au  contraire  pour  premier  axe 
la  ligne  Bb  ^U  pour  fécond  axe  la  ligne  ^^  :  ces  deux 
nouvelles  Hyperboles  BS^bs^  font  appellées  Conjuguées 


«m  deux  premières  ^M^^m^Uk^ qqficre enfemble  totie 
^ppellées  Hyperboles  conjuguées. 

Co  HOLLAim. 

^2.  Xl  eftcbir  que  les  lignes  -B^,  ^^^  font  paral- 
lèles )  puifque  les  droites  ^a^  Bb^  cerminées^  par  ces  li^ 
gnes,  s'eocrecoupeoc  *  en  deux  également  au  point  C-  */)^/- .  ^^ 
D'où  il  fuit ,  felon  la  définition  ii^  -que  THyperboIe  BS  ^^ 
conjitçuée  à  y^  ikf ,  a  pour  Tune  de  (es  afympcotes  la  ligne 
CG  aiymptote  de  rHyperbole  ^M  ;  ôc  pour  Tautxe^  la  li- 
gne Cg  autre  afympcote  de  THyperbole  ^  M  indéfini* 
ment  prolongée  du  côté  C  :  paifque  ces.  deux  lignes 
paiTent  par  té  centre  C  5  &  (ont  les  parallèles  aux  deux  droi*  ~~ 
tes  Ba^B  A^  menées  de  Textremité  B  du  premier  axe 
£  ^  de  rHyperbole  B S  aux  deux  extrémités  ^ ^a^  du  fé- 
cond. Il  eu  donc  évident  que  les  deux  droites  cG  ^  Cg^ 
parallèles  à  ^^,  ^-ff^  indéfiniment  prolongées  de  part 
-fie  d'autre  du  centre  C ,  font  non  feulement  les  ^fymptotes 
des  Hyperboles  oppofées  A  M^am^  maïs  aul&  des  deux 
autres  BS^bs^  qui  leur  font  conjuguées. 

» 
•  *  •  - 

PROPOSITION    XVI. 

Thcoicme.  :  ^ 

153*  5>  i  ^^»  mené  par  un  point  quelconque  H  d'une  ajymp- 

Hfe  C  G  commune  aux  deux  Hyperboles  A  M ,  B  S  ^  une  pa^ 

raSele  M  S  i  t autre  afj/mptote  Ç  g,  5  /^  dis  qu^elle  rencontrera 

€es  deux  Hyperboles  en  des  points  ÎA^S^qui  font  également 

éloignés  de  part  ^  £  autre  du  point  H. 

Car,  i®.  La  ligneJVf5  rencontrera"*  chacune  des  H  y-  ^Art.x<^^ 
perboles  ^ M^  BS^cnutï point,    z^.  A  caufe  de  THy- ' 
perbole  AM  ^k  redangle  *  CH^  HM^CO  n  g^  j  &  *Art.icu 
à  caufe  de  THyperbole  BS,  k  redangle  C/f  »  HS^ 
CGnG  B.    Donc ,  puifque  *  G  BsmG ^  ^\\  s^enfuit  que  ♦  Art,  8S* 
C/f  ic  H5—C/f  ic /f  ilfî  Et  qu'ainfi// 5,-*  JfJkf.    Ce 
fu'il  faUoit  démontrer^ 


I#  LtViB     TrÔ  IS  lE'Ml. 

CoiLOt  E,  A  tVE     L 

M4*  Si  l'on  mené  des  points  M^S^  des  deux 'H'yt. 
perbole*  j4M^£S ,  les  diamètres  M  Cm,  S  Cs^  terminés. 
•'Art,  n4.  par  les  deux  autres  Hyperboles  am,  i  j  fil  tft  clair  '  quc- 
le  diamètre  5^j  (era.le  fécond  diamètre  conjogué  au  pre- 
mier Mm  des  deux  Hyperboles  oppoféeS'  A  M  ,  am  ^  Se 
séciproqoement  que  le  diamètre  M  m  fera  te  fécond  dia. 
iltetre  conjugué  au  premier  S  s  des  deux  Hyperboles  op. 
pofées  S^yi>i'  D'où  Ton  v^it  que  deux  diamètres  con- 
jugués quelconques  Mm^  Si, de  deux  Hyperboles  op- 
porées  AM  ^am^  foncr  auffi  deux  diamètres  conjugués 
des  deux  autres  Hyperboles  BS ,  b$ ^  qui  leur  font  con. 
guées  j  avec  cette  dmèrence  que  le  premier  diamètre  Mm* 
devient  le  iêcond  «  &  qu'au  contraire  le  fircood  S  s  d&>^ 
vient  le  premier. 

CokollaikeIL 

155*  XJf  E  L  A  il  eft  manffefte  que  les  Hyperboles  con- 
juguées £Syés  ^  aux  deux^  M  ^am,  paflencparlesex^ 
tremicés  S  ,s,.  de  tous  les  féconds  diamètres  S  Cs  de  ces 
Hyperboles,  ;  U  réciprpqoemént  que  les  Hyperboles  Am^ 
am,  paOent  par  les  extrémités  Al  ^  m,  de  tousUslêconds. 
diametres^Cm  des  deux  Hypetboles^S, ^j, qui  leui; 
&QC  conjuguées. 


r — "^ 


7^^! 


l( 


-•  ^, 


LIVRE     t^U  A  T  R  I  E  M  E. 

Des  trois  SeÛ/ons  Cofifqaes. 

D  e'f  1  n  I  t  I  o  k. 

ON  entend  par  le  rerme  gênerai  de  SeEihn  Canîqke^ 
chacune  des  trois  lignes  Courbes  dont  Ton  vieoc 
de  parler  dans  les  Livres  précedens;  fçavoir  ^  la  P^is^^/r^ 
VElliffc  3  VHyferboU  ou  les  Hyperboles  offopes. 

PROPOSITION    L 

Théorème. 

136.  S I  f^^  f  extrémité  A  iun  diamètre  (p^èlctmque  A  a  îie.  ^).  & 
îtwie  EBipfe ,  eu  Jtun  premier  diamètre  A  a  ^mne  Hyperbù^  ^+* 
U^  Pon  mené  une  parallèle  kG  à  fes  ordonnées  P  M  ,  qui  [oit 
iysk  kÇm  paramètre  j  é*  f»'^  ^^  ^^  tasttre  extrémité  a ,  la 
droite  aG ,  qui  coupe  en  O  une  ordonnée  quelconque  P  M  proi. 
longée  s'il  efi  necejfaire  :  je  die  que  le:quarréde  l'ordonnée  P  M 
tfi  égal  au  reHangle  de  A?  par  P  O. 

Il  faut  prouver  que  PM  Mi]0LP)rPO. 

Selon  les  articles  41  &  55.  du  fécond  Livre ,  8r.  &  iiS. 


.— .% 


du  troifiëme  »  on  aura  ^a.  ^  G  ii^Pn  pa.  P  M  .  Or 
à  caufe'  des  triangles  ièmblâbles  aAG^  a  PO  y  il  vient 
U4f.  AG  ::  Fa.  PO  ::  ^P^  Pa.  ^ pnPO.  Donc 
PM^ tamAPn  PO.   Ce  qu'il  fattoit  démontrer.  \ 

COR^OLL  ArllLE. 

— ^^   »       —       • 

137*  De- LA  il  eft  évident  que  le  quarrë  d'une  or- 
donnée quelconque  PM  i  un'  aiametre  j4a  ^  eiï  toû-. 
|oars  moindre'  dans  rEHipfe  y.&c  toujours  plus>gr4nd  dans 
rHy{«rbok^  qw  1«  tflàaogie  fait  du  paramètre  ^  <? 


tt  Lit  Kl     Q^OATME'nfBi 

par  U  p»€ie  ^P  de  ce  diamètre ,  prife  eotr^  fonongjiv 

ne  ou  extrémité  \/^ ,  &  la  rencontre  P  de  Tordonncej, 

"^Art.  7. &  au  lieiique dans  lâ^Pàrafeole ^ils  fout  c^ux.    Qi  c!eft: à 

*®-  caufe  de  cette  propriété,  que  Apollonius ,  furnommé  le 

I  i  G«  6$,     Grand  Gtomçt/e  ,^â  inrtpofc  aux,  Sëâions  Coniques  les  noms, 

que  nous  avons  marqués  :  car  il  a  voulu  donner  à  enten* 
dre  par  celui  de  Paruhole-^  la  jufteile  ou  exaditude  5  par  . 
celui  à'Ellipfe ,  le  défaut  ou  manquement  5  &  par  celui^ 
ai  Hyftrboie\  ïtyj^^  qui  fe  trouve  dans  la  comparaifon 
des.quarcés  des  ordonnées  P  M  ây<c  les  re(3:aDgles  cor^ 
tefpondans;  AP^AG. 

PROPOSITION     IL. 

Theorcmc 

f  )©•  66.  &        ^38.  XJ  ANS  uiie  BBipfe  tout  diamètre  A  a ,  (^  dans  les 
67^   '  Hyperboles  oppofees  tout  premier  diamètre  Aa  ^  dlmfi  en- 
deux  également  pan  le  centre  Q^  ^  net  rencontre  la  SeHion 
quen  deux  points. 

On  a  démontre  cette  Proportion  dans  les  articles  50 
du  fécond  Livre }  96  &  105. du  troifîéme. 

PROPOSITION    Ht. 
Theorcmc^ 

--  ^9•  iL'Lne  peut  y  avoir  qu* une  feule  tangente  L  A  L  qm^ 

faffe'  par  un  point  donné  A  fur  une  Sefiion  Conique. 

Cette  Propbfition  fe  trouve  démontrée  dans  les  arti- 
cles 11  du  Livre  premier  i  56  du  Livre  fécond  $  &  107: 
dm  troifiémê» 

PROPOS-ITION    IV. 

Theorcmc^ 

ïi4rO.  Xl,  es*  tangentes  L  A  L,  1  a  \^  qui  pajfent  par  Usi 
eççfremith  È^^n^^iunTdiamtre  ^udconque  dtunt  EUtpft ,  oujdjt 

dtttX: 


Dis  TiLois  Sections  Cot^iQ^is.       fy 

Jmx  Hyperboles, oppopes  \^  font  parallèles  entr^eHes. 

Ceci  a  été  demoacrë  dans  les  articles  44  &  55  du  Li» 
irre  fécond. ^&  iio  du  Livre  ccoifiéme. 

P  R.  O  P  O  S I T I  O  N     V. 

Thcorcme.. 

*4I-  U  N  dianmre  quelconque  étar»  dorme  dans  ^ESipfe^ 
éUr  dans  les  Hyperboles  oppofees  5  je  dis  que  la  pofition  du  dia^ 
mètre  qui  lui  efi  conjugué  ^ejl  déterminée  de  manière,  qu'il  nt 
feut  y  en  avoir  qu^une  feule ^ 

Car  i®.  Si  la  Sedion  eft  une:  Ellipie  ,  ou  qu-^canp  les 
Hyperboles  oppo/ces  le  diamètre  donné  Aa  foir  un  pre^- .  • 

mier  diamètre  ^  il  eft  clair  félon  l'article  jé  du  Livre  fe^ 
cond ,  &  la. définition  i j^  du  troificme  Livre  ^que  fon  con- 
jugué ^^  fera  parallèle  à  la  tangente  LAL.^  qui  paiTe  par 
l'une  de  {&%  extrémités  A.    Donc  *&c».  *Art:'\^ 

x^.  Si  la  Seûion  étant  les  deux  Hyperboles  oppofees,  le 
diamètre  donné  Ai  eft  un  fécond  diamètre  ^  la  chofe  a 
étc  démontré  dans  l'article  11 5. du  troifiéme  Livre. 

C  o  R  o  L  L  A  I  Ik  B. 

ï4^  Il  eft  donc  éyidçnç.  qu'une  Seâtion  Conique 
étant  donnée  avec  un  de  fes  diamètres ,  la  pofition  des^ 
ordonnées  à  ce  diarnetre  ^  fera  déterminée  de  manière..  .Ci. 
que  chacune  a'en  peut  avoir  qu'une  feule  ^&  qu'elles  font-  : 
toutes  parallèles  entr'elles.  Car  elles  doivent  être  paralr 
Icles  dans  la.  Parabole  *  à  la  tangente,  qui  pafle  par  Voxu  ^Art.  lu? 
gine  du  diamètre  donné  ^  &  dans  les  autres  *Sedions,  au  j^j)^,^  n 
oiaoïetre  conjugué  au  diamètre  donné.  *  14*  DïT 

PROPOS  m  ON    Yt 

Theofcmc.,        . 

les  Hyperboles  opposées  tmt  premier  diamètre  AsL^div^ 
la  SfHionen  dss  portions  A  At,,  a  m  ,  gw  ét^ntprifès  de  fsft 

M. 


90  Lit  HE    Taqisie'me. 

^  J^ autre  de  ce  diamètre  dans  des  pofitionî  contraires  }  fani 
farfaitement  femblables  éf  égales  entt^eUes. 

Car  ayant  pris  fur  le  diamètre  ^a\  prolongé  lorfqu'il 

s'agit  des  Hyperboles  oppofées,)  de  part  &  d'autre  du 

centre  C  deux  parties  quelconques  CP»  C/,  égales  en« 

*^-i*r/.4y.jj,  truelles  ^  &  mené  de  part  &  d'autre  les  ordonnées  /^Jlf, 

85  &  «8.  pm  ^i\e^  clair  que  ces  ordonnées  font  ♦  égales  entr'eiles, 

*Art.  i^u  &  que  les  angles  CPM  ,  Cp^^  font  *  égaux.    Si  donc 

Ton  conçoit  que  le  plan  Cp  m  feparé  de  celui  qu'on  voie 
ici ,  foit  placé  de  l'autre  côté  du  diamètre  ^  a  dans  une 
pofîtion  contraire,  en  forte  que  la  droite  Cp  tombe  fur 
CP,  &  ^fff ,  fur  PMs  il  eft  vifible  que  le  point  à  tombe- 
^Art.  i38«  ra  *  fur  le  point  «^  •  &  le  point  m  fur  le  point  M.   Ec 

comme  cela  arrivera  toujours  de  quelque  grandeur  qu'oa 
puiâe  prendre  les  parties  C  JP^cp^  il  s'enfuit  que  tous  les 
points  m  de  la  portion  am^  tomberont  exadement  fur 
tous  les  points  M  de  la  portion  A  M  i  6c  qu'ainfî  ces 
deux  portions  ic  confondront  Tune  avec  l'autre.  Ce  quUl 
faUoit  démcntrer. 

PROPOSITION    vil- 

Thcorémc. 

Fio.  6t. €9*  144*  S I  ^^  ^M<^  f^^  ttn  point  quelconque  P  Jtun  diamè^ 
1^*7^*  tre  kz  d^une  Sefhon  Conique  (prolongé  Urfque  la  SeUion 
étant  une  Hyperbole ,  (^efi  un  premier  diamètre)  une  paraMe^ 
/(f  M  P  M  aux  ûrdormèes  à  ce  diamètre  )  je  die  qu^eUe  rencon^ 
trera  la  Sefiion  en  deux  points  M  ,  M  ,  également  éloignés  de 
part  ^  £  autre  du  point  P ,  (^  non  en  davantage  :  Et  réctpro* 
quement  que  fi  une  ligne  M  M  terminée  par  um  SeEiion  Coni* 
que  ,  efi  coupée  en  deux  également  par  un  diamètre  A  z  en  un 
point  P ,  autre  que  le  centre  ^  eUe  fera  parallèle  aux  ordonnées 
^  ce  diamètre. 

Ceci  a  été  démontré  dans  les  articles  9,11  &  20  da 
Livre  premier  ;  43  >  45  &  55  du  Livre  fécond  s  ^3  9  ^5  ^ 
irS  du  Livre  troifiéme. 


*; 


Des  t&ois  Sections  CaNtQ^BSi. 

% 

I 

C  O  H  O  L  L  ▲  l  K  E     L 

'45*  D  E  L  A  il  efl:  maaiJFefte  que  fi  une  ligoe  qptU 
CQoque  M  M  terminée  par  une  Seûion  Conique  ,  eft 
coupée  en  deux  égalemenc  par  un  diamètre  ^^^  en  ua 
point  P  autre  que  le  centre  y  toutes  les  parallèles  â  cette 
tigoe  terminées  par  la  Seâion  ^  ie  feront  auffi« 

PROPOSITION    VIIL 

Problême. 

14^*  Une  ScBitm  Cmiqui  étant  dmnie  ^  en  srânvermt 
^éonettt. 

Ayant  mené  deux  droites  M  H^Tî  7/"»  parallèles  eow 
tr'elles ,  &  terminées  par  la  Seûion  ;  on  tirera  par  leurs 
points  de  milieu  P^  j^  uàe  ligne  droite  ^  éi  qui  fera  un 
diamètre.  ^ 

Car  *  le  diamètre  qui  pafle  par  le  point  P  milieu  de  "^An.  h%^ 
ai  M  9  doit  auffi  paÏÏer  par  le  point  ii^  milieu  étN  N^ 

147*  S I  I^on  mené  ea  même  forte  un  autre  diametrr 
quelconque  D^  j  il  eft  clair  que  la  Seâion  Conique  fera 
une  parabole  "^  lorfque  Ddcà  parallèle  à^a^  une  EUip.  *I>9f.y.  nT 
fi:  *  lorfque  D  d  rencontre  ^^s  au  dedans  de  la^Seâion  j^  >^  Dif.f^  Ih. 
enfin  une  Hyperbole^ ou  les  Hyperboles  oppofées  lord  "^Def.fJXi^ 
que  les  diamètres  DdyAa^Çs^  rencontrent  en  un  point  C 
hors  de  la  Seâion  }  &  dans  ces  deux  derniers  cas  que  le 
point  de  rencontre  C  eft  le  centre.  Cela  eft  une  fuite  de^ 
définitions  àes  diamètres  de  ces  trois  lignes  courbes; 

Lorfque  l' Ellipiè  eft  donnée  toute  entière ,  il  fuffit  pour 
avoir  le  centre  de  mener  un  diamètre  A^  5  car  ia  grau;, 
deur  étant  déterminée  par  la  rencontre  de  r£llipiê,  il 
n'y  a  ^  qu'à  le  divifêr  par  le  milieu  en  C.  Il  en  eft  de  même  ^jfirt.  50. 
Jbrique  *  les  Hyperboles  oppofées  font  données.  ^Art.  j^fi. 

IL  ij,  ' 


^ 


cTv   îji  vuk    Q^UÂTilÉ'k'l; 

GoUOLi.  Ai  HE     IL 

14^-  i^£-iA  il  fuit  qu^une  Seâion  Conique  ëcanc 
donnée ,  avec  un  point  O  fur  le  même  plan ,  on  peut  tou- 
jours mener  un  diamètre  Dd  qui  pâiïe  par  ce  point  Car 
il  ne  faut^lans  ta  Parabole  que  mener  par  le  point  dionné , 
O  une  parallèle  Dd^i  un  diamètre  quelconque  ^a  y  8c 
dans  rEllipfe,  ou  dans  THyperbole ,  ou  dans  les  Hyper- 
boles oppofées ,  une  ligne  droite  JD  d  qui  pade  par  le 
pomt  donné  O  ^fic  par  le  centre  Ç  que  Ton  aura  trouve 
.par  le  Corollaire  précèdent. 

CojeLOLLAIIL£       IIL 

1+9*  iD  £  i.A  il  eft  évident  qu'une  ligne  droite  JVfAf, 
ne  peut  rencontrer  une  Seâion  Conique  qa*en  deux 
points  MyMiU  jamais  «n  davantage.  Car  il  l'on  mené 
par  le  point  -de  milieu  P  de  la  ligne  M  M^n  diamètre 
^^,  il  eft  clair  félon  Tarticle  1443  qu'elle  fera  parallèle 
aux  ordonnées  à  ce  diamètre  \  d'où  il  fuit  félon  le  même 
article  qu'elle  lae  peut  rencontrer  la  Seâion  qu'aux  deux 
points  M  y  M. 

Si  la  ligne  droite  palToit  par  le  centre  C  ^  on  auroit  re- 
cours à  l'article  138.  où  cela  a  déjà  été  démontré. 


COROLLAIHB     i  V. 


150.  u 


K£Ëllip{è  ou  uneHyperbole</g.6^  70  )  étant 
,.\   donnée. 5  trouver  deux  de  (es  diamètres  conjugués  ^a^ 
^b'^U  de  plus  mener  les  afymptotes  CO ,  Cg ,  lorfquc 
c'eft  une  Hyperbole. 

Ayant  trouvé  un  diamètre  ^a  par  le  moyen  à^  deux 

parallèles  M  M  ^NN^tc  mené  par  le  centre  C  une  pa* 

^D^it,n.  ralleleJ?^,â  ces  deux  lignes:il  eft  clair  "^  que  les  diame- 

&i^,  IIL   xsts  ^a^Bb  ^  feront  conjugués  î  puifque  les  lignes  M M^ 

N.2/^  étant  coupées  en  deux  également  par  le  diamètre 
^jdrt.  144.  uia  aux  points  P,  Q^  feront  *  ordonnées  de  part  &  d'au- 
tre à  ce  diamètre. 


Bis  Tiiois  Sictio*ïs  Cosiiirjns.       ^j 
Mamceoatic pour  mener  fjfg.jo.)  les  afympcoccs  CG^ 


•> 


*       — .% 


Cg'^onitvz  AP^Pa.  P M   ::C^.CB   ou    C h  .  om 

'(ce  qui  eft  la  mêmechofe^  comme  la  moyenne  propor- 

'tionnelle  entre  A  P^  Pa^ç^i  PM.de  même  C^eftà 

CB  on  Cb.   Et  ayant  tiré  les  droites  AB  y  Ab  ^on  leur 

mènera  par  le  centre  C  les  parallèles  indéfinies  Cg ,  CG^ 

qui  feront  les  afymptotes  cherchées.    Car  il  eft  clair  que 

i^  fera*  la  grandeur  du  fecond  diamètre  conjugué  au  '^Art.Zu& 

premier -/^  ^  j  &  le  refte  eft  évident  felon  les  définitions  ii*. 

13  Se  14  du  troifiéme  Livre. 


PROPOSITION    IX- 

Problême. 


151.  u 


NE  SeFiion  Conique  étant  domee^^tvec  un  àefesdia^ 
-mètres  A  a  ^  trouver  lapojttton  des  ordonnées  P  M  à  ee  diamètre. 

Ayant  mené  deux  parallèles  au  diamètre  donné  Aa^  Vt^.tB.ip. 
qui  en  (oient  également  éloignées  de  part  &  d'autre,  &        70- 7«» 
qui  rencontrent  la  Seâion  en  des  points  M^  M  3  je  dis 
que  la  ligne  ^ili^  qui  coupe  le  diantietre  donné  au  point 
P ,  eft  ordonnée  de  part  &  d'autre  à  ce  diamètre ,  pour- 
vu  que  le  peint  P  ne  tonobe  point  fui*  le  centre. 

Car  par  la  <:oaftruâion  la  ligne  Ai  M  fera  coupée  en 
deux  également  par  le  diamètre  ^  ^  au  point  P  -,  &  par 
conféquenc  elle  fera  «  ordonnée  de  part  &  d'autre  à  ce  ^Art.'tj^^ 


On  peut  toujours  par  ciette  manière  trouver  la  pofition 
d'une  ordonnée  P  m  àun  diamètre  donné  A  a.    Car  1^. 
Dans  la  Parabole  &  l'Hyperbole  {Jfg  6S.  dr'  70.  )  lorfque 
je  diamètre  donné  Aa  c&  un  premier  diamètre  ^  il  eft 
clair  qu*d  quelque  diftance  qn*on  mené  de  part  &  d'au- 
tre  les  deux  parallèles  au  diamètre  Aa^  lelles  rencon    «yfrfjo.iOv 
creront  chacune  la  Sedion  en  un  point  M  j  puifque  ^  la  i^.&  itS« 
Seâion  s'éloigne  toujours  déplus  en  plus  i  l'infini,  du  dia. 
merre  A  a.    2«.  Dans  l'Ellipie  { y%.  69.  ) ,  &  dans  les  Hy- 
perboles oppofées  (y^.  71  )  lorfque  le  diamètre  donne 

^  w        •  •  • 

M  lif 


f4^  Livre  'QjaATR  ie'mi. 

^a  e(k  vn  fécond  diamètre  :  il  eft  elair  qu'on  petit  teA» 
jours  mener  deux  parallèles  de  parc  8c  d'autre  du  dia^ 
roetre  uia ,  qui  coupent  la  SeéMon  chacune  en  un.  point 
ilf,  en  forte  que  la  ligne  MM  rencontre  le  diamètre 
donné  ^^  en  un  point  P  autre  que  le  centre  ^  puifque 

•  jfrt.  44.  dans  rÉIlipfe  *  les  ordonnées  da  diamètre  ^a  vont  toû,* 
^  SS*  jours  en  diminuant  depuis  le  centre  c  jufqju'en  ^ ,  &L 
«  jirt.  84.  qu'au  contraire  dans  les  Hyperboles  oppofces  *  elles  vont 
^  A^'^       toujours  e^  augmentant  à  mefure  qu'elles  s^'éloignent  du* 

centre  C. 

C  o  &  o  X  L  A  I  B.  E    L 

15**  D  E-t  A  on  tire  (/g.  68,69^70.)  une 
niere  de  mener  une  tangente  par  un  point  donné  ^  fut 

♦  Art.  14I  ^Qg  Seâion  Conique  donné.    Car  *  ayant  mené  par  ce 

point  un  diamètre  ^a,  te  trouvé  une  double  ordonnée 
♦-^rMo,to,  M  PMà  ce  diamètre  5  il  eft  clair  *  que  fi  l'on  mené  par 
^V  II  *È*f  '^  ^^^  ^  ^°^  parallèle  i  M  M  y  elle  fera  tangente 

7» IIL  '  Corollaire    lï. 

..  *  ^^h  JD  £-L  A  on  voit  encore  comment  uneEllipfeooi 

les  Hyperboles  appoféés  (Jffg.  69^70,710  étant  données- 
avçc  un  de  leurs  diamètres  quelconques  Aa  -^  on  peut 
trouver  1<  diamètre  Sb  qui  lui  eft  conjugué.  Car  il  n'y 
a  qu'à  mener  par  le  centre  C  une  parallèle  B  b  aux  or- 
données à  ce  diamètre. 

Ou  bien  ^  foit  ^^  le  diamètre  donné  ^  &  qu'il  faille 
trouver  foaconjugué  A  a.  Ayant  ciré  ALM  parallèle  iBb 
&  terminée  par  la  Seâion  ^  on  mènera  par  fon  point  de 
v&ilieu  P ,  &  le  milieu  C  de  £  ^ ,  le  diamètre  cherché  A  a. 

*  CorollaikeIIL 

N  *54«  U  NE  Hyperbole  MAM  (/g.70  )  étant  donaée^^ 
avec  un  de  ks  féconds  diamètres  M  b  de  pofition  j  en  ter* 
miner  la  grandeur ,  &  trouver  en  même  temps  la  pofitioo;} 
dsiks  ordonnées.. 


/ 


Des  trois  Ssctions  Cônk^ues.      $5 

On  clierchera  le  premier  diamètre  A  a  conjugué  au 
iècond  Bb  ,  par  le  moyen  de  la  féconde  manière  da 

Corollaire  précèdent  \  &  ayant  fait  AP^P a^  PM   ::  «  jfrt.  tu 

C  A  .  C£  ou  cT.    Il  eft  clair  *  que  B  6  fera  la  grandeur  <^  "*• 
du  fécond  diamètre  J5  ^ ,  &  que  Cqs  ordonnées  lieront  pa*     - 
ralieles  au  diamètre  A  a. 

PROPOSITIO  N    X. 

Problème. 

IJ'5»  JL^'uN  point  donné  T  hors  nne  SeBion  Conique  don-  FiG.71.7j, 
nie  ^  mener  deux  tangentes  T  M  ^  T  M  ^  ^  cette  SeBion.         74.. 

POUH    LA    PaUABOLE. 

Ayant  mené  (jfg.  yi.)  par  le  point  donné  7*  ♦  un  dia.  'fArt.  14s, 
mètre  qui  rencontre  la  Parabole  au  point  A  ^6c  pris  (a 
partie  AP  égale  à  AT -y  on  tirera  par  le  point  P  ♦  une  »  An.  ifu 
parallèle  aux  ordonnées  qui  rencontrera  «  la  Parabole  '^An.  144* 
en  deux  points  Mj  A/J  par  lefquels  &par  le  point  don.  ^jirt.  lu 
né  T  on  tirera  les  droites  T  Al ,  T'Ai  ,  qui  feront  ^  les  &  a3< 
caogentes 


Pouill*Ellx»se, 

Ayant  mené  (/g.  75.  )  par  le  point  donné  T*U  dia-  *  Are.  148. 
mètre  Aa^tc  pris  CP  troifiéme  proportionnelle  i  CT^ 
C  A  \  on  mènera  par  le  point  P  ^  une  parallèle  aux  or- 
données  qui  rencontrera  «  l'Ellipfeen  deux  points  M^M^  ^Art.i^^; 
par  lefquels  &  par  le  point  donné  T  on  tirera  les  droites 
jrM ,  r  Af  ^  qui  feront  *  les  tangentes  cherchées.  *  An.  57. 

&  58. 
PouK  l^Hypeubole  &  LES  Htpeuboles  oppose'es. 


s 

—^ —  mené  (/g.  74.)  par  le  point  donné  2",*  le  diame*  *  ^n.  14». 
tre  A a^  dont  on  déterminera  la  grandeur  t  s*il  eft  un  '^  ArUiiA^ 
*iametre  ;  on  prendra  C  P  troifiéme  proportion^ 


Ayant 


fecood  diamètre  ;  on  prendra  C  P  troifiéme  proportion* 


^6,  L  I  ir  K  E.   QjJ  A  T  K  I  £'M'B«       ; 

nelleàÇ7*^c^  (dumê^e  côté  du  point  donné' 7%. 
par  rapport  au  centre  ^  lorfque.  ce  point  tombe  dans  Tum 
des  angles  faits  par  les  afymptotes  y  6c  du  côfc  oppofé ,, 
lorlqu'il  tombe  dans  Tan  des  angles  â  côte  )  :  6l  l'on  me« 
nera  par  le  point  P  une  parallèle  aux  ordonnées  qui  r en- 
!++•  contrera  *  l'Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofces  ett> 
deux  points  M  ^  M  -^  par  lefquels  &  par  le  point  donné* 

•^-rfrr.iiip  Ty  on  tirera  les  droites  TM.^TM^  qui  feront  *^les  tan- 
gentes cherchées. 
Si  le  point  donné  tomboit.  fut  le  centre  C  ^  les^  deux. 

^jln.  io8,  tangentes  feroient  alors  *^  les  afymptotes  CG ,  Cg,&  oa. 

lestireroit  comme  l'on  a  enfeigné  dans  TarM 50.  Et  enfin 
(Tle  point  donné  tomboit  fur  une  afymptote  comme  en  5, 
on  tireroit  par  le  point  H  milieu  de  C^S,  une  parallèle 

*^jfrt.io4^,  HM:i  Tau tre.  afymptote  CG,  laquelle  rencontreroit  *" 

l'Hyperbole  en  un  point  M  ,  par  où  &  par  le  point  don» 

^Art.  K)>  né  «S,  ouic tireroit  une  droite  «S  M  qui  feroit  ^  une  des  tan* 

genres  cheri:hées  j  &  l'autre  feroit  l'afymptote  même  Cg 
fur  laquelle  fe  trouve  le  point  donné i^. 


CO  l^O  L,  L  A  I  RlE       h 


\^6\  C^  o  M  M  E  là  Jigne  -MP -M  parallèle  aux  ordonr 
%,^.  144*, nées  rencontre  toujours* la  Sedion  en  deux  points  iVf^, 

M  ,  également  éloignés  de  part  &  d*autte  du  point  P  ^ 
.  ,  &  non  en  davantage  5  il  s*enfuit  qu'on  ne  peut  mener 
d'un  point  donné  T  hors  une  Se<3:ion  Conique  que  les 
deux  tangentes  TM^  TM.  D  où  il  eft  évident  que  le 
diamètre  q^ui  pafle  par  le  point  de  rencontre  T  de  deux 
/  tangentes. /coupe  par  lie  milieu  en  P  la  ligne  TlkM  qui 

joint  lès  points  toûchans  y  &  réciproquement  que  le  dia- 
mètre qui  coupe  par  le  nwlieu  e^j  /^  une  ligne  droite  MM 
qui  joint  les  points,  tpuchans  de  deux,  tan^en^es  ikfTv 
4C^>  paffé  par  leur  point  de  rencontre  T.      ' 


.  lu 


Dis    TILOIS   SECTIONS    CoNIQJCJlS.        fj 

CorollaireIL 

157- Toutes  les  tangentes  de  la  Parabole  (^g. 
72)  fe  rencontrant  deux  â  deux,  étant  prolongées  au- 
tant qu'il  eft  neceflaire.  Car  H  l'on  joint  deux  points  ton- 
chans  quelconques  M^  M^  pa^r  une  ligne  droite ,  &  qu*a. 
près  Pavoir  coupce  par  le  milieu  en  ^,  on  prenne  £ur  le 
diamètre  qui  paÛe  par  ce  point ,  &  qui  rencontre  la  Pa- 
rabole en  >4 ,  la  partie  -/^T'égale  à  -/^/^  -,  il  eft  clair  que 
les  deux  tangentes  MT^  MT^  qui  paiTentpar  les  points 
MyMyfe  rcncontrcronc  en  ce  point  T. 

COHOLLAIRE      II L 

158.  1 L  eft  encore  évident  (.^g.  74.  )  que  toutes  le^ 
tangentes  d'une  Hyperbole  k  rencontrent  deux  â  deux , 
étant  prolongées  autant  qu'il  eft  neceiTaire  y  &  toujours 
au  dedans  de  Tangle  fait  par  les  afymptotes.  Car  fi  l'on 
joints  deux  points  touchans  quelconques  Af,  JUf^par  une 
ligne  droite  ,  &  qu*après -l'avoir  coupée  par  le  milieu  en 
P ,  on  prenne  fur  le  diamètre  qui  pafTe  par  ce  point  & 
qui  rencontre  l'Hyperbole  en  -^,  la  partie  CT  troifiéme 
proportionnelle  à  CP ^  CA  y  il  eu  clair  que  les  deux 
tangentes  MT ^  MT ^  fe  rencontreront  en  ce  point  Ty 
lequel  fera  toujours  "^  au  dedans  dej^l'angle  fait.par  les 
afymptotes  ^  puifque  le  demi. diamètre  CÀ  tombe  a^u 
dedans  de  cet  angle. 

C  O  H  O  L  L  AI  &  B      IV. 

^S^*  1  ouTEs  les  tangentes  d'uhe  Ellipfe  ou  des 
Hyperboles  oppofées  (/g.  7}.  74.)  fe  rencontrent  deuxi 
deux ,  lorfque  la  ligne  qui  joint  les  deux  points  touchans 
ne  paâe  point  par  le  centre  :  fçavoir^  celles  de  TËllip/è 
du  même  côté  du  centre,  par  rapport  à  cette  ligne  ,  & 
celles  des  Hyperboles  oppofêes  de  l'autre  coté.  Cela 
&  prouve  par  le  moyea  de  la  Propofition  cy-deflus^. 

N 


*  Art.  ro3^ 


gi         •  LlYKJL      Qu  AT  R  IE'mï.' 

comme  Ton  vient  de  faire  voir  dans  les  deux  Corollaires 
prccédens. 

PROPOSITION    XL 

Problcmc 

l60.  \J  N  £  Sefiion  Conique  étant  donnée^  en  trouver  UH 
diamètre  qui  fajfe  de  part  ou  d* autre  avecfes  ordonnées  des  an^ 
gles  égaux  à  un  angle  donné. 

PouallaPakabolb. 

*ur^rM4tf.      Ayant  trouvé  *  un  de  Tes  diamètres  A  P  ^  on  mènera 

Fic.7«.7fi.  P^^  ^^^  origine -rf,  la  ligne  ^iVT,  qui  fade  avec  A  P  àt 

' .  ^  part  ou  d*autre  l'angle  PÀ  N  égal  â  l'angle  donné ,  H 

qui  rencontre  la  Parabole  au  point  N.  Ayant  divifé  AN 

par  le  milieu  en  O,  &  tiré  OAf  parallèle  à  ^/^  j  je  dis 

que  la  ligne  MO  eft  le  diamètre  qu'on  cherche. 

Car  '  i^.  Tous  les  diamètres  d'une  Parabole  devant 
être  parallèles  entr'eux ,  félon  la  définition  fepticme  du 
premier  Livre ,  il  s'enfuit  que  MO  fera  un  diamètre  j 
puifque  ^P  en  eft  un. 

2®.  La  ligne  A  NttvmxnéQ  par  la  Parabole  étant  cou« 
pée  en  deux  parties  égales  par  le  diamètre  MO  ^  elle  lui 
^Art.tj^^  fera  *  ordonnée  de  part  &  d'autre. 

5*.  A  caufe  des  parallèles  JM 0 ^A P ^Vzt\^t  MOA 
que  fait  le  diamètre  MO  avec  fon  ordonnée  OA^  fera 
égal  â  Tangle  PA  N  qui  a  été  fait  égal  à  Tangle  donné. 
Donc  &c.    * 

Si  l'angle  donné  eft  droit ,  il  eft  manifcfte  que  le  dia- 
"^Art.  zj.    mètre  MO  qu'on  trouvera  par  cette  méthode  fera  *  l'axe 

dfi  Parabole. 

-4  POUK    LE«    AUTRES    SECTIONS. 

"^Art.  14^.      Ayant  trouvé  *  un  de  leurs  diamètres  Aa^6c  décrit 

FiG.  77.78.  fur  ce  diamètre  de  part  ou  d'autre  un  arc  de  cercle  ANa 

7J.80.  capable  die  l'angle  donné  ou  de  f^n  complément  à  deux 

droits  i  on  mènera,  du  point  2sr  où  il  rencontre  la  Sec* 


k 


I 


l 


Des  trois  Sections  Coniqjjes.     99 

tion  aux  deux  extremiccs  ^  ^  a  ^  du  diamètre  y^a  ,  les 
lignes  Ny4^  N ayp^v  les  milieux  defquelleb  O,/?,  &  par 
le  centre  C,  on  cirera  deux  diamètres ,  Mm^  S  s.  Je  dis 
lue  chacun  de  fes  diamètres  fera  de  part  ou  d'autre  avec 
.es  ordonnées  des  angles  égaux  à  l'angle  donné. 

Car  la  ligne  ^  N  terminée  par  la  Sedion,  étant  cou- 
pée en  deux  également  au  point  O  par  le  diamètre  Mm^ 
elle  fera  *  ordonnée  de  part  &  d'autre  à  ce  diamètre.  ^  Art. 
Or  le  diamètre  Mm  eft  parallèle  à  la  ligne  27 a  ^  puifqu'il 
divife  par  le  milieu  aux  points  C,  0 ,  les  lignes  A  a ,  AN \ 
&  partant  l'angle  mOA  que  fait  le  diamètre  M^  avec 
fon  ordonnée  AO  y  fera,  égal  à  l'angle  A  N a ,  qui  par  la 
conftruftion  eft  égal  d  l'angle  donné  ,  ou  â  fon  cômple-  ., 

ment  â  deux  droits*  On  prouvera  de  même  que  le  diamè- 
tre S  s  fait  avec  fon  ordonnée  dNwvi  angle  égal  â  l'an- 
gle  donné  ,  ou  i  fon  complément  â  deux  droits.  Donc 
&c. 

Il  eft  vifîble  i^  Que  le  diamètre  S  s  eft*  conjugue  au  *D(/?ii.Tr: 
diamètre  Mm  j  puilqu*il  eft  parallèle  â  fon  ordonnée  ^  H-  m* 
ON.  1**.  Que  les  diamètres  conjugués  Mm^Ss  ,  devien- 
nent *  les  deux  axes,  lorfque  l'angle  donné  eft  droit.         '^Art.  38. 

P  EL  O  P  O  S  I  T  I  O  N    X  1 1. 

Problème. 

1^1.  \Jn  diamètre  £une  Sefiion  Conique  étant  dorme  ^ 
avec  fon  paramètre  ^  (j^  la  pofition  defes  ordonnées  ^  ^ [cachant: 
de  plus  fi  c^efi  un  premier  ou  fécond  diamètre  lorfqu^il  s'apt  de 
t  Hyperbole  j  décrire  la  Seiiion  par  une  méthode  uniforme  pour 
toutes  les  trois. 

Premier.!     Manie' r;e. 

^Pour  la  Parabole.    Ayant  trouvé  *j  l'axe  A  P^  fon  ori-  "^  Art.  27. 
gine  ^,  &  fon  paramètre  AG  que  l'on  prendra  fur  Taxe  pi  g.  Si, 
prolongé  du  côté  de  fon  origine  j  on  mènera  par  le  point 
G  une  ligne  droite  indéfinie  D  D  perpendiculaire  i  PG. 

Ni] 
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On  fera  mouvoir  enfuite  une  ligne  droite  indéfinie  BM 
le  long  de  G  2)  toujours  parallèlement  à  ^  G ,  en  entrai* 
nanc  par  fon  extrémité  D  le  côté  DAàt  Tangle  droit 
D  j4  M  y  mobile  fur  fon  fbmmet  A  autour  de  l'origine 
A  de  Yzx^  AP.  Je  dis  que  Tinterfèélion  continuelle  M 
de  la  ligne  2)  JVf  &  du  côté  A  M  y  décrira  dans  ce  mou- 
vement  la  Parabole  qu'on  demande. 

Car  menant  MP  perpendiculaire  â  Taxe ,  les  trian- 
gles redangles  AGD  ^  MPA^  feront  (êmblables  j  puif- 
que  chacun  des  angles  GAD^  PMA  ,  étant  joint 
à  Tangle  P  A  M  ^  vaut  un  droit.     On  aura  donc  A  G. 

GD  ou  PM  ::  P  M.  A  P.     D'où  il  fuit  que  P  M  ^ 
*  An.  7.     G  A  ^  A  P  i&L  qu'ainfi  PM  qA  une  *  ordonnée  â  Taxe 

AP. 

On  a  déjà  donné  cette  conftruâion  dans  le  Livre  pre- 
mier article  19  ,  d'une  manière  qui  convient  â  tous  les 
diamètres  :  On  ne  la  répète  ici ,  &  on  ne  lareftraint  â  l'a* 
xe,  que  pour  en  faire  voir  la  lii^iibn  &  le  rapport  qu'elle  a 
avec  celle  qu'on  va  donner  pour  les  autres  Seftions. 

Pour  les  autres  Sefiions.    Ayant  trouvé  entr^  le  diamc- 
tre  donné  &  fon  paramètre  une. moyenne  proportion- 
nelle,  &  l'ayant  placée  en  forte  qu'elle  foit  parallèle  aux 
*Def.  I}.  II.  ordonnées ,  &  coupée  en  deux  également  par  le  centre  j 
&  15.  III.     il  eft  clair  *  qu'on  aura  deux  diamètres  conjugués  j  par  le 
^Art.6^.   moyen  defquels  on  cherchera  *  les  deux  axes  ^  &  en- 

fuite  le  paramètre  de   celui   des   deux*  qu'on    voudra 
dans  TElIipCe  ^  &  du  premier  dans.  l'Hyperbole.     Cela 
fait. 
Fic.S^.Sj.      On   prolongera  dans  TEllipfe  ,  &  on  coupera   dans 

l'Hyperbole  Taxe  ^^  en  G  5  en  forte  que  aG  foit  àGA[^ 
comme  l'axe  Aaciï  à  fon  paramètre.  Ayant  tiré  par  le 
point  G  une  perpendiculaire  indéfinie  DD  à  Taxe  Aa^ 
on  fera  mouvoir  le  point  D  le  long  de  cette  ligne  ^  en 
entraînant  avec  lui  la  ligne  droite  Da  mobile  autour  de 
l'extrémité  a  de  l'axe  Aa  ^  &  le  côté  D  A  de  l'angle 
droit  DAM  mobile  fur  fon  fbmmet  A  autour  de  l'au* 
itre  extrertiité  A  de  Taxe  A  a.    Je  dis  que  l'interfedion 
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continuelle  M  des  lignes  AM  ^  aD^  décrira  dans  ce 
mouvement  la  Seâion  requife. 

Car  menant  M  P  perpendiculaire  fur  Taxe  A  a ,  les 
triangles  femblables  a  PM  ^  aGT>  ^  donnent  a  P.  PM\\ 
aG.  GD.  Or  les  triangles  redangles  AGD ^  MPA^ 
font  femblables  ;  puifque  chacun  Aqs  angles  G  AD  % 
PMA  j  étant  joint  â  l'angle  PA  M ^  vaut  un  droit  j 
Et  partant  A  P.  PMi:  GD.  G  A.  Si  donc  Ton  mul- 
tiplie les  Antecedens  &  les  Confequens  des  deux  pre- 
mières raifons  ,  par  ceux   de  ces  deux  dernières  ^  on 

aura  aP  H  PA.  P  M  ixaG^G  D.GD^G  AxiaG.GA^ 
c'eft  à  dire,  comme  Taxe  Aa  ^{ki  fbn  paramètre.  Donc 
*&c.  *  ^'•^-  4»- 

Il  eft  à  remafrquer  que  plus  le  point  D  s'éloigne  du  ^  *'• 
point  G  fur  la  ligne  DD\  plus  Tangle  P^Jli"  augmen- 
te, &  plus  au  contraire  Tangle  /^>^ikf  diminue  j  de  for- 
te  que  les  lignes  ^iW,-^4f  il/,  deviennent  parallèles  dans 
THyperbole,  &  fe  coupent  enfuite  de  l'autre  côté  de  la 
ligne  2)  2) ,  où  elles  décrivent  par  leur  interfèdion  con-- 
tinuelle  l'Hyperbole  oppofée. 

Si  Ton  conçoit  dans  l'fellipfe  &  dans  l'Hyperbole ,  que 
le  point  a  s'éloigne  à  Tinfîni  du  point  ^,  ou  (ce  qui  eft  la 
même  chofe  )  que  Taxe  Aa  devienne  infiniment  grand  ^  les 
lignes  Gi<,Z)^,  qui  ne  fe  rencontrent  que  dans  l'infini, 
peuvent  être  regardées  comme  parallèles  :  ainfi  cette 
dernière  conftruâion  retombe  dans  le  cas  de  la  précé- 
dente.  Ceft  pourquoi  i'Ellipfe  ou  l'Hyperbole  devien- 
droit  alors  une  Parabole  qui  auroit  pour  paramètre  la  li^ 
gne  -4  G  ;  &  par  confequent  on  peut  regarder  une  Para* 
Soie,  comme  une  El lipfe  ou  une  Hyperbole  dont  l'axe  eft 
infini  :  fçavoir ,  le  premier  dans  THyperbole ,  &  celui  des 
deux  qu'on  voudra  dans  rEllipfè. 

Seconde    Ma  nie' il  e» 

Pour  la  Parabole.     Soit  un  triangle  ifbfcelle  HALy  Fie.  84* 
dont  Tun  des  côtés  A  H  foit  fitué  Air  lé  diamètre  don- 
né  A  P  prolongé  indéfiniment  de  part  &  d'autre  de  fbo' 

N  iij 
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origine  i<  ,&  l'autre  côté  ^  Z  fur  la  tangente  indéfmie 
X yiZ  qui  pafle  par  le  point  A.    Soit  conijâë  labafe  HZ. 
fe  mouvoir  toujours  parallèlement  à  elle  même  en  en- 
traînant par  l'une  de  fës  extrémités  Z  la  ligne  indéfinie 
Z  M  parallèle  i  AP,  &L  par  l'autre  extrémité  H  la  li- 
gne H  F  parallèle  i  A  Z  &c  égate  au  paramètre  donné 
du  diamètre  ^Z',  laquelle  entraîne  auifi  par  Ton  extrémité 
JF  la  droite  FA  mobile  autour  du  point  ûxQd.    Je  dis- 
que Tinterfedion  continuelle  M  des  deux  droites  FA  ^^ 
LM  ^  décrit  pendant  que  la  ligne  HZ  fe  meut  dans 
Tangle  H  A  Z  ai  fon  oppofé  ou  fommet  ,  la  Parabole 
MA  M  qu'on  demande. 

Car  menant  l'ordonnée  MP  au  diamètre  A P^  les 
triangles  femblables  A  HF  ^A  P  M  y  donnent  A  H  on 

AZ  ou  PM.  H  F  ::  A  P.  P  M  ^^  prenant  P  M  ^ 

"^Ari.j.fîr  jiPn  HF.    Donc  *  &C. 

*^*  On  doit  obfèrver  que  le  point  M  doit  tomber  au  de* 

la  de  l'origine  A  du  diamètre  A  P  j  lorfque  les  points 
F  ^  Z^  tombent  de  part  &  d'autre  de  ce  diamètre. 

FiG,  858^^.      pùur  les  autres  Se  fiions.    La  conftrudion  ell  la    même 

que  pour  la  Parabole ,  à  l'exception  que  la  ligne  Z  M 
doit  tourner  autour  de  l'autre  extrémité  a  du  diamètre 
donné  A  a  -,  au  lieu  que  dans  la  Parabole  elle  lui  ed  pa« 
rallele.  On  fuppofe  dans  l'Hyperbole  que  le  dian>etre 
donné  eft  un  premier  diamètre  j  car  fl  c'ctoit  un  fécond  ,, 
on  trouveroit  félon  l'article  115  du  Livre  troifiéme  ,  le 
premier  qui  lui  efl  conjugué  &  fon  paramètre. 

Car  menant  MP  ordonnée  au  diamètre  Aa  ^  les 
triangles  femblables  aPM^aAZ^U  APM^AHF^ 
donnent  aP.  P  M  :i  uA.AZomAH.  Et  A  P.  PM'^. 
AH.  H  F.  Et  partant,  fi  Ton  multiplie  les  Antecedens 
&  les  Confequens  des  deux  premières  raifons  par  ceux 

des  deux  fécondes, on  aura  ^/^>»P-^.  PM^naA  ^AH. 

^Art.^ï.iS*  AH^HFiiaA.  H  F.    Doric*&c. 

t{.  ^  118.       Il  jfaut  obfèrver  que  les  points  H^a^  doivent  tomber 

de  part  &  d'autre  du  point  itf  dans  l'Ëllipfe,  &;  du  même 
côté  dans  l'Hyperbole  ,  lorfque  les  pomts  F  ^  Z  ^  tom- 
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hcnt  de  part  &  'd'autre  du  diamètre  A  a, 

COROLLAIRE      I. 

162.  JL)  E  LA  on  voit  comment  un  diamètre  Aa  étant 
donné  avec  une  de  ks  ordonnées  FM  j  on  peut  trou* 
ver  Ton  paramètre  H  F.  Car  1^.  Dans  la  Parabole  on  Fie.  84. 
prendra  fur  le  diamètre  yiPlz  partie  ^H  égale  à /^-Af; 
&  ayant  tiré  la  ligne  H  F  parallèle  à  FM^  &  terminée 
en  F  par  la  ligne  ^M  tirée  de  l'origine  A  du  diamètre 
par  l'extrémité  M  de  l'ordonnée  5  il  eft  clair  que  cette 
ligne  H  F  fera  le  paramètre  du  diamètre  ^  P. 

2**.  Dans  les  autres  Sedions ,  on  mènera  par  l'une  des  Fig.S^.S*. 
extrémités  ^  du  diamètre  donné  A  a  la*ligne  a  M  qui 
rencontre  la  tangente  j4Zy  qui  paffe  par  l'autre  extremis 
té  ^,  au  point  Z  ^  &  ayant  pris  fur  le  diamètre  A  a  là. 
partie  ^  H  égale  à  -/^  Z  ,  on  tirera  H  F  parallèle  à  FM^ 
laquelle  rencontrant  en  JF  la  ligne  A  M  ^  fera  le  para^ 
mètre  du  diamètre  A  a. 

CorollaireII. 

1^3  •  O  N  tire  de  la  féconde  manière  qu'on  vient  d'ex- 
pliquer ,  une  méthode  uniforme  âc  trés-exacle  dans  la 
pratique  de  décrire  une  Sedion  Conique  par  plu  fleurs 
points.  La  voici  dans  TElIipie  :  &  elle  fervira  de  Règle 
pour  les  autres  Sedions. 

Ayant  pris  fur  la  tangente  A  L^^\  paflè  par  l'une  àti  Fi  g.  S7. 
extrémités  i^  du  diamètre  donné  Aa^  la  partie  AG  éga. 
le  à  fbn  paramètre,  &  mené  une  parallèle  indéfinie  G  F 
à  il  ^{  -,  on  tirera  librement  par  le  point  A  autant  de  li- 
gnes droites  AF ^A F ^  &c.  qu'on  voudra.   Ayant  pris  fur 
Ja, tangente  indéfinie  AL^  les  parties  AL  ,  AL  ,  &c. 
égales  aux  correfpondanres  GF ^  GFy  &c.  &  mené  les 
droites  ^  Z ,  ^  Z  ,  &c  ;  je  dis  -que  les  interfedions  M^M  ^ 
&c.  des  droites  correfpondanres  FA  ^  La  y  FA  ,  Z  ^j^/ôcc. 
feront  àt^  points  de  rEllipfè  qui  a  pour  diamètre  la  ligne 
A  a  )  pour  tangente  la  ligne  AL  ^ta  pour  paramètre  du 
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diamètre  Aa  Ix  ligne  A  G.   Cela  eft  viGbIe  en  roenant 

JPH  parallèle  i  AG  ^  &c  tirant  la  ligne  HZ  par  k  point 

Z  corréfpondant  au  point  F.     Car  le  triangle  H  j4  L. 

»  /(y^.        fera  ifofcelle  j  puifque  *  -rfZ  eft  égale iG  Jr  ou  AH^U 

H  F  fera  égale  au  paramètre  du  diamètre  A  a  :  c'eft 
pourquoi  cette  conftruâion  retombe  dans  celle  de  la  fé- 
conde des  deux  manières  précédentes. 

Comme  les  lignes  GFy  AL  y  deviennent  Fort  grandes  ^ 
lorfqu'il  s'agit  de  trouver  des  points  M  qui  foient  pro- 
ches du  point  a  ^yOTi  pourra  fe  fervir  y  pour  trouver  cç& 
points ,  de  la  tangente  a  l  qui  pafTe  par  l'autre  extremis 
té  a  du  diamètre  j<^  ,  &  de  la  ligne  g/parallele  i  Aa^ 
comme  l'on  voit  dans  cette  figure. 

Si  l'on  mené  les  ordonnées  MP^MP^isLc.  parallèles 

â  la  tangente  ^Z  ,  &  qu'on  les  prolonge  de  l'autre  côté 

du  diamètre  A  a  en  M^  Myicc.  en  forte  qu'elles  foient 

coupées  chacune  en  deux  également  par  ce  diamètre  ^ 

*-^r/.  4j.   il  eft  clair  ♦  que  ces  nouveaux  points  M^  M\  &c.  feront 

encore  â  la  même  EUipfe. 

Oii  pourroit  fe  fervir  d'une  même  ouverture  de  com^ 
pas  G -F  ou  AZ  pour  marquer  fur  les  lignes  G -F,  AZ^ 
autant  de  points  F ^Fy  &<: ,  Z ,  Z ,  &c ,  qu'on  voudrai 
car  par  ce  moyen  toutes  ces  petites  parties  étant  égales 
entr'elles  ,  chaque  G  F  feroit  égale  a  la  correfpondante 
AZyCt  qui  eft  le  fondement  de  la  démonftration. 

PKO  P  OSIT  ION     XIIL 

Théorème*. 

,  88.89*  1^4*  D*th  y  a  deux  droites.  M  N  ^  A  R.,  terminées  par 
30. 51.  une  Sefii/m  Conique ,  lefyueUes  fe  rencontrent  en  un  point  P  „ 
^  qui  foient  parallèles  à  deux  droites  données  de  pofition  5  je 
dis  que  le  reEfangle  M  P  'lî  P  N  fera  toujours  au  rectangle 
A  P  »  P  R  en  ratjon  donnée  en  quelque  endroit  de  la  Seilion 
q^  puisent  tomber  les.  droites  M  N ,  A  R^ 

Pquji 


Fiaiuhe  co  ./'*/</   '^/ 
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P  O  U  B.    L  ▲     P  A  a.  ▲  B.  O  L  E. 

Soient  (/g.  88.  )  les  tangentes  CS ,  ES  ,  qui  fe  ren- 
contrent au  point  ^^  parallèles  aux  droites  M  iST,  J4R\ 

je  dis  que  MF  *P  N.  ^P  n  P  R::  C5*.  "bb*. 

Car  ayant  mené  *  par  le  point  G  milieu  de  MN  le  *Art.i^Z, 
diamètre  CGyii.  tiré  par  fon  origine  c  la  parallèle  CB 
i  iWiV  j  il  eft  clair  ♦  qu'elle  fera  tangente  en  c.    On  me^  »  Art.  10. 
nera  de  la  même  forte  la  taâgence  e,  s  parallèle  à  ^  JS,  <^  ii. 
que  l'on  prolongera  jufqu'â  ce  qu'elle  rencontre  le  dia. 
mètre  C  G  au  point  K  ^  fie  tirant  par  le  point  touchant  £ 
Tordonnée  EL  ^on  aura  *  KC^CZ  j  &  par  conlè-  *Art.  li. 
quent  KBs^BE.   On  tirera  enfuite  ^D  ordonnée,  £(  d*  xji 
uiF  parallèle  au  diamètre  CG^H.  on  nommera  \ts  don- 
nées KB  oa  BE,m  i  BC^n-^  CK  ^e  j  le  paramètre 
C  if  du  diamètre  C  G , ^  j  &  les  indéterminées  AP^xi 
PM,y  }  ^D,  ri  CD\  s. 

Cela  pofé,  les  triangles  femblablesiC-BC,  ^PF^  donne» 

«ont  PIw»*JL,  A  F  ou  JDG  «11  :  Et  par  confequent 
CG— iï-t-/,Gilf  ou  G  JVBs>v-J-—-Ur»J» JV ou Gi\r 

-^GP^y-^-VtJiJ^xr'^MP^.PN^yy^VllY^ 

±ry,GM  ^yy-^^-^y-^try-^l^-xx^^^Tx^rr. 

Or  ♦  C2>  (J).  CG(lf-i-/)  ::  ^D*  (rr).  Glî*„rr  »^- «  * 

lIL'x«fr4-l£x,  puifque  17^*  irr)::^cB^CH  **** 

(^ i- ).  Et  comparant  eDfemble  ces  deux  valeors  de  G -M* , 
on  formera  l'équation  y  y  ^  tH^y^  ^  ry  -4-  11  xx 

•+-— ^  — îi^ATBsa^,  qui  convient  également  â  tous  les 

points  de  la  Parabole  ,  lorfque  la  î>ne  A  R  tombe  au 
deiTus  du  diamètre  rG,&  que  le. point  d^interfeâion  p 
kombe  entre  les  points  A^R. 

Maintenant  u  Ton  fait  dans  cette   équation  y^d 
«o  auia  (en  efl&^ant  tous  les  termes  où  y  fe  rencontre) 

0 


Z!L  X X'+'t^ X ^^  X ^0.  D'où  Von  tire  X ^'J^ ^i*l 

mm^R  i  puifque  P  Ai  (y)  devenant  nulle  ou  zéro,  il 
eft  clair  que  ^P  (x)  devient  ^R.    Donc  AP^PR 

^l!ax— i^x— x*i  &  par  confequent  MP*PN 

mn  » 

fyy  -4-  î!liy-l-irv).  ^PitPJC  T^^x— i^x—x* 


m 


»" 


s:  c\£r  (»«).  £  iï'  (m Ml),  puifqu'cn  multipliant  les  ex<t 
crèmes  &  les  moyens ,  on  recrouve  l'^quacion  précèdent 
M.  Or  comme  les  tangentes  CS^BE  di^meurenc  toâ^ 
}ours  les  mêmes  ^  en  ooelque  endroit  de  la  Parabole  que 
tombent  leurs  paratleles  M  2/^  AR-^'û  s*enfuic  &c. 
Il  peut  arrifer  di6krens  cas ,  felon  les  dif&rentes  po» 
;ioos  des  droites  MN^AR-y  mais  comme  la  démoni^ 
tration  demeure  toujours  la  même  ^  &  ou'il  ne  peut  y 
avoir  de  changement  que  dans  quelques  lignes  ^  ou  dans 
i^odques  termes  qui  sVvanoaiuent  ,  je  ne  m'arrêterai 
|>oioc  à  les  expliquer  en  <ictail«  On  doit  obfer ver  la  m&! 
ine  chofe  dans  les  deux  autres  Seâions. 

POUK     LZS    AUTHES     SECTIONS. 

* 

Ayant  mené  [fig.  i^.  90,  91.  )  les  deux  demi-diàme-^ 
très  c  o  y  CjB  ,  parallèles  aux  droites  MN  y^  R  {je 

Soit  mené  le  diamètre  CG  qui  ait  pour  double  or- 
ilonnée  M  Ny(\xt  lequel  (oient  abaiflëes  les  droites  S  E^ 
A  D  y  parallèles  i  M2^  -yèc  ayant  tiré  A  F  parallèle  à 
XGy  é>ienc  nommées  les  données  CB^mijSE^n^  CE  ^ei 
&  le demi-diamecre  CK^a ion  demiconjugué  €0  ^t^ 
ic  les  înterminées  AP^x^P  M^v  ^AD^riCD^s. 

Cel^  po(c ^  les  triangles  femblafales  CBE^AP  F^ Aon* 

neront  PFsmtH^  AF  00  DGmmUL.  Par  confequent 
«lans  l'Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofées  {fig.  jo. 
&  91-  )  on  aura  CÇmm*-^  -^t ,   G  Af  ou  G  2Tw»y 


*^  — —  r  jP-YottCiNT-l-GP  a«>'-t-il: — 1  r  )  itf  P  «  P jy 
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•^  "^  m  ^  mm 

rr.  Or  *  c5*  Hh '^*  ( xiZf //).  cg*':::^Fk'  */*'"'•  s*. 

"•  ,  o*  118, 

^  -MI  0f  Wl 

,    rerrxx^xemffsx       ^^    ,     $ êccx x^%9 eemsx  '^^  ^«^^^^J 

»!■>■  ^^r- — rr-t*'    ■  ■         ■        ■'  »  €11  meccacic. 

poar*4^fa  •  valeur  If.    Et  comparant  enfemble  ces  *  ^^.^^  j^ 
deux  v«teufs  ètGM  ^  oa  formea  l'éqiiatkm  ji^  ^  ilff^. 

anelle  mettant  à  la  plîace  écnnt  u^  ceeÙL  valeur  ce  tt  {il 

nut  imaginer  ^Hyperbole  conjogoce  qui  pafle  *  par  l*ex-  ^yrfr/.  ij4^ 

tremité  B^  (  lorfque  CB  eft  la  moitié  d*un  fécond  diameci^)" 

tirée  de  ce  qW^CÊ^-^C K  (i^^pt).  £jB* [nn)  :.  ^jfrt.Bu 
€K  {try.CO*  (cc)^  en  aura  ccUc^i// -f- 1^^ — z rjf  <^io8, 

4^Iixx-^iJlIi!:filiflAr«^,qui  convient  à  tou^  lef 

•  *    tf^m  mfP 

points  de  la  Seûiea,  lorfque  les.  points  ^^^K^  tombent 
de  part  ft  d'antre  du  diamecce  CG^tc que  le  point  d'in^ 
lerieâfoa  P  tombe  entre  les  points^  ^,  R^ 

Maintenant  fi  fon  Êttt«datis  cette  équatfon/s»^ ,  onr 
aura  (  en  efl&çane  tous^  les  termes  çiiiy  fe  rencontre  >  —  x  x 
^x>ri#HPxcr^^^_;    d'où?bn  tlrc Ar«±!liiîi^i£fi2îi 

mm^Ry  puUque  JP ^a/  (j^ >  devenant  nulle  oa zero^il  eft 
ckùr  cpe  «/^P  (^>  devient  ^R.     Donc  ^PhPR 

^  <tgi#       ^,  '         «»-  -^  ^ 

u  C£*  {m»),  co^  (cc)^  C»  multipliant  les  extrêmes  & 
le»  moyens  de  cct;te  proportion  ^  on  retrouve  Téquation 
précédente»  Or  comme  iesdemi-diametces  CO^Cil,  demeu- 
sjenc  toûjpurs  les  mêmes  en  quelque  endroit  de  la  Seûion^ 
^ue  tonvbent  leurs  parallèles  M21  ^^  R  i  il  s'enfiiit  &c. 
le  ne  mets  point  ici  en  particulier  le  calcujlpoQr  rEUipfe^ 

6  i j 


parce  qu'il  ne  difiere  de  celui  de  l'Hyperbole  qu'en  quel- 
ques lignes. 

COKOI^XAIILB     I. 

T1Q.9U        16$.  S  V L  y  a  deux  lignes  droites  MN^^R^ tttmu 

nées  par  une  Sedion  Conique  ^  lefquelles  fe  rencontrent 
en  un  point  P }  &  qu'on  mené  par  tout  où  Ton  voudra 
deux  autres  droites  F  G  , /f  27  ^  parallèles  aux  deux  pre- 
mieres  ,  &  terminées  aufli  par  la  Seâion ,  lefquelles  iè 
rencontrent  en  un  point  Qj. il  eft  clair  que  MP  ^ PN. 
^P  nPR:  zFQnQG.  B^  QI).  Car  les  deux  droites 
AR^  jBD^  étant  parallèles  entr'elles,  feront  parallèles 
â  la  même  droite  c  z  donnée  de  pofitioù  i  comme  aufli  les 
deux  droites  MN^FGyilz  même  droite Cr  donnée  pa- 
reillement de  poficion. 

CoflLOLLAlUE     IL 

166.  S 'i  L  y  à  deux  parallèles  ARy  JS Déterminées 
par  une  Seâion  Conique,  lefquelles  rencontrent  aux  points 
£,  ^une  ligne  droite  F  G  terminée  par  la  même  Seâion  ; 
je  dis  que  FE ^ EG.  AE^ERii  F^ QG.  E^^ QJD. 
Car  concevant  dans  le  premier  Corollaire  que  M2f 
tombe  fur  JFG>il  eft  clair  que  les  redangles  MP^P  N^ 
AP^P Ry  deviennent  FE^E4Jy  AEnER. 

CojBlOLLAIRX     m.    POUB.    LE    Ce&CLEw 

Fi  G.  95.  l6y.  Çj  N  peut  tirer  de  ce  Théorème  la  propriété 

du  Cercle ,  qui  eft  fi  connue  de  tous  les  Géomètres  ^  fça- 
voir  que  fi  par  un  point  quelconque  P  pris  au  dedans  ou 
au  dehors  d'un  cercle ,  on  mené  autant  de  lignes  qu'on 
voudra  AR^MN  ^HL^  &c.  terminées  par  la  circonfé- 
rence ,  les re^ïangles  AP^P Ry  MPnP  N^HP^ PZ, 
tic.  feront  tous  égaux  entr'eux.^  Car  menant  les  demi*- 
diamètres  CB  yCO^  CD^  &c.  pai^alleles à  ces  lignes ,  il  eft 
clair  par  le  Théorème ,  aue  tous  reâangles  feront  entr'* 
eux  y  comme  les  quarrés  de  ces  demi-diametres  ou  rayons, 
lefquels  par  la  propriété  eftentiçUe  du  cercle  font  cous 
égaux  entr-eux.        - 


Des  Trois  Sectioks  Coniqjubs.    io^ 

COROLLAIHE   IV.  POUH  LA   PaRABOLE. 

168.  C>  'i  L  y  a  une  ligne  droite  MIT  terminée  par  p  j  g,  j^^ 
une  Parabole ,  &  qu'on  mené  par  un  des  points  queU 
conques  ^  de  la  Parabole  un  diamètre  A  F  qui  ren^ 
contre  cette  ligne  au  point  F  :  je  dis  que  le  reâangle 
iW  -F*  jF  JSTeft  égal  au  reâangle  àt  ^F  par  le  paramètre 
c/f  du  diamètre  CG^  oui  pafle  par  le  milieu  de  MN. 
Car  concevant  dans  le  Tlieoreme  que  A  P  tombe  fur 

^ F yi\  eft  clair  que  la  ligne  PF(^,x)  devieqt  nulle 
ou  zéro ,  &  qu'ainfi  -  :a0.  Ceft  pourquoi  e&çanc  dans 
r^qaadon  i  la  Parabole  j'j' 4- il^jr-f-irv  4-—  xx 
^tUx^^tixssmû  ^  tous  les  termes  ou  -iè  rencontre ^ 
on  en  formera  celle-ci j^j^  -J-  2rymm.tîxssso.    Qx  jiF 

Ce  n'eft  que  oour  faire  voir  la  généralité  du  Théo* 
rême ,  que  j'en  déduis  cette  propriété  5  car  on  la  peut 
démontrer  plus  aifément  fans  y  avoir  recours  ,  en  cet* 

te  forte.  ^M^ x=sxGC^CHy^D  o\xGF  ^DchÇH^ 
&  partant  G  M  ^  G  f"  onMFn  FJN'amGC^DCHCH 


COKOLLAIHE  V.    POUH    lA    PARABOLE. 

ï^9*  De-la  il  eft  évident, 

i*^*  Que  s'il  y  a  deux  droites  Ai  JV,  F  L ,  terminées 
par  une  Parabole  ,  &  parallèles  entr'elles  }  &  qu'on 
mené  par  deux  points  quelconques  A ^B ^àt  cette  Pa-* 
rabole  ^  deux  diamètres  A  F  ^  £  P-t  qui  rencontrent  ces 
lignes  aux  points  F ,  F  :  il  eft  évident  ,  dis- je ,  que 
MF  H  FN.  EP  H  PL  ::AF.  S  P.  Car  le  diamètre  CG 
qui  pafle  par  le  milieu  de  MN^  pafle  auffi  par  le  milieu 

O  iij 


UO  Ll  vil    QuikiP  ft  I  M'kb% 

de  EL  )  &  par  confequenc  le  reâangle  EFhP L^am 

1*^-  Que  s'il  y  a  une  ligne  droite  M  iST  terminée  par 
«De  Parabok ,  fie  qui  renconeredeux  de  fès  ddantetres  A  F^ 
f  JC,  auxpoiK&i?,X^>oA4iira  MFh]F2^.  MK  h  K2^ 

3^  Que  s'il  y  a  deux  ligpes  drokes  MNyEL^  ternii. 
nées  par  une  Parabole,  fie  parallèles  encr'elles ,  qur  reo- 
comrent  un  de  iks  diamètres  quelcooqiies  BB  aux  points 

i^ ^  r  '^çAWtSkMK  h.KN.  RF  ^  FX  i:,B  K.  B  F. 

Cô  A.O  LL  A  itBiE  VL  Paui  LA.  Parabole. 

170*  JLJ  £*l  a  on  voie  ciommenr  on  peut  décrire  une 
Parabole'  qui  paâè  par  trois  points,  donnés  ^ ,  Jf  ^  N ,  fi£ 
dont  les  diamerres  ^F,CGy  foient  parallèles  à  une  ligne- 
droite  donnée  de  pofîtion },  fie  démontrer  qull  ne  peut  y. 
en  avoir  qa*une  feule. 

Car  ayant  mené  une  ligne  M  iV  qui  pigne  deux  des 
points  donnés  M^  N  ^  on  tirefa  par  le  troiâérne  ^  uft 
diamètre  j4  F  parallèle  à  la  ligne  donnée  de.  pofîtion  y 
&  qui  rencontre  la  ligne  itf  iV^  au  point  ^»  fie  par  le 
point  de  milieu  G  de  3f  iV  une  parallèle  G  Ci  A  F.    On 

fera  enfuite  JWPf  h  FN.  MG  x  GN.  ou  G  m^  :  :  A  F.  GC. 

Et  ayant  pris  C  Jf  troifîéme  proportionnelle  i€G^G  My 
^  Art.  1^  on  décrira  *  du  paramétre  Gif  ,  fie  du  diamètre  CG 
&  )o>.        dont  Torigine  efl:  en  C^  une  Parabole  dont  les  ordonnées 

ibient  parallèles  à  MN  -^elle  iâtisfera  à  laqueftion., 
^Art.  7.  &     Car  I®.  Elle  paflera  *  par  \ts  points  Af ,  -W  j  puifque  par 

5®*  la  conftruéUon  CJf  >^  CG  ^G  M  ou^GA*.    x<>.  Elle  paf- 

fera  par  le  pointa  j puifque ili^G  x  G  iV.  JWf  P  x  FNi:  CG^ 
F  A.  3^  Les  diamètres  AF  ^CG^  feront  parallèles  à  k 
droite  donnée  de  nofitiofl» 

Comme  la  Parabole  qjxi  Êitisfait  ait  ProUême  y  a.ae- 
ceflairement  pour  diamètre  la  ligne  G  6 ,  qui  a  pour  ori^ 
gine  le  point  C,  fie  pour  paramètre  la  ligne  déterminé» 
ÇHi^a  s'enfuit  (^i\  nepeut  y  en  avok  quHme  feule», 


N. 


<> 


^ 

^ 


Des  mois  SicTioM^C'oniQ^Es.     tit 
C01LOLLAIR.E  VII.  Pour  la  Pa&abole. 

!?'•  S  'i  ï-  y  a  deux  droites  UR^  JWriVr,  tenniDces  Pi©.  88, 
par  une  Parabole  t  iefquelles  (e  reocootrenc  en  uo  poioc  ,  < 

P  i  &  qu'ayant  fait  AP  x  -Piî.  MP  ^P  Ni\  ÂTP^TFV^ 
on  tire  la  ligne  AP  \\t  dis  que  cette  ligne  fera  un  dia» 
mètre*  Car  ayant  mené  les  tangentes  CB^  e3^  parai, 
leies  aux  droites  A^  iV* ,  >^  i^ ,  &  par  le  point  toucfa^iiC 
Ç  le  diamètre  CG  qui  rencontre  EB  prolongée  en  iCj 

on  aura  TIb  o\x~B^BC  ii  A  P  ^  P  R.  MPhP  ^Tit 

AP\  l'p\  &  par  confequene  K£.  C£  ::  ^ P.  P ^. 
h^s  triangles  KBC^  AP  F  feront  donc  femblables^fie 
leurs  côtes  AP^  KC^  parallèles  entr'eux  :  d'où  il  Aiic 
que  la  ligne  ^F  qoi  fe  trouve  ainH  parallèle  au  diamètre 
CG^fera  un  diamètre  i  puisque  dans  la  Parabole '^  tous  ^j)gf  -  l 
Jes  dtamecres  Ibnt  parallèles  entr'eux.  '   ' 

COROLLAIILB  VIII.    Poua    LA    PaRAIOLB» 

172.  Çj  N  tire  du  Corollaire  précédent  une  manière 
de  décrire  une  Parabole  qui  paâë  par  quatre  points  don*  < 

né$A^M,R,2<r. 

Car  ayant  joint  ces  quatre  points  par  deux  droites 
ARj  M 2^ y  qui  s^entrecoupent  en  un  point  P  ^  &  foie 

^P  ^PR.  MP  H  PNiiAP^.  Ff^o»  tirera  la  ligne  ^/; 
&  on  décrira "^  une  Parabole^qui  pafle  par  1^%  trois  poims  *Art.  170. 
A  ^  My  ITy  &  dont  les  diamètres  font  parallèles  à  la  -* 

ligne  A  F.  Elle  &ra  celle  qu'on  demande  ^  car  félon  Je 
Théorème  la  ligne  A  P  doit  rencontrer  cette  Parabole 

ca  un  point  R^  cel  que  AP^PR.  MPmPN  ::  T5- 

oa  K£*. MC  XI  AP^.P F^. 

Si  Ton  eut  pris  le  point  F  de  l'autre  côté  du  point  P^  Fi  g.  9;. 
on  auroit  décrit  une  autre  Parabole  qui  auroit  encore 
paâe  par  les  quatre  points  donnés.    Mais  l'on  doit  remar^ 
^uer  que  lorsqu'un  de  ces  points  P  tombe  fur  Tun  des 


s 


lu  Litre   QuatIxb'me. 

points  donnés  M  pu  ^, il  ne  peut  y  avoir  qu'une  Pa^- 
rabole  qui  facisfaffe  5  &  que  lorA^ue  coui  les  deux  corn- 
benc  fur  les  points  M  ^  N ^  ii  n'y  en  peut  avoir  aucunes 
puifqu^alors  le  diamètre  ^F  de  la  parabole  pafleroit 
^  Art.  10»   par  deux  de  fes  points ,  ce  que  Ton  a  démontré  *  être 

impoffible^ 

COROLLAIRE     IX. 

Pour  l'Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppose'jut; 

ta 

Fi9.5<;o7%        '73   S  *t  L  y  a  une  ligne  droite  M  N  terminée  par 

line  Hyperbole  ou  par  des  Hyperboles  oppoféer,  laqueL 
le  rencontre  une  afymptote  C B  au  point  i^^,  &  qui  foit 
parallèle  à  une  ligne  donnée  de  polition  $  fie  qu'on  tire 
par  un  point  quelconque  ^  de  la  Seâion  une  droite 
j4P  parallelle  â  cette  afymptote  ,  &  qui  rencontre  au 
point  P  la  ligne  M  Ni\^  dis  que  le  reâangle  MP  n  PU 
fera  toujours  au  reâahgle  1^ P^ P^S^  raifbn. donnée> 
en  quelque  endroit  de  la  Seâion  que  tombent  les  droi^ 
tes  MN^AP. 

Car  concevatit  dans  le  Théorème  (/g.  90.  9T.)  que 
le  demi-diametre  CS  devienne  une  afymptote,  il  eft 

^Art.  101.  rtatr  3»c  qu'^alors  îes  trois  côtés  du  triangle  CBE  deviennent 

chacun  infîpi.  Ceft  pourquoi  menant  ijfg.  9e.  97.  )  par 
^extrémité  K  du  diamètre  Z  JC  qui  pafTe  par  le  milieu 
de  AfiST,  une  paralliete  KSà  MN^  qui  rencontre  Ta^ 
iymptote  C  B  en  S^  on  formera  un  triangle  CKS  donc 
tous  les  côtés  feront  finis ,  £c  qui  fera  femblable  au  trian* 

^Art.iii.  gleciî£  5  &  partant  on  aura  CK{t).KS  ou  *CO(f) 

::  CE(eyEB  (»>.  Ce  qui  donne  f^es*»/.  Si  Ton  meta 
la  place  àe  ce  ùl  valeur  nt  dans  Téquation  i  i'Hyperbo- 

^'^  m  "^  mmtt  mit 

que  Ton  a  trouvée  dans  le  Théorème  ,  on  en  formera       >j 
celle-ci  v^^H-^^j'—x  ry^llU^lULL  x  ^o  ouyy^ll^y 

^  »^  m 

m**'*^\fllx.  Or  en  prolongeaoc  ^  D ,  s'il  eft  ne. 

ceifairc^ 
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ceflaire  ,  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  rafympîotè  CS 
«n   H  ,  les  triangles  femblables  CKSy  cDH^  don- 

neronc  ck  {,t).  KSic\.:  CD  f/).  DH,^-.  Et  par- 
tant ^H  OM  P  .^«li^Ii .    On  aura  <jone  MP  n  P27 


CB  {m).:.  K S.  C S.  Puifqu'en  m-ultipliant  les  extrêmes 
&  les  moyens  on  retrouve  l'équation  précédente.  Or  les 
lignes  KS^  CS,  den>eurent  toujours  les  mêmes  en  quel- 
que endroit  de  la  Se<aion  que  tombent  les  droites  Ml^y. 
^  P }  parce  que  le  dian>etre  L  k  qui  pafle  par  le  milieu 
de  M  iV,  paflè  auffi  *  par  le  milieu  de  toutes  les  parallèle*  *  Art.  14* 
â  MIT  terminées  par  la  Seâion ,  en  quelque  egdroii  qu'- 
elles fè  rencontrent.    Donc  &c. 

On  peut  démontrer  ce  Corollaire  immédiatement,  &  Fia.  96% 
lâns  avoir  recours  au  Théorème,  en-  cette  forte.   Soient 
les  données   CKsst^  KS  ou  COessc  ^  c&,sam^  &  les 
indéterminées  CDsas  y  ^  D  ou  D  /aor  ,  .^  Pmsax 
PM=»y.   Les  triangles  femblables  csk^AP  F  j^don^ 

Hcnr  PFr^'JL^  .A  F  ou  Z)G=>lfi  Et  partant  G  M  q\x 


GJSr«;^4--_r,G&'«If-^-/.    Or  i caufe  des  triao. 
gles  femblables  C/CJ,  CD iJ^,CG^ on  aura  CK  {^t\. 

^^4-".    Et  partant  M^^JT  ou  g'^'-^gIi' 


ou  BH  —  d/ «»~~— .rrid'où  l'on  tire  (en  eiïàçant  de. 
part  &  d'autre î^—rr,  &  tranfpofant  d'une  part  tous 
les  termes  où^  fe  rencontre)  cette  équation  i*v -f- !11^ 

m 

m^xry^Jlif  ^lLIl.y  laquelle  étant  réduite  en  propoc 
tien ,  donne  MP  h  PN  (jy  •+•  iî^^  z/^  y.  x^p  h  p  a 


11^  LivKi   Quatilie'm«. 

(ISLU^irx)  ;:  KS  {c).  CS  (m).    Ce  qu'il fattoit  dé. 


T.i«.  jj. 


montrer. 

La  démonflratîon  efl;  la  même  pour  les  Hyperboles 
oppofées  â  quelques  iignes  près. 

CO  JLO  LL  A  I  Jl£.     X. 

Pour  l'Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oi^pose'es^ 

174*  1 1-  ^uic  du  Corollaire  précédent, 
i^.  Que  s'il  y  a  deux  droites  parallèles  entr'eUes  M2T^ 
H  G,  terminées  par  une  Hyperbole  ou  par  des  Hyper- 
boles oppofées  3  &  qui  rencontrent  une  afymptote  CS 
aux  point^  j^,  /  j  &  qu'on  mené  par  deux  potnts  quel* 
conques  ^,  j?^  de  la  Seâion  deux  parallèles ^P,  BD^ 
âi'aiymptote  C<S,qui  rencontrent  ces  lignes  aux  points 
P ^  Z):les  reâangles  MPnpN ^  2 ^ P « P ^feront cn- 
,tr*eux , comme  les  redangles  HD^DG^iBD^DI^^iC 
partant  on  aura  MP^PN.  HD^DG  11  APnPQ^ 

x^.  Que  s'il  y  a  deux  droites  parallèles  entr'elles  MN^ 
JKG, terminées  par  une  Hyperbole  ou  par  des  Hyper- 
boles oppofées  ,  &  qui  rencontrent  une  afymptote  c  S 
âftix  points  ^^  /  5  &  qu'ion  mené  par  un  point  quelcon* 
que  A  de  la  Sedion,  une  parallèle  AO  à  C53*qui  ren- 
contre  ces  lignes  aux  points  P^  o  :  on  aura  {en  conce* 
tant  dans  le  cas  précédent  que  JBD  tombe  fur  A  P)  cet- 
te  proportion  ,  MP  ^  P  N.  HO  ^  OG  ::  A  P  m  PQ^ 
AO^OI\\AP.  PO.  puifqueP^^O/, 

3^.  Que  s'il  y  a  une  ligne  droite  H  G  termmcc  par 
une  Hyperbole  00  par  des  Hyperboles  oppofées  ^  &  qui 
rencontre  une  afymptote  c  5  en  /  5  &  qu'on  mené  par 
deux  potnts  quelconques  de  la  Seâion  À  ^  B^  deux  pa- 
rallèles AO  ^£1}  yi  CS^  qui  rencontrent  cette  ligne  "^ 
aux  points  O  ^  D  :  on  aura  HO^OG.  HD^DG  :: 
AO^OLBD^D  I.  Cela  efl  encore  one  fuite  du  px«- 
0iier  cas ,  en  concevant  que  la  ligne  MN  tombe  fîir  H  G. 
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I75*  S  *  l'on  coDi^oit  qu'une  ligne  droite  J?D  qui  rcn-  F  x  o. 
contre  «ne  Seâion  Conique  en  deux  points  B^  D,  fc  meu- 
ve parallèlement  à  elle-même  julqu'à  ce  qu'elle  rafe  la^ 
Sedion,  c'eft  à  dire  ,  jufqu'â  ce  qu'elle  devienne  la  tan- 
gente Z  «S  :  il  e(t  clair  que  \qs  deux  points  d'interfedion 
h  y  D\  fe  rcuniilent  alors  au  point  touchant  L  ^  &  qu'aio- 
fi  on  peut  confîderer  un  point  touchant  comme  deux, 
points  d'mtcrkdion  qui  tombent  l'un  fur  l'autre.  Or  ce- 
la pofc,  on  voit  naître  des  Corollaires  f ,  x\  5,  lO,  plu*- 
fieurs  cas  dont  voici  les  principaux» 

l^  S'il  y  a  deux  tangentes  KS^  Z^S,  qui  fc  rencon- 
trent en  uo  point  5 ,  &  deux  autres  droites  MN  ^u4R^ 
parallèles  â  ces  ungentes  &  terminées  par  la  Sedion , 
lefquelles  fe  rencontrent  en  un   point  P  3  je  dis  que 

MP  H  PiV.  AP  hPRi:  kV.  ZS.  Ceci  a  été  démontré 
dans  le  Théorème  à  l'égard  de  la  Parabole  :  mais  pour 
les  autres  Sedions  ,  concevant  dans  le  premier  Corolla:.^ 
re  que  F  G  tombe  fur  la  tangente  iC  5 ,  &  jB  Z>  fur  Z  5  j 
il  cft  clair  que  les  deux  points  d'interièdion  i^,  G,  fe 
réuûiflènt  au  point  touchant  K  ^  comme  auffi  les  deux 
B  ^  D  ^  au  point  touchant  Z  5  &  qu'ainfi  les>  redangles 

t^>^  QG ,  B^>.  QD  ,  deviennent  les  quarrcs  k  S  .l  :i  . 

1**.  Si  dans  une  Ellipfe  ou  dans  des  Hyperboles  oppo- 

fées,  l'on  mené  une  tangente  TJT parallèle  iKSy  &  qui 

«rencontre  5Z  au  point  JT ^  on  prouvera  comme  dans  le 

nombre  précédent^ que  ilf  P  x  PN.  AP  ^  PHit  TJC  • 

zlr .    D'où  il  fuit  que  K/S\  Z6*  :  :  rlP'.  ZJp\  Et  K  & 
SE  :  :  71.1^.  ZJT.   C'eft  à  dire ,  que  û  deux  tangentes  pa- 
rallèles KSyTJT^  rencontrent  une  troifiéme  tangente-' 
i  S  aux  points  5 ,  AT^  on  aurâ^  KSi  ZS  i^  TJd.  Lj^^  ou- 
KS.TXr.ZJ^,ZX. 

3*>.  Si  dans  une  Ellipfe ,  dans  une  Hyperbole  ou;  da-ns- 
des  Hyperboles  oj>polces,  il  y  a  deu*  tangentes  KS\. 
ZSry  qui  fe  rencontrent  en  un  point  ^,  &  qu'on  mené 


Jl6  LfVKE     QUATUTÏ'ME. 

«deux  demi  diamètres  c  Jr,  cz  parallèles  à  ces  tangen* 
tes  i  je  dis  quels  feront  entr'elles  comme  ces  deux  de* 

mi-dîametres.     Car  félon  le  Théorème  Cr.   Cz^  :: 

MP  ><  PN*  ^P  ^  PR::  kV.  IT.fdon  le  nombre  pre- 
mier.  Et  par  conféquent  Cjr.  CZ  ::  K  S.  L  S. 

4®.  S'il  y  a  deux  droites  ^ R^FGy  terminées  par  une 
Sedion  Conique ,  lefquelies  rencontrent  deux  tangentes 
Kl ,  ZO  y  qui  leur  foient  parallèles,  aux  points  /,  O  5  je  dis 

que  FO  H  OG.  ZO^  ::  Kj\ ^I  >k  IR.  Ce  qui  eft  évident 
en  conj:évant  dans  le  premier  Corollaire  qpe  BU  de- 
vient la  tangente  Z  O  s  &  Jli  -AT ,  la  tangente  K  J. 

j^  S'il  y  a  deux  parallèles  ^R^  BD^  terminées  par 
une  Sedion  Conique  ^  lefquelies  rencontrent  une  tan- 
gente K  H  aux  points  /,  //  3  je  dis  que  Kl\  ^I  HlRiz 

1ch\ BH  h  HD, ou 'kj\  KH  ix^IxIR.BH^  HD. 
Ce  qui  eft  une  fuite  du  fécond  Corollaire ,  en  concevant 
que  la  ligne  F  G  combe  fur  la  tangente  KH. 

6^  Si  l'on  fuppofe  dans  le  nombre  précédent  que  la  Sec- 
tion Conique  îbit  une  Hyperbole  ,  &  que  la  tangente 
HK  en  (bit  une  afyroptote  -,  les  redangles  B H  ^  HD^ 
^  /H  IR  deviendront  égaux  entr'eux.  Car  le  point tou* 
*jfrfl  io8.  chant  K  fera  *  alors  infiniment  éloigné  des  points  /f ,  /^ 

&  par  conféquent  les  droites  infinies  H K^  I K ^qui  ne 
différent  entr'elles  que  d*une  grandeur  finie  HI ^  doi- 
vent être  regardées  comme  égales.  Ceci  a  déjà  été  dé- 
montré dans  Tartiçle  97.  &  on  ne  le  répète  ici  que  pour 
fervir  de  preuve  à  ce  que  l'on  vient  de  dire ,  &  pour 
faire  voir  au'on  arrive,  fouvent  aux  mêmes  vérités  par 
des  routes  jbien  différentes. 

7^.  S*il  y  a  deux  tangentes  KS^  Z5^  qui  fc  rencra- 
trent  en  un  point  S  y  avec  une  ligne  droite  ^R  termi- 
née par  la  Sedion  ,  parallèle  i  Tune  d'elles  X  5* ,  &  qui 

r<încontre  Tautre  ^ .y  en  un  point  /  }  je  liis  que  Kl . 

^I^JR;:  KS  .ZS\  Qcla  eft  vîfible  en  concevant 
dans  le  fécond  Corollaire  que  les  lignes  FG^  BD^toWi- 
beac  fur  Içs  tangentes  kS ^IS, 
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?<>.  S'il  y  a  dans  uneËllipfe  ou  dans  les  Hyperboles  oppo- 
fées  deux  tangentes  parallèles  iC/, 2"/^,  qui  rencontrent 
aux  points  /,  ^,  une  ligne  yi  K  terminée  par  la  Sedion  aux 

points  Ji ,  ^  j  je  dis  que  k/.  ^Jh  /Ri:  TV  .  RV^V^. 
Cela  mit  encore  du  fécond  Corollaire  en  imaginant  que  les 
parallèles  MN^  F  G ,  tombent  fur  les  tangentes  T  V,  KL 

9^.  S'il  y  a  dans  une  Parabole  deux  parallèles  MN^  Fio.  54^ 
c  H  ^  dont  Tune  foit  tangente  en  C,  &  l'autre  foit  ter- 
minée par  la  Parabole  5  &  qu'on  mené  par  deux  points 
«quelconques  «>^3  ^,  de  la  Sedion,  deux  diamètres  ^ F^ 
BO  qui  rencontrent  ces  lignes  aux  points  F ,  o  :  il  eft 
clair  en  concevant  dans  les  deiix  premiers  nombres  du 
Corollai^'e  fixiéme  que  E L  combe  fur  la  tangaote  CH^ 

l\  Que  MF^  FN.  cô* ::  ^F.  BO.  2^.  Que  fi  Ton  pro. 
longe  FA  jufqu'à  ce  quelle  rencontre  la  tangente  C  H 

en  Q^onzur2L  MF  >^  F2/.C^::  AF.  j4  Q^ 

lo^  S'il  y  a  deux  parallèles  M2sr^  KT^  dont  l'une  ^  T'  Fi  g.  58* 
touche  une  Hyperbole  en  /C  &  rencontre  une  de  ks 
afymptotes  en  <^ ,  8c  l'autre  M  N  tfk  terminée  par  l'une 
ou  par  l'autre  des  Hyperboles  oppofëes ,  &  rencontre  la 
même  afymptote  en  Q^\  &  qu'on  mené  par  deux  points 
•quelconques  ^,  5,  de  la  SeÂion  ,  deux  parallèles  ^P^ 
^Xjàrafynxptote  C*S,lefquelles  rencontrent  ces  lignes 
aux  j>oints  P^  Ti  on  aura  (  en  concevant  dans  les  trois  nom- 
ères  du  Corollaire  dixième  ^  que  la  fécante  G  H  tombe 

iîrr  la  tangente  RT)  i^  Le  reélangle  MP  x  PJsr.  IcT*  :: 
.AP  H  PQ^BTxTS.  x^  En  prolongeant  iP  ^  jufqu'à  ce 
-qu'elle  rencontre  ATT*  en  it ,  le  redtangle  MP  ^  P2^. 

jE^*  :  :  A  P.  \A  R.  i^.  Le  quatre  K  T.  K  it*  ::  BT  H  TS. 

li^.  S'il  y  a  dans  les  Hyperboles  oppofiies  deux  tan. 
gent^s  parallèles /C  ^ ,  X  i^  i  qui  rencontrent  une  afymp. 
cote  C^r  aux  points  5,  V-^  &  qu'on  mené  par  deux  points 
<)uelconques  A ^  B y  de  \x  Sedion,  deux  parallèles  ARy 
3 Fi  l'afymptote  CS  lefquelles rencontrent  ces  tangentes 

pùj 
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aux  points  Ry  Itoù  aura  (  eo  concevant  dans  les  im% 
premiers  nombres  du  Corollaire  dixième  ^  que  les  deux 
Secances  AKN"^  G  if  ^  tombent  fur  les  deux  tangentes  KM^^ 

ZF)  i"".  Le  quarrc  k11\  Zl^^ii  ARx  RS.  £ Fx  BJT. 

»•.  Lequarré  KR.  L  E^  ::AR.  A  E. 


PROPOS!  TI  ON   XIV. 

Problème*. 

F I G.  9^.     ,    17 ^'  !-)•  i'c  Kl  Kl,  une EUipfe  ou  demx  Hyferbdes^  âppat. 

Mo.&ioz.  pes  auteur  iun  fara/Ulogramme  donne  EG  H  K  ,  (^  àon^ 

fun  de  fis  s  diamètres  K^  parallèle  aux  deux  chtez,  F  K ,  G  H,. 
f^it  à  fan  conjugué  DE,  en  la  raipm  donnée  de  m  i  m 

Ayant  mène  les^ligney^^^^  Z>£>  qpi  coupent  par  le 
milieu  les   côtés  opposes  du  parallélogramme   aonno^ 

^An.  14^.  JFG  idF  A' ,  il  eft  clair  *  qu'elles  feront  fur  dcux^  diamètres 

conjugués  de  la  Sedion  qu'on  demande,  &  qu'ainfî  leur 
point  d'imer/eâton  en  fera  le  centre  j  puifque  félon  l'une 
àt%  conditions  du  Problème,  les  parallèles  -FG,  KH\ 
doivent  être  terminées  par  la  Seâion ,  auffi  bien  que  les 
deux  autres  parallèles  TK^  G  H.  Or  cela  pofé  ,  fi  l'on 
^renA  A.B  ^DE  ,  pour  ces  deux  diameti-es  conjugués^ÔC 
qu'on  nomme  (les  points  L ,  O,  coupant  en  deux  parties 
égales  les  lignes  /'G,  JCJFfJ  les  données  CZ  ou  COyay 
ZF  ou  OA:,^j  &  l'inconnue  C^  ou  CB ^t yon  zarx. 

^Art.,  4n  i*.  Lorfque  ^la  Seétion  eft  une  Ellipfe  y  BL  ^LA  (  /A— ^^K 

^55'  L  E^  {bh)  w  À  li\  B  E  \\  mm.nn:   Et  partant /-^  =3^  4 

^'Art.  tu  -^^  — *--•  i°*  Lorfque* la  Seâion^pit  être  deux  Hyper- 
boles oppoffies , ex  Zf  CA  ( a ^I+i t).  LF{hb)ii  AB\ 
DE  II  mm.  nn ^  ce  qgi  donne  1 1 tsna a  — ^T^f ou  t>t 

n  n 


nn  nn 
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ABta  un  premier,  diamètre  ,  &  ttwzsi!!lZtl.^a  a  lorA 

nn 

^  c'eil.  un  feconcL    D'oiL  l'oa  tire  la .  conftr udlion  fiii^ 
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Taoce  que  je  diftingue  en  trois  diâèrens.  cas. 

Premer  cof.    Lorfque  la  Sedion  eft  une  Ellipfe  ^  foit 
faic  un  triangle  reûangle  J^ST  dont  Tun   des  côtés 

ST^CL  ,  &  l'autre  5/^=s«  "1  L  F  ^  te  io\t  décrit  du 

n 

demi-diametre  C ^v^TV^  qui  foit  à  fon  demi-conju- 
gué  CD^  comme  w^eft  a»,  une  Ellipfe  :  Je  dis  qu'elle 
fatisferaau  Problême.  Car  i^.  Le  diamètre  ^£  paraL 
le  aux  côtés  JFiC,GH,eft  à  fon  conjugué  DE^  en  la 
raifon  donnée  àt  min.    1®.  A  caufe  du  triangle  TS  T^ 

rcdangle  en  ^  ,  le  qoarré  TK  ou  CA  {ft)^Tl^ 
(^^)-+.s7^'(2i^)  i&  partant  BLHL^{ts^aa) 

„2^:  c^eft  pourquoi  l'on  aura  £Z^ZA(~it)^ 

LF  {66)  :: mm.  nnx:  ^  h  .  DE  .  D'où  Ton  voie  que 
ZF  ed  une  ordonnée  au  diamètre  ^  B  ^  6l  qu'ainiî  la 
Seâion  pa/Te  par  le  point  jF.  On  prouvera  de  même  que 
la  Seâion  paâera  ^r  les  points  G  ^  H  ^  K  ^  puafque 
CLr^LF^OK::^OH,&LqaeCO:^CL. 
Second  cas.    Lorsque  la  Seûion  doit  être  deux  Hyper* 

boles  oppofées ,  &  que  C £  eft  plus  grande  que Z ZF^ 

foit  formé  un  triangle  TSV  reâangle  eo  S ^  dont  l'un 
des  côtés  SV^Zlf ^  ^  Thypothcnufe  VTxi^CZ^ 

&  foient  décrites  du  premier  demi  diamètre  c ^asTS^ 
qui  (bit  à  fon  demi- conjugue  CD^commcm  efti  »,<letix 
Hyperboles  oppofées. 

Troifieme  cas.    Lorfque  la  Seâion  doit  être  deux  Hy« 
perbdes  oppofées  y  éa  que    c  Z    eft  plus  petite  que 

-  Z  /  :  on  formera  un  triangle  TS  V  redangle  en  T  dont 

l'on  des  côtés  rS—  cx ,  &  l'hypothenufe  SVmJ!!  L  F. 

On  décrira  enfuite  du  fécond  demi- diamètre  CA^rt^TV^ 
qui  foit  à  fon  demi-conjngué  CX>\  comme ^  eft  â  »,  deux 
Hyperboles  oppofées, 

La  démonftracioa  de  ces  deux  derniers  cas  eft  fem- 


nm  Livre   Q^v  a^t  kiVmw. 

blable  a  celle  du  premier  ^  mais  il  faut  remarquer  qur 

forfque  C  i  sas  ^Z  F  ^  le  Problème  eft  impoffible. 

C  O  KO  L  L  A  I  HB      %. 

177*  v^OMM.E  la  pafirioa  des  deux  diamètres  co» 
jugucs  ^-B  ,  D£  ,  eft  déterminée',  auffi  bien  que  leuir 
grandeur  ;.  puifque  félon  les  conditions  du  Problême  ili 
doivent  couper  par  le  milieu  les  côtés  oppofés  du  parai- 
klogramme,  &  qu'on  ne  trouve  pour  le  demi,  diamètre: 
C^  ou  c£  qu'une  feule  valeur  :  il  s'enfuit  qu'il  ne  peuD. 
y  avoir  qu'une  iêule-  SeéHon^  qui-  fatisfaâe. 

C  O  &  O  L  L  A.  I  K. B      IL 

l?**  L)  e-l  a  on  voit  comment  on  peut  décrire  une- 
Sedion  Conique  autour  d'un  parallélogramme  donné 
JFGHK ,  &  qui  pafle  par  un  point  donné  Ms 

Car  ayant  mené  les  deux  diamètres  conjugués  A  £y. 
DE  ^  qui  coupent  par  le  milieu  les  côtés  oppofés  du 
parallélogramme  ,  &  du  point  donné  M^  Tordonnée; 
MP  au.  diamètre  «X  J?  ,  laquelle  rencontre,  les  côtés  op- 
pofés FKyGH  j  aux  points  R ,  ^ &  la  Sedion  (  que  je 
fuppofe  décrite)  au  point  iST  5  il  eft  clair  que  P  Nzms^P  M'y 
&  qu'ainfî  RN^^M\  puifqpe.  B  R=^P  ^  Le  reûan* 
gle  RM>^  MQjtTzàonc  égal  au  redangle  RM^  RN. 

"^Art.  r<4..  Ot*FR  ^R  K.  J4R  ^RNonRM^M^i  ZTb.dTI 

Et  par  confequent  la  raifon  du  diamètre  A  £  parallèle 
aux  côtés  FK ,  G  W ,  à  fon  conjugué  D  E ,  eft  donnée  > 
puifque;  les  redangles  FR  ^RK^rm  ^MQ^^  font  don» 
nés.  De  plus  la-  Seâiôn  kr^  une  Ellipfe  ^  lorfqu'entre 
les  deux  ordonnées  M  P  ,  ko  ,  au  diamètre  AB^  qui 
tombent  du  même  côté  dû  centre  C^  celle  qjii.eft  la  plus 
proche  du.  centre  eft  plus  grande  que  la  plus  éloignée  ^ 
8c  au  contraire  deux  Hyperboles. oppofées  ,  lorfqu'ellè: 
eft  plus  petite.  D*où  l'on  voit  que  cette  queftion  fè  rer 
4uit  au  Problême  précédent*. 

Si 


I' 
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Si  le  point  "donné  M  lottïboit  fur  Vùn  des  côtés  du 
parallélogramme  ,  prolongé  à  difcrécion  5  il  eft  clair 
<)ue  ce  Problême  (ëroic  alors  impolTible  ^  puifque  ce 
côté  renconrreroic  la  Seââon  en  trois  difFèrens  points  )  ce 
qui  ne  peut  *  être.  "^Art.  149. 

CCMIOLLAIRE      Ilf. 

*79*  L)  e-l  a  on  tire  encore  la  manière  de  décrire 

vne  Se^on  Conique  ^  qui  ait  pour  diamètre  une  ligne 

,^  £  donnée  de  pofîtion^  pouf  centre  le  point  donné  Cy 

■&  pour  deux  ordonnées  à  ce  diamètre  les  droites  MPy 

KO.        . 

Car  ayant  pris  fur  le  dian>etre  A'B^  la  partie  CZ  . 
égale  i  COy  U  mené  L  F  parallèle  &  égale  à  OiC  j  il  eft 
clair  qu'elle  fera  ♦  une  ordonnée  au  diamètre ^£  ,  &  *-'''^45•0 
qu*ainfî  prolongeant  KO  en  /ï,  U  F  L  en  G  ^  en.  forte  Sj.tf*  118. 
.que  OHtB^OK y^  ZG^^nL  F,  les  droites  égales  6c  pa. 
jalleles  KH  ^FGy  feront  *^deux  doubles  ordonnées  au  *^rt.i^^, 
diamètre  ^\S.    P'où  Ton  voit  que  la  Seftio»  doit  être  - 

décrite  autour  du  parallélogramme  FGH  K  ^Sc  paflfer 
,par  le  point  donné  M  }ce  quifë  fera  par  le  moyen  dur  ^ 

Corollaire  précédent.  .        ^ 

Comme  cette  queilion  fe  réduira  celle  du  Corollaire 
précédent  »  qui  fe  réduit  au  Problême  ^  &  que  félon  le 
Corollaire  premier,  on  ne  peut  trouver  qu'une  ièule  Sec- 
lion  qui  y  fatisfafle  :  il  s'enfuit  de  même  qu'on  ne  peut 
décrire  qu'une  feule  Sedion  qui  remplilTe  les  conditions 
4e  ce  dernier  Corollaire. 

PROPOSITION    xv; 

Problème^- 

180*  JJ  e'c  R I  R  B  une  Sefiion  Conique  qui  faffe  par  p  r  g.   loi» 
dnq  points  dormes  F,  M  ,  K ,  G ,  N  j  &  démontrer  quil  n'y  &  loj. 
m  peut  awir  qu'une  feule. 


4X1  . ,  .  .Livre    Qu  ath  i  b'j«  ï. 

Ayant  joint  quatre  des  points  donnés  par  deux  lignes 
droites  FG^  Ai  N^  qui  ie  rencontrent  au  point  it^oa 
mènera  par  le  cinquienie  point  donné  K  deux  droites 
K  D^KH ^  parai Iele5  aux  droites  i^G^3f  JV^,  &  qui  le* 
rencontrent  aux  points  B^  Q^  On  prendra  iûr  ces  deux 
lignes  prolongées ,  s'il  eft  neceflaire,  les  points  D^H^ 
tels  que  MR^  M  N,  GR^  RF  :  :  ME^  EN,  K£m  eD.  Et 
jF  R^  RG,  MR^  RN  :  :  IQj<  QG.  M(l  H  QK.  en  obfer. 
vaht  que  les  points  K^D  ^  om  K  ^  H^  doivent  tomber 
.de  parc  &  d'autre  du  point  de  rencontre,  JB ,  ou  Q^  lorf- 
que  les  points  M ^  N^  ou  t\  G,  tombent  axiffi  de  pacc 
4l  d'autre  de  x:e  même  point  ^  &.  au  contraire^  On  me* 
nera  enfuite  par  les  pomts  de  milieu  des  parallèles  JD  x;, 
FG,Sc  MK^  KH^ks  droites  i/,-^-S,<jui  sVntre- 

^Art.a7^.  coupent  au  point  C.     On  décrira  enfin  ^  la  Scâion  Co- 

nique  qui  a  pour  diamètre  la  ligne  ^  B  doncee  d^  pofi. 
liotî,  pour  centre  le  point  donne  C,  èc^  pour  ordonxK£S 
les  deux  droites  M J^ ^  KO.  Je  dis  qu'elle, i^itistera  au 
Problème,  &  qu*il  ne  peut  y  avok  que  celle^ià. 

'^jirt.  i6€.      Caries  deux  points  D^  H  ^  feront  *  i  la  Seâion  qui 

paflè  par  les  cinq  points  donnés  F ^  M^  K^X5^  N ^  U 

^jfrt.  i4t  ainfi  les  lignes  L/^  AB  ^  en  feront  ♦  deux  diamètres, 

f^  147.       xjui  en  détermineront  par  conféquent  le  centre  par  leur 

point  d'intèrfeâion  C.  il  eu:  donc  évident  que  la  Seâion 
Conique  qui  paiïe  par  les  cioq  points  donnés,  doit  avoir 
>néceâairemeiH:  pour  diamètre  la  ligne  A  u  donnée  de 
:  poiîtion ,  pour  ceoDre  Je  point  <7 ,  &  pour  ordonnées  au 
diamètre  ^M  \t&  drodœs  MP^  KO^  Or^ommc  ii  n'y  a 
qu'une  feule  Seâion  Conique  jqui  putâe  remplir  ces  con- 
ditions ,  il  s'enfuit  que  ce  fera  celle  qu'un  demande  ^  fic 
«qu'il  ne  peùc  if  avoir  que  celle^li. 

S'il  arrive  que  les  diamètres ^ iî ,  i/,  &ient  parai- 

^  Att.  «47.  leles  entr'eux  5  la  Seâioa  iera  alors  "^  une  Rarabole  qu'oa 

décrira  par  l'article  1 70. 
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De  la  comparaifon  dts  Seâlions  Comiques  entr^ 

elles  ^.  (S  de  leurs  Segmens. 

L  £  M  M  £     L 

l8i*  ^  I  la  différend  de  deux  quatuipis  diminue  cojitinueL 
lement ,  en  forte  quelle  devienne  enpi  moindre  qiiamune  grana^ 
deur  donnée  ^  je  dis  que  dans  cet  état  ^xes  deux  qttantités  fe^ 
font  égales. 

Car  fi  elles  ne  récoienc  pas ,  on  poarroi^afligner  enti;^- 
elles  queli^ie  différence  ^  ce  qui  eft  contre  l'hy^pod^efe. 

Ll-MME     II. 

182.  3*  I  i^  raifon  de  deux  quantités  efl  teUè  que  Pante^^ 
eedent  demeurant  toujours  le  même  ^fa  différence  avec  fon  con- 
fequent  diminue  continuellement ,  en  forte  qu'eSe  devienne  enfim 
moindre  qu* aucune  grandeur  donnée  j  je  dis  que  dans  cet  état , 
ces  deux  quantités  feront  égales. 

Car  par  le  Lemme  "^précèdent ,  Tantecedent  fera  égal  ^Art.  i8ir 
k  fon  coafequenc  ^  &  ainfi  les  quantités  dont  ils  expri^ 
ment  le  rapport ,  feront  égales. 

Lemme    III. 

l83«  5)  I  fonjuppofe  fur  une  ligne  courèe  quelconque PiBG  tio.MJ^ 
marc  M  N  infiniment  petit ,  t'efi-  à  dire ,  moindre  qu* aucune 
Candeur  donnée  5  (jr  qtt^on  imagine  far  les  extrémités  de  cet  arc 
les  ordonnées  W  P ,  N  O  ,  à  l'axe  ou  diamètre  A  C ,  avec  les 
faralleles  M  R ,  N  S ,  i  rr  diamètre  :  je  dis  que  les  faraUelo^ 
gammes  P'QR  M  ,  P  QN^ ,  peuvent  être  pris  chacun  pour 
ftfpace  P  QN  M  renfermé  entre  les  ordonnées  P  M ,  QJN ,  la^ 
fetite  droite  P  Q^,  ^  le  petit  arc  de  la  courbe  M  N. 

Ti>as  les  points  d'une   ligne  courbe  ou  $*él oignent 

au 
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concinueilemenc  de  plus  en  plus  de  Ton  diamètre ,  ou 
bien  s'en  approcheoc  conciouellemenc  de  plus  en  plus  4 
ou  enfin  cette  ligne  courbe  eft  compose  de  piiiHeurs 
portions ,  donc  les  unes  s'éloignent  de  plus  en  plus ,  & 
les  autres  s'approchent  de  plus  en  plus  de  Ton  diamètre* 
Car  il  eft  évident  qu'il  ne  peut  y  avoir  aucune  portion 
dans  une  lig-ne  courbe ,  dont  tous  les  pomts  ^ient  éga- 
lement éloignés  de  Ton  diamètre  ^  puilqu'alors  cette  por* 
tion  ne  feroit  plus  courbe,  mais  une  ligne  droite  paraU 
lele  à  <e  diamètre. 

Suppofons  1^.  Que  Parc  MJN^  foit  fur  une  cour- 
be ^  J\f  5  dont  tous  les  points  s'éloignent  de  plus  en 
plus  de  Ion  diamètre  ^  C.  Si  Ton  prend  du  coté  du 
point  N  l'arc  MO  d'une  grandeur  finie  ,  &  qu'ayant 
nommée  l'ordonnée  O  F  parallèle  à  MF ,  on  tire  les  droi- 
tes o  B  y  M  E  ^  paraHeles  au  diamètre  ^  c  ^  il  eft  clair 
^ue  l'efpace  Curviligne  P Fo  M  fera  plus  grand  que  le 
parallélogramme  mlcrit  P  F  E  M  ^  éi  mc^ndre  que  le 
parallélogramme  circonfcxit  P FOD.  Or  (î  Ton  ima- 
gine que  le  point  O  fp  meuve  fuivanc  la  courbe  ver5  Je 
point  M  ^W  eft  vifible  que  le  parallélogramme  Af£.oD 
qui  eft  la  diflference  à^s  parallélogrammes  infcrits  &  cir- 
confcrits  à  Tare  OAf ,  diminuera  continuellement  jufqu'â 
ce  qu'enfin  il  devienne  nul  ou  zéro  dans  l'inftant  que  le 
point  O  parvient  en  M.  P'où  jl  fuit  que  lorfque  Je  poinc 
0  eft  arrivé  en  isr,.c*eft  à  dire,  infiniment  près  de  M  , 
le  parallélogramme  MEOD ,  qui  devient  MRNS ^  fera 
moindre  qu'aucune  grandeur  donnée.  Il  eft  donc  évi- 
*Art.  \Zi,  dent  félon  le  J-emme  *  premier ,  que  les  parallélogram- 
mes P  Q^R  M ,  P  i^JiS  ,  deviennent  alors  égaux  entrV 
eux  ^  &  par  cpnféquent  auili  égaux  chacun  i  l'efpace 
curviligne  P  SJ^  if.    Donc  &c, 

Suppofons  1°.  Que  le  petit  arc  M IT  /bit  fur  une 
courbe  B MO  dont  tous  les  points  approchent  de  plus 
en  plus  de  ceux  de  fojci  diamètre  c  G.  Il  eft  vifible  que 
Ja  démonftration  deoieure  la  même  que  pour  le  premier 
ras  ^  en  obfervant  (implepient  que  ^  le  parallélogramme 
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«circonfcric  P  iZj^S  devient  infcrit  en  ce  cas-ci. 

Suppcfons  3*'.  Qu'une  ligne  courbe  telle  que  ^  £  G^ 
^{oit  compofée  de  plufieurs  portions  donc  les  unes ,  corn- 
me  AB^  s'éloignent  de  plus  en  plus  du  diamètre  ^  G  y  ^ 
&  les  autres  au  contraire  ,  comme  B  G ,  s'en  approchent 
de  plus  en  plus.  Je  dis  que  les  points,  comme  B^  qui  fépa- . 
renc  ces  portions ,  ne  peuvent  tomber  fur  les  arcs  M  Ni 
car  fi  cela  étoit  le  poiot  B  feroit  plus  près  du  point  ilf  que 
B'eft  le  point  N  j  ce  qui  ell  contre  la  fuppohtion.    Il  efl; 
donc  évident  que  ce  dernier  cas  ell  neceiTairement  ren-    *    ^ 
ièrmé  dans  Tua  ou  dans  l'autre  des  deux  premiers^ 

Corollaire    L 

184*  L)  £  L  A  il  fuit  queli  Ton  mené  par  tout  où  Ton 
voudra  une  ordonnée  CB  parallèle  â  JPM^  Se  qu'on 
imagine  que  la  portion  de  courbe  ^  B  foit  divifce  en 
4ine  multitude  infinie  d'arcs  infiniment  petits  ^  tels  que 
MKy Tefpace  ^  C S  renfermé  par  les  droites ^c^c B^ 
&  par  la  portion  de  courbe  AB^  fera  égal  à  la  fomme 
de  tous  les  parallélogrammes  tels  que  PQJiM  ou 
P dNS.  ILs'enfuit  de  même  que Tefpace  MP CB ren* 
fermé  par  les  droites  M  P ^  P  C^  CB  ^  &  par  la  portion 
de  courbe  AfJ?i  fera  égal  â  la  fomme  dç  tout  ce  qu'il  y 
aura  de  ces  parallélogrammes  dans  cet  efpace  3.&  de 
même  dans  toute  l'étendue  de  la  courbe  ^BG. 

m 

Corollaire    IL 

1^5.  o  'i  l  y  a  une  figure  quelconque  CMDOC  ren*  Fie.  i«j; 
&rmée  entre  deux  parallèles  C  E^D  Fy  &  qu'on  imagine 
par  tout  où  l'on  voudra  entre  ces  parallèles  deux  droi- 
tes ^O  ^  ivrz^  infiniment  proches  Tune  de  l'autre  ,  & 
qui  leur  foient  aufiî  parallèles  }  je  dis  que  refpace 
OMNL  qu'elles  couperont  dans  la  figure  CMDOC ^it^ 
ta  égal  au  reâangle  d'une  d'elles ,  comme  de  M  o  ^  par 
leur  diftance  MR  q\x  OS.    Car  menant  la  perpendicu<* 
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laire  j4JB(ur  les  parâllelcç  C2ï,  JDi?,  laquelle  rcncoiv- 
trc  les  parallèles  MO ,  NL ,  aux  points  P^  ^ il  eft  clair 
•^^r/.  i8j,  par  le  Lemme  *  que  l'efpace  PMNQj^H  égal  au  redan- 

^X^PMR^U  Tefpace  POL^n  redangle  POS Qj^^ 
&  par  confcquent  que  refpace  O  MNJU.  eft  égal  au  rec^ 
taoglc  O  M  RS  ou  O  M^^P  i^ 

GOKQLLAIR.E     ril: 

loi?.  1 1,  fuit  du  Corollaire  précédent  ,  qtre  s'il  yat 
r       deux  figures  quelconques  CM'.DOCy  EGFHE  ren. 
fermées  entré  deux  parallèles  CE,  2) -F,  &  qui  foient 
telles  qu'ayant  mené  entre  ces  parallèles  par  tout  ou 
Ton  voudra  une  ligne  JVf/f  parallèle  aux   droites  C£,. 
D  F  y  les  parties  M  o  ^G  H  ^  de  cette   ligne  comprifes  ^ 
dans  les  figures.  CMD  OC  y  E  G  FH  E  ,  foient  tou- 
jours entr'eltes  en  raifon  donnée  :  il  fuit,  dis  je ,  que  ces^ 
deux  figures  (  j'entends  les  efpaces  qu'elles  compren- 
nent  )  font  auiE  encr'elles  en  raifon  donnée.    Car  imagi- 
nant une  autre  parallèle  HJC  infiniment  proche  de  J)i  //,, 
&  tirant  une  perpendiculaire  ué  B  fur  les  parallèles  C£, 
D F, laquelle  repcontre  les  parallèles  MH ^  NK ^  aux. 
*Jru[iS^^  points  P,  drU  eft  clair  par  le  Corollaire  *  précédent  que 

refpace  OMNLt^  égal  au  redangle  O  M  ^-PQ^^  &  de- 
même  que  refpace   G  H  Kl  eft  égal   au    redangle 
G  H  ^P  i^  Ces  deux  efpaces  feront  donc  entr'eux  corn* 
nje  MOdk  iùGH  3  &  comme  cela  arrive  toujours  en- 
quelque  endroit  qu'on  mené  la  droite  M  H  ^ï\  s'enfuit 
que  la  fomme  de  tous  les  petits  efpaces  MN LO  ,  c*efl^: 
i  dire,  l'efpace  CM  DOC  fera  à  la  fomme  de  cous  les. 
pjCtics  efpaces  GHKI^  c'eft  à  dïtt ,  à  l'efpace  £  G  EHE^ , 
en  là  raifon  donnée. 

On  prouvera  de  même  que  la  partie  MDOàt  la  figure 
CMDOC^cit  encore  à  la  partie  correfpondante  G  F  H 
de  Tautre  figure  E  GFHE^cn  la  raifon  donnée;  comme.: 
auffi  les  parties  reftantes  ÇMO  ^  eg  H: 

Il  eft  vifiisile  que.  fi  la  raifon. donnée  eft  celle  d'égalité^ . 
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<*é&  à,  dire ,  que  fi  les  parties  M  O ^GH ^  de  la  droite 
M  H  ,  font  toujours  égales  entr'elles  j  les  efpaces 
CMDO  c^  EG  F HE^iL  leurs  parties  correipondantes 

MDO^  GFH^iC  CMO  ,  EGHy  teront  ég^ales  eotr'clles. 

Lbmm'e    IV. 

iSy^  O  I  l'ffn  fuppofe  jur  une  liffie  CMrbe  quelconque  un  arc  F  i  c.  i 
Hnfininunt fetit  MN  î  é*  qu'on  imagine  Us  tangentes  MT,  N  T, 
qui  fe  rencontrent  au  foint  T ,  la  faâtendante  M  N  ,  (^  /^ 
^oite  N  S  perpendiculaire  fur  lAT  prolongée  :  je  dis  qûon  peut 
prendra  pour  ^arc  M  N  fa  foutendante  M  N ,  tf»  lafomme  des 
deux  tan^Mes  M  T ,  N  T ,  ^«  enfin  la  droite  M  S. 

Toute  ligne  courbe  eft  .néceflàiremenc  ou  toujours 
<oncavc  vers  un  certain  endroit,  ou  cooipofée  de  plu- 
sieurs portions  dont  \ts  unes  étant  concaves  vers  une 
certaine  part  ^  les  autres  le  font  vers  le  cote  oppofc.  Or 
les  points  qui  feparent  ces  portions  "*  ne  peuvent  point  fe  "^  Art.  18}^ 
trouver  fur  les  arcs  infiniment  petits  M  N  :  puifqu'iJs  fe-  »•  )• 
roienc  plus  près  du  point  M  que  n'eft  le  point  iNT  ^  ce 

Î|ui  efl:  contre  la  fuppofîtion.  On  peut  donc  toujours 
uppofer  que  Tare  M  N  fait  partie  d'une  courbe  ou  por- 
tion de  courbe  qui  eA  toujours  concave  vers  un  certain 
côté. 

Maintenant  fi  J'pn  prend  (ur  la  courbe  du  coté  da 

point  N  y  Tare  M  0  d'aune  grandeur  finie ,  &  qu'on  tire 

Ja  foutendante  O  M  y  la  tangente  O  G ,  &  la  parallèle  O  D 

àHSziieSt  clair  i^.  A  caufè  du  triangle  M  DO  reâangle 

en  D  y  que  la  tangente  MD^  moindre  que  la  foutendao- 

te  JtfO,&  â  plus  tbrte  raifon  moindre  que  l'arc  M  NO  ^  d« 

Àrteque  Parc  M  NO  &  fa  foutendante  MO  font  plus 

grands  chacun  que  il/D,&  chacun  moindre  que  la  fomme 

des  deux  tangentes  MGyOG.  i^.k  caufe  de  la  concavité 

de  i'arc  M  NO  vers  le  même  coté  ,  fi  Ton  mené  par  un 

point  quelconque  N  de  l'arc  M  o  une  tangente  7*^^ 

les  points  7",  H,  où  elle  rencontre  les  tangentes  MO  ^ 

O  G ,  (erom  fituez  entre  les  points  M^G^ic  o  , t? ^ ainifi 
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Tàngle  OG  D  >  qui  eft  externe  au  triangle  TG.R^  e(V  ptùsj 
grand  que  l'angle  il  r  G  ou  N.T  S. 

Ceci  fuppofc,  fi  Tan  mené  les  droites  M  E,^M  F,  pa^. 
ralleles  aux  tangentes  O.G,  l^Xy6c  qui  rencontrent  la. 
droite  D Ûaux  points  £,  fj  &  qu'on  imagine  que  le  point: 
o  fe  meuve  fuivant  la* courbe  vers  le  point  M:  il  efl  vifibler 
que  l'angle  OGD,  ou  fon  égal  EMD^  diminucra.continuel- 
lement  jufqu'â  ce  qu'il  s'cvanouifle  dans  Tinftant  que  le 
point  O  parvient:  en  M\  puifqu'alors  la  tangente  o  G  (o 
confond  avec  la  tangente  MÎ)  :  d-oà  il  fuit  que  la  ligne 
M  E  diminue  continuellement ,  jufqu'à  ce  qu'enfin  elle  de- 
vienne- égale  i  M  D  dans  cet  infta-nr.  Donc  lorfque  le 
point  O  eil  arrivé  en  Ny  c'eft  à  dire  infiniment  près  da 
point  M^  la- ligne  ME^  alors  en  M  f  ,ne  fera  pour  lors, 
différente  de  la  tangente  MD)  que  d'une  grandeur  moin^ 
^^r/.  iSu  dre  qu'aucune  donnée  ^  &  par  conféquent  ^  les  lignes, 

TiV, 7^5,  dont  elles  expriment  le  rapport^ feront  ég-ales, 
entr'elles.  Les  deux  tangentes  MT^TN:^  prifesenfemble^^ 
feront  donc  égaies  à  la  droite  MS^  comme  aufll  à  l'arc 
MN  i  &  à  la.fbûtendante  M  N^   Ce  qiiilfallQit  démtmtteu. 
f 

CoROLLAIit.5      II 

1^8.  P  o  I  s  (^17  E  l'angle  ¥MBi  o»  fon  égal  NTS\  eftl 
infiniment  petit  dans  la  iuppofition  que  le  point  i^Tfoit:: 
infiniment  près  du  point  Jd  ,  il  s'enfuit  que  dans  le  triant 
gle  MTNy  l'angle  interne  NMT^  quieft  moindre  que- 
rexterieur  NTS^  fera  auili  infiniment  petite  c'eft  à  dire  ^^ 
moindre  qu'aucun  angle  donné  3  &  qu'jûnfion  ne  pour- 
ra mener  par  le  point  M  aucune  ligne  droite  qui  tombe 
dans  l'angle  TM  N.  D'où  l'on  voit  que  ces  deux  lignes 
MT^  N  M  ^k  confondent  entr'elles^  &  qu'ainfi  on  peut 
regarder  une  tangente  comme  une  ligne  droite  qui  pafle 

lar  deux  points  d'une  ligne  courbe  infiniment  proches. 

[îun-de  l'autre. 


i 
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G0B.0LLAIR.E    II. 

l89«  S  I  l'on  imagine  qu'une  ligne  courbe  quelcon. 
que  foit  di^^ifêe  en  une  mulitude  infinie  d'arcs  infiniment 
petits  tels  que  Ai  AT  3  il  ed  clair  ^u*en  prenant  au  lieu  de  * 
ces  arcs  leurs  foûtendantes^  on.  verra,  naître  un  Polygo. 
se  d'une  infinité  de  côtés ,  chacun  infiniment  petit ,  que 
Kon  pourra  prendra  pour  la  ligpe  courbe  :  puifqu'elle*  #^^^  ^g^, 
n'en  diflferera  en  aucune  manière.  De  plus  les  petits 
côtés,  de  ce  Polygone  étant  prolongés  de  part  &  d'au- 
tre ,  feront  ks  tangentes  de  cette  courbe  5  puifqu'ils  pa(l 
fent  chacun  par.  deux  de.  ks  points  infiniment  proches 
lîun  de  Vautre.  . 

R  E  M  A  R  QJJ  E; 

l^O.  v3  N  doit  faire  ici  attention  que  l'idée  ou  na- 
tion qu'on  a  donnée  des  tangentes  des  Seâions  Coniques^  . 
ne  convient  qu'aux  lignes  courbesqui  font  toujours  con^ 
caves  dans  toute,  leur  étendue  ver^  le  même  côté,  corn* 
me  font  *ces  Seâions  :  au  liea  que- cette  dernière  notion  * ^rf ;  16C. 
eft  générale  pour  toutes  fortes  de  lignes  courbes.    Auflî  éi.  12^* 
eft  ce  elle  qoi  fert  de  fondement  à  la  noéthode  des  tan- 
gentes que  j'ai  expliquées,  dans  mon  Livre  des  Infiniment 
petits  ^  &  que  j'ofe  aflurer  être  la  plus  fimple  &  la  plus 
générale  qu'on  puidè  fonhaiter^   On  en  verra  ua  foible- 
idchantillon.à  la  fin  de  ce  Livre. 

D  e'  F  I  N  r  T  r  o  N  s^ 

1. 

Deux  fegmens  dé  lignes  ^courbes  quelconques  B^  D,  p  1  g.  107*-^ 
6^d^  font  appelles  5^1»^^/^^/^/ ,  Jorfqu'ayant  infcrrt  dans  108. 109; 
J'un  d'eux-  une  figure  rediligoc  quelconque  B  M  NOB^ 
on  peut  toujours  infcrire  dans  l'autre  une  figure  redili- 
g^e . femblable  bm no d.. 

^   .  i: 

Deux.Seâions  Coniques  font  appellées  "S^smblables  \ , 
Idrfqu'ayant  pris  dans  l'une  d'elles  un  fegmept  quelcon--- 
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que  S^Dy  on. peut  toujours  affiguer  dans  Tautre  un  fcg- 
ment  femblable  i^ad. 

3- 
On  appelle   diamètres  Semblables  AP  ^  apy  dans  dif- 

'  ferentes  Sedions  Coniques ,  ceux  qui  font  avec  leurs  oc^ 

données  P M^frn^  les  mêmes  zngl^s  .4P M^apm. 

C  O  R'O  L  L  A  I  .H  £• 

I^I^  P  L  US  chacun  des  côtés  JBM^  M  iVTj  &c.  im^ 
mHy  &c.  devient  petit  j  plus  leur  nombre  augmente ,  & 
plus  auffi  les  figures  reâitignes  Semblables  JB M?/  OD^ 
b m n 0 d ^  approchent  des  fegmens  B  ^ Dy  bady  aufqueh 
elles  font  infcrites  3  <le  forte  qu'elles  leur  deviennent  en. 
*  jirt.  iSj^  fin  égales  *  lorfquc  chacun  des  cotés  eft  infiniment  petit; 

&  que  leur  nombre  par  confequent  eft  infini.  I>  où  îl 
fuit  que  les  fegmens  femblables  J94D  ^bad ,  foot  en- 
tr'euxjcomme  les  quarrcs de  leurs  foûtendantes  B D^b^à^ 
qui  A>nt  des  côtés  homologues  .3  &  les  portions  des  coiuu 
jbes  B  AB^bad^  comme  ces  foôtendantes« 

PROI^OSITION    L 

Theotcmc. 

f  i.«.  IC7.       ^^^'  S  o  1 1 N T  deux  Paraboles  A  M;  â m ,  ^/  aj^etH 

deux  diamètres  femhlabks^  A  t-  y  aL,.,  jîWj  ^r  la  même  drou 
te^  en  forte  que  leurs  ordonnées  P  M  /p  m  ,  f oient  para /le  le  s  en- 
tr  elles  j  ^foit  marqué  fur  cette  droite  au  dedans  des  Parabo^ 
les  un  point  fixe  L ,  tel  que  L  A  [oit  ^  L  a ,  comme  leparame^ 
tre  A  G  du  diamètre  AL  de  la  Parabole  A  M ,  ^  anparame^ 
4re  zgdu  diamètre  a  L  de:U  Parabole  a  m.  Je  dis  queji  l^on 
mette  du  point  fixe  L.àjfnpoim  quelconque  M  de  la  Parabole 
A  M  ,  une  ligne  JroHe  LIA  y  elle  rencontrera  f  autre  Parabole 
a  m  en  un  point  m  tel  que  L  M.  L  m  :  :  L  A.  L  a. 

Ayant  mené  Tordonnce  MP^tc  nomme  les  données 
l^A :^a^La^L'^j4G ^piU  les  indcxcrminces  ^P^x% 


Ub  la  comparaison  DÏS  SïCTlONS   CoNlQi    I3r 

et 

Or  fi  Ton  prend  fur  le  diamètre  a L.  de  la  Parabole  ^;«,, 
la  partie  ^/>s=»— ,  &  qu'on  mené  l'ordonnée  fm  $  il  eflr 

clair  *  que  ;>»ï  a»/^  "^  "^2  (■~)**~7^ea   mettant  "^Art.e^ér 
pour  /^xr*  fa  valeur//  j  &  qu'ainfi  /»zas»i2!.    Donc  P  M  ^  ibu^, 

0')-/>^(7)''^^  (^~'^)-  ^P  (b^~).  Et  par  con.^ 
féquent  la  ligne  ZM  paflèra  par  le  point  m  extrémité 
de  l'ordonnée />OT,^c*efti  dire,  qu'elle  coupera  la  Para- 
bole am  en  ce  point.  Donc  à  caufe  des  triangles  fembla» 
blés  LPMi  LfTn^  on  aurz  L  M.  Lm  ::  P M{y).  fm' 

^1)  :  vL  A  {a\  La  {Jb ).    Qé  qu'il  fdUoit  dènmtrer. 

COROXLAIHE       I»  I 

193*  Si  l'on  prend  dans  la  Parabole  ^M  un  fegi 
aient  quelconque  B  AD  -^  6c  qu'ayant  mené  les. droite»' 
LB^  XDqui  rencontrent   l'autre  Parabole  a  m  aux 
points  i^d,  00  tire  la  foûcendante  i^d  :  je  dis  que  le  ieg^ 
mtntiadàc  la  Parabole  am^  cfï  iêmblable  au  fègment 
*^-D  delà  Parabole  A  M.    Car  ayant  infcrit  dans  le 
iegment    B  A  D    une    figure    rediligne    quelconque. 
B MNOD  y  il  ,eft  clair  que  fi  l'on  mené  les  droites 
L  My  L  1H\  L  o  j  qui  rencontrent  Tautre  Parabole  aux 
points  m  ,  »,  a  ;  les  triangles  ZBM,  Lhm  y  L  M  N\, 
ZmnhL  UCy^Zna^Z  ODyJLod  ^LBD,  Zhd ,  feront 
femUables  3  &  qu'aiofi  les  c^tés  B  M^  bm\  M  U^  mny, 
2to  ytio  5  ODyod  ^  ^D,  ^^3  feront  parallèles,  &  coâ- 
jours  en  même  raiion   chacun  i  fon  corrèfpondant  v 
puifque  toutes  les  droites  LB^  Z  M^  L  N^^  Lo  ^  LD  y, 
font  coupées  en  même  raifon  anx  points  h  ^m  ^n^o^  d.. 
D*où  Ton  voit  que  les  figures  rcdilignes  B  M  2^0  D^. 
kmnod yfont  feniblables.    Or  comme  il  eft  évident  que 
cette  démonftrarion  fubfifte  toujours ,  telle  que  puifle 
acre  Ufig;urereaiiigne  infcritedans  le  fôgmenc  -^^^255 

ICij. 
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^  D^/,  I.  il  s'enfuit  que  les  fegmens  B^ D^  bad^  *  font  fembla^ 
'^Df'  ^'^^  '  ^  P"  confcguent  *  gue  les  Paraboles  ^^  >  ^»^i 
^  *    le  font  auffi.  '       ^ 

C  o  a  O  L  L  A  I  K  £     IL 

194'  jD  e-l  a  il  eft  évident  que  'fi  l'on  merie  par  le 

fpoint  X  une  double  ordonnée  EF  dans  la  Parabole  ^M^ 

laquelle  rencontre  l'autre  Parabole  a  m  aux  points  e  ^f^ 

les  fegmens  lE  A  F  ^€^fs  dç^  deux  Paraboles  ^  M^  am^ 

feront  femblables  entr'eux. 

•      COROLLAIÏIE      HT. 

1^5'  1  ou.Tis  les  Paraboles  font  femblatles 
^r'elles  j  car  fi  l'on  prend  fur  deux  diamètres  femblables 
de  deux-  difTirrentes  Paraboles ,  les  parties  AZ^aL^  qui 
foient  entr'elles  comme  les  paramètres  ^G^ag  j  &  fi  Ton 
conçoit  que  le  diamètre  La  foit  fitué  fur  le  diamètre 
LAi  en  forte  que  les  points  L  y  'L  ^  tombent  l'un  fur 
l'autre ,  &  que  leurs  ordonnées  V  M^  pm^  foient  paral- 
lèles entr'elles  :  il  eft  clair  qu'ayant  mené  du  point  fixe 
X  à  un  point -quelconque  JM  de  la  Parabole  JiAf^  une 
ligne  droite  LM \  elle  rencontrera  toujours  l'autre  Pa^ 
rabole  ^7»  en  un  point  m  tel  que  LM.  Lm  x\  LA.  L^u 
^  Art.  MU  Donc  *  &c. 

COR-OLLAÏ  flE     IV. 

^9^^  XJ  E-L  A  il  ^t  que  fi  l'on  prend  fur  deux  dia^ 
mètres  femblables  de  deux  différentes  Paraboles  ,  les 
parties  A  L  ^  aL  y  qui  foient  entr'elles  comme  les  para^ 
mètres  de  ces  diamètres  ,  &  qu'on  tire  par  les  points 
^,  X^  les  doubles  ordonnées  EF  ^ef:  les  fegmens  £^  F, 
€af^  des  deux  Paraboles  v^JWT,  am^  feront  femblables 
;(!ntr'eux. 

Corollaire    V. 

Ï97*   S  r  deux  fegmens  B^/^D,  bad^  font  (èmblablec 
jpqtrleujc^  &  que  l'un  d'eux  JSAD^  foit  le  fegmcut  d'un: 


De  la  comparaison  des  Sections  Côniq^ijJ 

iParabôIe  j  je  dis  que  l'autre  bad  fera  le  fegment  d'une 
autre  Parabole  ,&  qu'aind  il  n'y  a  entre  toutes  les  cour* 
bes  imaginables  que  àts  Paraboles  qui  puaient  être  fem- 
blables  a  une  Parabole  donnée.  Car  (î  Ton  place  le  petit 
fegment  bad  au  dedans  du  grand  B  A  D  ^^n  forte  que 
les  foutendantes  ^^ ,  ^-D,  foient  parallèles  j  &  qu'on 
infcrive  dans  l'un  &  l'autre  deux  figures  redilignes  quel- 
conques femblables  BMNOB  ^bmnodiAék  clair  que  les 
côtés  homologues  5 Ai , ^ «1 5  MN ^mn,^  &c.  de  ces  deux 
figures  feront  parallèles  :  puifque  les  angles  DBM  ^dbm^^ 
BMNy  bmn  j  &c.  font  égaux  entr'eux.  Or  menant  LM^ 
LN ^  LO^psiT  le  point  de  concours  L  des  deux  droites 
Bby  Dd^qm  joignent  les  extrémités  des  foûtendantes 
parallèles  B  D  ^bd^  qui  font  les  deux  côtés  homologues 
donnés  5  ces  droites  LM^  iiNT,  /iO,  paflèront  par  les 
points  correfpondans  m^n^  o^oh  elles  feront  diviiées  en 
même  raifon  que  Z  B  Teft  en  b^oxi  LD  qu  d  ^  puifque 

£ D.  b d ::  L  B.  Zb::  B  M.  km::  £  M.Zm  :i  M 2i. Mm: 
Z2sr.Ln\:NQ.  no::  LO.  Lo::OD.od. 

Maintenant  fî  l'on  mené  par  le  point  L  le  diamètre 
ZA  de  la  Parabole  A  M  j  qu'on  le  divife  en  ^  ^  en  la 
même  raifon  que  Z  B  l'cft  en  ^ ,  ou  Z  D  en  âf  ^  &  qu'on 
décrive  *  du  diamètre  aL  ^tc  du  paramètre  a  g  qui  foit  *-^rr.  t6u 
au  paramètre  AGàm  diamètre  AL  de  h  Parabole  A M^ 
comme  Za  ^fi  z  Z  A  ,une  Parabole  am  dont  les  or- 
données />f9a  foient  parallèles  aux  ordonnées  P  Mde  Tau. 
trc  Parabole  :  il  eft  évident*  qu'elle  paffera  par  tous  les  n  ^^t. nu 
points ^^,  m/n^Oy  ^/^  qui  divilent  dans  la  raifon  donnée 
de  BB  à  bd  toutes  les  droites  LBy  ZM^  ZiV,  ZO ,  ZD. 
Orcommeceraifonnement  fubfifte  toujours  tel  que  puifle 
être  le  nombre  des  côtés  des  figures  reûilignes  fembla- 
blcs  BMNODy  bmnod^  &  de  telle  grandeur  qu'ils  puit 
fcnt  être  j  il  s'enfuit  que  la  Parabole  dm  paffe  par  ,tout 
par  où  le  fegment  bad  pafTe^  &  qu'ainfi<e  fegment  en  eiè 
une  portion.   Ct  é^uUîfalloa  démontrer. 


&  iij 
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PROPOSITION    IL 

Theorcmc*. 

F I  G.  108.         ^9^*  i)  O I  T  une  EOipfe  ou  Hyperbole  A  M  qui  ait  foup- 
105.  un  de  fes  premiers  diamètres  la  liyne  A.  H ,  éf"  pour  paramètre 

de^  ce  diamètre  la  ligne  A  G  i  ^  ayant  pris  fur  ce  diamètre 
(prolongé  dans  l* Hyperbole)  un  point  fix£  L  3  d*  divifi  en 
même  raifon  aux  points  a ,  h  ,  /^/  partiis  L  A  ,  L  H*    Soit 
une  autre  Ellipfe  ou  Hyperbole  a  m  qui  ait  pour  premier  dia^ 
mètre  la  ligne  ah  ^  pour  paramètre  de  et  diamètre  la  ligne  a  g. 
qui  [oit-  i  A  G  comme  2L\i  efi  P^  H ,  &  dont  les  onlonnèes 
p  m  foieni  parallèles  aux  ordonnées  P  M  de  l'autre  Sefiion 
A  M.^   ^e  dis  que  fi  ton  mené  du  point  fixe  L  à  un  point  queU 
amque  M  de  la  Sefiion  A  M ,  une  ligne  droite  quelconque  L  M  5 . 
elle  rencontrera  Vautre  Sefiion  zm  ^  en  un  point  m  iel  que 
L  M.  L  m  :  :  L  A.  L  a  ix*eji  à  dire  que  toutes  les  droites  tirées 
du  point  fixe  L  aux  points  de  la  Sefiion  A  M  ^  font  divifees  ett: 
même  raifon  par  la  Sefiion  a  nx 

Il  faut  prouver  que  L  M.  L  m  :  :  L  A.  La. 
Ayant  mené  Tordonnée  ilf  Z',  &  nommé  les  données^ 
Z^  ^a  '^La  ^b'^AH^it'^U  les  indéterminées  ^/^,x  s 
JPM^y  s  on  aura  LA   {a}.   La  [b)  ;:  Xff.    Lh\i. 

LH-^LA  ou  AH  {xt).  Lh-^  La  <yx  ah^i^llLL. 

-— ..  —  ^ 

Or  fi  l'on  prend  fur  le  diamètre  /r  à  de  la  Seûion  a  m  la: 
partie  apcsJ'JL\  &  qu'on  mené  l'ordonnée  ^«1  5  il  eft: 

^Art.^i.Sf.  ^^^^^  *  que  ^  i'  n^P  H  (  1  txZ+xjc  ).  TJi^Jyy)  :  :  ^  H. 
^i.&nzlAG  ::  ak,ag::ap^ph(^^^''''^^^'''Ypm^^^tl22^tC^ 

qu'âinfi  f  m  mmtl .    Donc.  PM{y).pm(  il)  :  :  LP  { a..^  ). 

Lp  {b^^tiy    Et  par  conféquent  la  ligne  Z  M  paScn 

par  le  point  m  extrémité  de  l'ordonnée  pm^  c'eft  â  dire 
[u'eile  coupera  la  Seâion  am  en  ce  point.    Donc  à  cau« 
dé^  triangles  femblables   L.P M  ^  Lpm  ^  on  aura. 


15e  XA  COACPikRAïSOM  DES  SecTIOWS  CoNIQ^  Ijf 

JlM.Lm  ::  PM  (>')v/^(— )::  L^(a).La{6).    Ce 
^il  faUoit  démontrer. 

Corollaire    L 

^99 •  O I  Ton  prend  dans  la  Sedion  A  M  un  fegment 
•ijuelconque  £^ D^&c  qu'ayant  mené  les  droites  L B ^ 
£ D y  qui  rencontrent  l'autre  Seâion am  aux  points  A^d^ 
on  tire  la  foûtendante  Ad:']Q  dis  que  le  fegment  ^^^  de 
la  Sedion  am  cH  femblable au  fegment  BADdch  Sec- 
don  AMi&c  partant  que  fi  l'on  mené  par  le  point  L  une 
double  ordonnée  E  F  dans  la  Sèâion  ^  M  ^  laquelle  ren<- 
contre  l'autre  Seâion  aux  points  e^f-y  les  fegmens  £^  j; 
eaf^  des  deux  EHipfes  ou  des  deux  Hyperboles  AM^am^ 
icrooc  fèmblables  entr'euxi  Cela  fe  prouve  de  même  que 
pour  la  Parallèle  dans  les  articles  193,  &  194. 

COKOLLAIKE      IL 

200.  1  DUTES  les  Ellipfes  ou  Hyperboles  A  M  ^ 
-am^  qui  ont  deux  diamètres  femblables  ^H^ah^  en  m&- 
«fie  raifoQ  avec  leurs  paramètres  j4Gjagy  font  /èmbla»» 
blés  entr'elles.  Car  fî  Ton  prend  les  parties  AL^  aL^ 
qui  foieot  entr'elles  comme  les  diamètres  A  H ^ah^  & 
que  Ton  conçoive  que  le  diamètre  a  h  foit  fîtué  fur  le  dia- 
mètre j4 H ytn  forte  que  les  points  L^Ly  tombent  l'un 
^ur  raucre,  &  que  \q%  ordonnées  fnt^  P  M  ^  foient  pa- 
Talleies  entr'elles  :  il  eft  clair  qu'ayant  mené  du  point 
£xe  /«  â  un  point  quelconque  iUfde  la  Seâion  ^  jl/ une 
hgne  droite  L  M ,  elle  rencontrera  toujours  l'autre  Sec^ 
tien  am^  en  oo  point  ;»  tel  que  XAf.  Lmx:  LA.  La. 
Donc*  ace  "^Arui^f. 

Corollaire     III. 

*OI*  L/E-L  A  il  eft  évident  que  s'il  y  a  deux  Ellipfes 
oudeux  Hyperboles  ^Jlf,  4;»^  dont  deux  diamètres  lem- 
4>Iables  A  M^ahyioknt  en  même  raifon  avec  leurs  pa* 
«rametres  AG^agiSc  qu'ayant  pris  les  parties  AL^aL^ 


1 
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xjui  fpient  entr*elles  comme  les  diamètres  ^ Jf  ^ah^qn> 
tire  par  les  points  Ij  ^L  ^  les  doubles  ordonnées  £  F  ycfx 
il  eft  évident ,  dis  je ,  que  les  fegmens  E  A  F  ^e  af^  des. 
.  deux  Serions  AM^am^  fpot  fcmblables  entr'eux. 

CoROLLAi  RE    rV;. 

102,  s  I  deux  fegmens  SAD^  ba  d^  font  femblaWès. 
entr'eux  ^  &  que  l'un  d'eux  foie  le.  fegment  d'une  Eliip^ 
fe  ou  d'une  Hyperbole  -^VI4  ,.qui  ait  pour  un  de  ks  dia- 
îpetres  quelconques  la  ligne  AHàont  le  paramètre  eft 
AGi]q  dis  que  l'autre  bad  fera  le  fegment  d*unc  autre 
Ellipfe  ou  d'une  autre  Hyperbole^^;»,  qui  aura  pour  Ikin 
de  les  diamètres femblablei  à  AH^\z  ligne ak  qui  fera 
en  même  raifpn  avec  fpn  paramètre  ^g ,  que  AH  avec  le 
fien  A  G.,  Car  ayant  placé  le  fegment  bikd^  au  dedans 
du  fegment  ^./^  P  y^^  forte,  que  la  foutendante  b  à  foit. 
parallèle  â  la  foutendante  BD^H  que  les  lignes  Bb^Dd^^ 
concourent  en  un-  point  L,  du  diamètre  AJHE  (ce^qui  eft. 
toujours  poilible  ) ,  &  infcrit  dans  Tun  &  l'autre  deux  fîv 
eures  reélilignes  quelconques  femb labiés  ^  on  prouvera 
comme  dans  la  Parabole  article  15^7.  que  les  droites  Lil^ 
LiN^  LO;^  paffôront  par  \qs  points  correfpondans  iw,  », 
o^  où  elles  feront  divifées  en  même  raifon  que  L.B  l'eft. 
en  b^  ou  L  D  en  di 

Maintenant  fi  Ton  divife  le«  parties  LA  ,  L:H ,  du 
diamètre  AH  aax  points  a^k^  en  même  raifon  que 
*vfr/.i(i..  i^"5  l'eft  en^5  &  qu'on  décrive-^  du  diamètre  ^^.&  du. 

paramètre  ^g  qui  foie  au  paramètre.  >4  6  da  diamètre 
AH,  comme  1^  ciïàLA^  ou  ah  à  ^JFs?^ une. Ellipfe  ou 
une  Hyperbole  a  m ,  dans  les  ordonnées  pm  foient  paral- 
lèles aux  ordonnées  P  M  de  l'autre  Ejlipfe  ou  Hyperbo- 
f.  iy8.  \q  A  M  :  il  eft  évident  *  qu'elle. pa(îéra  par  tous  les  points 
by  m ,  riy  0  ^d  y  qui  divifent  dans  la  rauoxi  donnée  de  ^^ 
i  BB  toutes  les  droites  -L^, /.M  ,  i?/,  ZO, -LD. 
Or  comme  ce  raifonnement  fubfifte  toujours  tel  que 
pjuiiTe  être  le.n.onibre.des  ç6tés  des  figures  reétiligncs, 

femblables> 


lOl 


lOO. 


'    X 


'--.. 
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fcmblables  B MNOD ^  bmnod  ^  bc  de  telle  grandeur  . 
qu'ils  puiflent  être  j il  s'enfuit  que  rEllipfe  ou  THyperbo»* 
le  am  pafle  par  tous  les  mêmes  points  par  lefquels  pafle 
le  fegmeot  hd^&i  qu'ainfi  ce  fegment  en  efl:  une  portioOb 
Ce  quUl  faMoit  démontrer^ 

Co  KO  I^L  A  I  Rï.     V. 

203.  [x  eft  donc  évident  que  H  deux  Eliipfes  ou  deuic^ 
Hyperboles  ^ My  am^  font  femblables^  &  qu'on  pren^ 
ne  dans  la  Seâion  ^M  un  de  ks  diamètres  quelconques 
^  H  'y\\  y  aura  toujours  dans  l'autre  Seâion  a  m  up  dia- 
mètre ah  femblableâ  ^i^, qui  aura  avec  fon  paramètre 
a.g  la  même  raifon  que  ^  H  avec  le  fien  ^  G  :&  qu'ai»- 
fi  les  diamètres  femblables  ^  H ^ah  ^  feront  en  même 
raifon.  avec  leurs  diamètres  conjugués.    Or  comme  dans 
nne  Ellipfe  ou  Hyperbole  il  ne  peut  y  avoir  *  que  deux  *jirt.  66.'*- 
diâèrens  diamètres  conjugués  qui  faflent  entr'eux  lesmê-  ^\i^S. 
mes  angles  ^  &  que  ces  diamètres  ne  dif&rent  que  par 
leur  pofîtion ,  leur  grandeur  demeurant  la  même  ^  il  s'en- 
fuit  que  dans  les  Eliipfes  ou  les  Hyperboles  fembiables 
tous  les  diamètres  conjugués  qui  feront  les  mêmes  angles ^  . 
feront  entr'eux  en  même  raifon  }  obfervant  de  prendre 
pour  les  antécédens  de  ces  deux  raifons  les  plus  grands  *» 
de* ces  deux  diamètres  conjugués ,  &  pour  conféquens^> 
les  moindres.  . 

PROPOSITION    IIL. 

Thcorcme. 

«  Z04r*  Jl  I  Pan  mené  dans  une  SeEiion  Conique  dèUxfaroL  F  i  g.  iio,^ 
Ules  quelconques  B  D  ^  E  F ,  terminées  par  la  Section  j  ^  qu^on  uu 
joigne  leurs  extrémités  par  deux  droites  B  E ,  D  F  ^^  je  dis  que 
les  fegmen%  BMEB,DMFD,  compris  par  des  portions  de 
la  Se f lion ,  d^  parles  droites  quijoiyient  les  extrémités  desp.i-  - 
raSelej.  y  feront. égaux  emr'eux. 

s.:> 


'Car  ayant  prolongé  les  foûtendances  BE^  DT,')ùL 
.<]a'â  ce  qu*elles  fe.  rencontrent  en  un  point  G  ,  &  ayant 
rmené  par  ce  point  &  par  le  point  de  milieu  H  de  la  li. 
.£0^  B  D^la  droite  G /?  s  il  tft  clair  ou'elle "âivifera  par 
le  milieu  en  K  la  parallèle  E^F  i  SDy  comme auffi  par 
le  milieu  en  P  un  autre  parallèle  quelconque  /O  O  â  k 
même  ligne  J?i).  Donc  la  ligne  HK  fera,  un  diamètre 
^Art.i^(.  *  qui  aura  pour  ordonnées  de  part  &  d*aucre  les  paralle. 

les  B  D^EF.iSc  partant  (i  l'on  mené  par  un  de  ks  points 

quelconques  P  une  parallèle  d  ces  lignes  ,  elle  rencontre* 

'^^^vH4*  ^^*  1^  Seûion  en  deux  points  M^My  également  éloignés 

du  point.P  )  d'où  l'on  Toit  que  les  parties  MO^o  Af ,  de 
la  même  parallèle  M  M  i  JBD  ^  comprifes  dans  les  kp^ 
mens  bmeb  ^  DMFD.^  font  toujours  égales  entr'cUes., 
en  quelque  endroit  que  puifle  tomber  cette  parallèle  en- 
'"^Art.Alô.  tre  les  l^nes  SD^EF.  il  eft  donc  évident  *  que  ces  deux 

^gmens  feront  égaux  entr'eu^x. 

Si  les  foûtendanteis  JB  E^  B  J%  étaient  parai lelesentrfeï- 
ries  yi\  faudroit  mener  par  le  point  de  milieu  H  de  la  ligne 
S  D  une  droite  H  K  parallèle  à  ces  foûtendantes  ^  8c  la 
^émonftration.demeareroit  toujours  la  même» 

>C43  KJÛ  X  L  A  IIL  £      h 

JFiû.  no.       ^^5-  Puisç^^  PiW  ,eft  toujours  égale  i  PM^Àl 

s'enfuit  i^  Que  le&Trapefes  Coniques  KHBE.KHDF^ 
font  égaux  entr'eux«  i^.  (  Lorfque-la  ligne  /^  D  au  lieu  de 
rencontrer  la  Se<%ion  en  deux  points  la.xoucdeen  un  point 
^)  que  les  Trilignes  Coniques ^KE^  ^KF ^{ont  egaux^ 
,&  qu'ainfi  les  fegmens  AEMA  y  AFMAy  le  font  auffi^ 
puifque  le  triangle  AEF  ed  divifé  en  deux  parties  égale» 
.    par  te  diamette  AK  qui  pafle  par  le  milieu  de  £  J".  ' 

^     CoîLOLî,  AJUE     IL 

iF  i  «.  ;i  w,        20tf .  s  r  la  Scdion  étant  une  Parabole ,  une  Elltp^ ,  oa 

^he  Hy  petbole  ,i  on  mené  parles  extrémités  •desparallelti 


SD^EF^  les  droites  -S F,  D  JS,  qui  s'entrecciupent  erv-- 
tre  CCS  parallèles  ^  les  fegmens]  BFD^B^  DEBAD\  (t-- 
ront  cg^ux^entrtuXé  Caries  r^iaflglcs  i?FD  ,^£D ,  qur* 
ibnc  entre  les  mêmes  parallèles  B  D  yEF i&c  qui  ont  la 
même  bafe  BD y(ont  égaux  entr^eux  ^  &  partant  ft  Von^ 
ajoute  d'une  part  le  fegmenc  DMFD  plus  le  fegn^enr-^ 
B^DB ,  &  de  Tautre  BMEB  égal  au  fegmenc  DMFDy. 
pjus  auffi-  le  même  fegmenc  jS^JDJS  }  les  cours  BFBAB  ^ 
i)£Bi«/ârZ),  feront^ égaux  «ncr'eux% 

C  O  R^O  L  L'A  i^  E     I-I I^ 

Vf^*  Uf'E.LA  on  voie  comment  on  peut  coaperpaf  Fi«;  ua^ 
tm  poinc  donné  27  fur  une  Seâion  Coniaue  »  deux  kg. 
Biens  DGED ,  JDF£Z>  i égaux  chacun  d  un  legment  donné- 
MEDB.  Car  ayant  ciré  les  droites  BD  ^  DE  ^  &  mené  J(  G 
parallèle âD£,  &  £  J^  parallèle*  à  BD ^  Iciquelles^ ren.' 
contrent  la  Seâion  aux  points  e^  -F  î  il  eft  clair  *  en  joi-  *jirf.uo6^' 
gnant  la  droite  7)jF^^ue  le  fegment  DFBDtH  égal  au  feg-  " 
œent  BEDB^i  cauie  des  parallèles  D  jB,  £  F5  &  de  me- 
me jcn  joignant  D  G ,  qjœ  le  fegment  DG  £  D  cft  égal  au  ' 
fegment  B  B  Z>Bsà  caufe  des  parallèles  BG^  J>£. 

Si  le  point  doené  tomboit  foi*  ruse  des  extrémités  du  ' 
ftgment  donné  que  je^fuppofe  être  à  preiènt  IXG  E  D ,  ii-^ 
£iudroit  mener  par  l'autre  extrémité  G ,  une  parallèle  G  F 
i.la  tangente  qui  pa(&  par  le  point  D^i  &  tirant  par  le  potfUr 
i^:  où  cette  panailele  rencontre  la  Seâion ,  &  par  le  point:: 
donné  2>\  la  fgucendante  Df^  il  eft  clair  que  le  (egmenrv  -^ 

PfBJ>itTZ  égal  au  fegnoent  donné  D^GEDi- 

U  eft  viiible  qu'il  ne  peut  y  avoir  dans  ce  dernieir  cas  > 
^oe  le  ièul  fegptnenc  ^\F^2>  qui  6)irégal  au  fegmenc  don^^ 
né  BtG  E  D  }  puifque  tout  aittre  fegment  qui  aura  pour*' 
l'une  de  (es  extrennités  ie  point  donné  D ,  &ra  plus  grand 
oa  moindre  que  Je  iegment  DFSDyfdon  que  fon  aucreex»- 
tremicé  fera  plus  proche  ou  plus  éloignée  du  poinc  Z>  que 
sleft  le  poinc  f.  D'où  il  fuit  que  d  deux  fegmens  DGE  Dj 
M£JtJS>y.s^  ont  une  earemicc -commune  Z>^^nt  ég^^uz^^ 
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entr'eux  j  &  que  (î  Ton  mené  par  le  point  D  une  parallèlt 
à  là  droite  Gf  F  qui.  joint  leurs  autres  extrémités ,  elleiera 
tangente  en  2>. 

Corollaire    IV. 

208.  yj  N  tire  du  Corollaire  précédent  une  manière 
toute  nouvelle  &  fort  aifée  de  mener  uneTangence  par  un 
point  donné  D  fur  une  Seâion  Conique  donnée. 

Car  ayant  ciré  par  ce. point  deux  droites  quelconques 

/J)  B^D  E^  qui  rencontrent  la  Seâion  aux  points  B^E  yon 

mènera  par  le  point  B  une  parallèle  BG  à  DE^&c  par  le 

point  E  une  parallèle  E F  i  BD^  lefquelles  rencontrent 

la  Seâion.aux  points  G  yf ,  que  Ton  joindra  par  une  ligne 

droite  G  J^^â  laquelle  on  tirera  par  le  point  D  une  parai. 

.  lele  qui  fera  la  tangente  cherchée  ^  puifque  les  fegmens 

jDG  EDyDFBDy  ^tant  égaux  chacun  au  même  fègmenc 

.BEDS  y  le  feront  entr'eux. 

PJIOPOSITION    IV. 

Théorème. 

« 

F  i-G.  .i>3.  109.  S  *ix  y  a  dans  une  Bïïifft ,  dans  une  Hypethele^ 

i?ï4«A  *ï|*  ou  dans  les  Hyperboles  opposées  deux  lignes  droites  B  D,  E  F, 

parallèles  entr^ elles  ^  terminées  far  la  Seféion^^  ^  qu^on  tire 
du  centre Q  les demi^diametres Q?k ,  C E ,  C  D  /C F ,  ^j  Séca- 
teurs Elliptiques  ou  Hyperbolique sQ  B  E ,  C  D  F  y  feront  égaux 
entr'eux.  « 

Car  menant  par  les  points  de  milieu  H^K^  des  drcM» 
ces  B  D  y  EP y  le  diamètre  c K  ,  les  triangles  c HB  ^ 
CHD.f  &L  CK£ y  CKF,  feront  égaux  entr'eux  5  puifl 
qu'ils  ont  le  mrême  fommec-C^Sc  que  leurs  bafes  H^^ 
HD.èC  KEjKFy  font  égales.  Par conféquent <^g.  1 14.) 

KHBE^CBE^C  KE^CHB^CKF^CHDarà 
E:=.KHDF^CDf,iL  (/g.  iij.  115,)  KHBE^CBE 

^^CHBZJ^CKE:^:±^CHD'^CKfta=:KHDF^ 
£Df.   Hofic  puilque  les  Trapcfes  Coniques  KidBE^ 


'De  la  compahaison  dés  Sectionï  Co ni 0^141- 

If  HD  F  y  font  *  égaux.,  il  s*enfuit  que  les  Sedeurs  Ellip-  *  ^^f.  lo^j. 
tiques  ou  Hyperboliques  CBE,  CD/,  le  feronc  auffî. 

Co  R  O  I.  L  A  I  K  E     I. 

210.  ^  1  la  Seâion  eft  une  Ellipfe,  ou  une  Hyperbo.  f  ic.  115, 
le  j  &  que  la  ligoei?Z>  parallèle  à  £^F,  devienne  tangen-  114. 
te  en  ^  }  il  eft  clair  que  \t^  Seâeurs  C^  E  jCj4  F  ^  [ç^ 
ront  égaux  entr'eux.  Car  prolongeant  le  demi. diamètre 
C  A  jufqu'à  ce  qu'il  rencontre  la  li^ne  £  i'  au  point  K , 
cette  ligne  fera  coupée  en  deux  également  en  ce  point  ; 
&  par  conféquent  les    triangles  CKE  ^   CKF^  feront 
égaux.    Or  les  trilignes  Coniques  AKB^  ^iCi^/lefonc         '      ^ 
•  auiS.   Donc  &c.  ^  Jiru  lojC 

Corollaire    IL 

î^ll.  JL)  E-LA  on  voit  que  pour  divifèr  en  deux  par. 
lies  égales  un  Sedeur  Elliptique  ou  Hyperbolique  queU 
conque  C-EJ'  -,  il  n'y  a  qu'à  mener  le  demi- diamètre  c  ^ 
qui  divife  par  le  milieu  en  K  la  foûrendante  £  i^*  de  ce 
'Sedeur.  Ce  qui  donne  encore  les  Sedeurs  CiE,  CDF^ 
égaux  entr'eux,  en  fuppdfant  BD  parallèle  i  E  F.  Car 
ayant  de  cette  manière  les  Sedeurs  C\AE  y  CA  F  ^  & 
X^B  ^  CAD  ,  égaux  entr^eux  ,  les  Sedeurs  CBE^ 
<:DF  y  qui  en  font  les  difierences  ,  doivent  auffi  être 
«égaux  entr.'eux. 

J>^OPOSITION    y* 


•  ^ 


Theoiême. 

^li»  O  OIT  un  demi^cercU  A  D  H ,  qui  ait  pour  diame^  F 1  «.  ii^, 
:tre  le  fremier  ou  grand  axe,  A  H  xCune  demie.  Eilipfe  A  B  H  5 
fiii  menée  fat  un  point  quelconque  P  de  l'axe  AH  ,  une  per^ 
\fendiculaire  k  cet  axe^  qui  rencontre  l'Eilipfe  au  point,  M  ,  ^ 
le  cercle  au  point  N  5  par  oà  ^  par  le  centre  C  [oient  tirets 
des, adroites  C  M  ^  C  N..    J^  dàr  que  le  ^eiieur  Elliptique 

•S  ly 


14^  LlTKS     Ci  NQJtJlB^JTik 

C  A  M  ifi  au  Sefiear  circulaire  C AN  yCommeia moitié CJ^* 
duf>etit  axi  de  [£llipfe  ,  €(i  k  la  moitié  Q h,  ou  CD  dm. 
grand., 

*^rf.  4JU       Car  par  la   propriété  *' de  rEllipfe   P  M.^CB^  :: 

^  iy         AP^PH.  ^C>iCH  ou  c  ^\  &  par  la  propriété  du 

cercle  ¥n\  cD   ii  A  P^f  H.  AC^/^H  ou  c3ïV 

Donc  7^^^  c5'  :  :  Fn\cd\  a4l  .FÂÎ*.  />7/*^:  :  ci V 

CD  .  Et  en  tirantles  racines  quarrécs  ^  P M.  P N  : i  CSi 
CD  ou  c^.  Or  comme  cela  arrive  toujours  ea  quel» 
que  endroit  que  tombe  la  perpendiculaire  PAfl/^il 
*Art.  iZ6  s'enfuit  *  que  î'efpace  Elliptique  entier.  AJSH  A  t(iz\x 
'demi  cercle  A  Df£A,6c  laportio»  J»?/^Jkr^de  cet  ef- 
pace  à  la  portion  A  P2^  du  demi  cercle  ^  comme  CB 
eft  à  CD  ou  à  QA.  Mais  le  triangle  reâangle  CPM  eft: 
au  triangle  reâangle  CPU  qui  a  la  même  hauteur,  com« 
me  la  bafe  PM  cHà  la  bafc,i^-?f ,  c'eft  d  dire  ^  comme 
Ci?eâ:dCDouà  CAiic parconféquent Tefpace Ellip- 
tique  A  PM  plus  o»  moins  le  triangle  CPM{  plus  lorf- 
que  APefl  moindre  que  AC ,  &  moins  lorfqu'elle  eft  plus 
grande)  cVfti  dire  ,  le  Secteur  Elliptique  CAM  fera  à. 
Tefpace  circulaire  AP2^plus  ou  moins  le  triangle  CPN^ 
c^eu  a  dire  ^  au  Sedeur  circulaire  CAN  ^  comme  CB.  eft  à. 
C D  ou  à  C  ^,    Ce  quUl  fallait  démontrer. 

COROI^L  A  I  HB     I;> 

ilj.  Co  M Mï  le  Sedçur  de cercleCL^iVeft  égal  àa 
reûanglede  l'arc  AN  par  la  moitié  du  rayon  CA  ou  CD  \ . 
il  s'enfuit  que  le  Sedeur  ËHiprique  CAMeH  auffi  égal  aU- 
redangie  Je  ce.  même  arc  A  N  par  la  moitié  de .  C  ^. 

Go  RO  LL  Ai  JLE^     IL; 

2*1 4»  S  t  Y<m  mené  par  iœ  point  qsdconqiie  C?  ifai: 

grand  axe  >jf  /oT  autre  que  le  point  P ,  iHie  perpendioi*- 

à  cet  aice ,  qui  rencontre  rJEUiffeau  point  £  y  &  k: 


De  rA  coapARAisoN  des  Sections  Côniq^i+j 

«cercle  au  point  jF  s  je  dis  que  les  Seâeurs  Elliptiques 
ACE^  ACM^  font  entr'eux  ,  comme  les  Seâeurs  cir^ 
culaires  ACF^ACN.  Car  ACM.  ACNi.CB.  CD. 
Et  de  même  A  CE.  ACFii  CM.  CD.  Et  partant  ACM. 
ACNii  ACE,  ACF.  Et  ACM.  ACE  x\  ACN.  ACF, 
D'où  Ton  voit  que  pour  trouver  un  Seâeur  Elliptique 
.ACM ,  qui  foit  au  Seûeur  Elliptique  ACE  en  raifbn  don^ 
néç  5  il  n'eft  queftion  que  de  trouver  un  Seâeur  circulai* 
re  ACN  qui  foie  en raîfon donnée  au  Seâeur  ACF ^on 
xe  qui  eft  la  même  chofe  ^  de  divifer  en  rai/bn  donnée 
4*arc  A 2^ F  ou  Tangle  A  CF. 

PROPOSITION    VI. 

Theorcnae, 

î'IS*  S*M-/  a  deux  demLHyferboles  A  M  ,  AN,«ir  Ftc.  tiy. 
^  M ,  D  N  ^  f«/  ayent  p4ur  centres  le  même  foim  C,  f^ur  un  n*. 
de  leurs  demi  diamètres  la  même  drtnte  Q  A  ^é*  P^^  l^^  deux 
demiAiameîres  co^jupies  au  demi- diamètre  C  A  ,  deux  droi^ 
'tes ^elcBnques  C  B  ,  C  D^  fituées'fuf  la  même  ligne  5  é*  ^'on 
mené  far  un  foim  quelconéjue  P  du  demi^diametre  C  A  (fro^ 
4ûngè  s*it  efi  neeeffatre) une  droite  f atallele  i  CD,  laqueBe 
rencontre  les  Hyperholes  aux  points  M ,  M  ^  par  lefquels  é' 
far  le  centre  C ,  foient  urées  les  droites  CM  ^CN  :  Je  die  ^ 
ijue  les  Seïhurs  hyperboliques  CAM^  CA  N,«i^CB M^ 
CD  N  j feront  entr'eux  comme  les  demi-diametres  conjugués 
^  B*  C  D. 

On  aura  par  la  propriété  *  des  deux    Hyperboles  *  Art.  tu 

AM^AN,^  ou  B  M  y  D2TyCe$  deux  proportions  P  M  • 

Fi*  :  :  CP\  Î4.  C  A  .  CA  ;  ;  PÂr\  CÔ*.    Et  paf  x:onfé- 

^4^atnûiP  M  .F  N  ::C3.cD.  Et  en  pMnant  les  racines 
x|ttarroes ^P M.P  KiiCB.  C3.  Or  comme  cela  arrive 
;.€oÂ)oiirs  en  quelque  endroit  que  tombe  la  4>arallele 
#>JMrAr,  il  s*enfmt  *  que  les  efpaces  Hyperboliques  APM^  *  Art.  \t6i 
A  PNyOn  CP  MB^CP  ND ,  font  entr'eux  comme  C  S 
ie8t  à  CD.  Mm  Jes  triangles  CP M ^  c^  2^^  font  ea- 


1 1 r n E ■  C i^N <lvy  II' M  F. 

tf 'eux  ,  comme  leurs  hafes  PM^PN^  ( puifqu'ils  font 
Hcuces  encre  le^  mêmes  parallèles  CD,  P N)tO\i  cora<^ 
mêles  demi  diamètres  conjugués  C.5,  CD:^  Et  par  coo-. 

fëquenc  (/g.  117.)  CB.  CD  ::  CPM 4 P M.  C P Nx 

i^^PN  '.i  c^M.   cAN.    Ou  bien  (fig,ii%.)  CS^ 

CD   ::    CP  MB^ÇP  M.    CP  ND^CPN  '.'.   CSM^. 
CD  N»   Ce  qu'il  fallait  démontren 

Co  B.  Q  L  LA  I  K.Ei 

2.i^.  Si  les  deux  demi  diamètres  conjugues  Cv^J . 
QD  ,  font'  égaux  cncr'eux  ,  l'Hyperbole  Â  N  om  DN 
fera  équilacére.     Et  (î  I'od  avoir  trouve  le  moyen  de: 
quarrer  les  Sedeurs  Hyperboliques  Cj4N\o\x  CDNy, 
on  auroit  auffi  la  quadrature  des  Seâeurs  C^  M^  ou 
CB.il^  ,  qui;  oût  pour  bafes  des  portions  yifJWf,  ou.  B -M 
d'une  autre  Hyperbole ,  dont  le  demi- diamètre. conju». 
gué  C 5  peut  être  pris  de  telle  grandeur. qu'on,  veut  3 
puifque  le. rapport  des  Sedenrs  Hyperboliques  C  ^  M^ 
C^  N^  ou  C  Ai\r,  C  B,M  ,  étant  exprimé  par  les  droites 
CD  ^  C  B ^  eft  donné.    D'où  l'on  voit  que  fi  Ton  avoit  la  . 
quadrature  de.  l'Hyperbole  équilatcre  ,  on  auroit  auffi 
celle  de  toutes  les  autres  Hyperboles  :  de  même  qu'r 
^^rt\  lïi.  ayant  *  la  quadrature  du  Cercle,  on  auroit. celle  de  tQU^. 

tgs  \q$  Ëllipiës. . 

P  ROPO  SITION    VU.. 

ThcorcaiCK 

Fi  ç..  iipa        21^7;  ^'i  Pan  prend  fur  une  ajymptote  C  N  J^une  Hyper^ 

iole  E  B  X)  F  ,  deux  parties  C  K  ,  CL,  qui  foient  emr'eBa 
en  même  raifon  que  deux  ^  autres  parties  quelconques  CG., 
QW^  de  la  même  ajymptote  *^  ^qu* ayant  mené  les  paraBei- 

.  ^  /^/  G  F  ,  H  Di  K  B ,  LE,  i  Poutre  afymptote  C  P  ,  lefqueU 

les  rencontrent  P  Hyperbole  aux  points  F ,  D  ,  B  ,  E  ,  ^11  tire 
Ui^demi' diamètres,  C  F  ,  C  D  ,  C  B  ^  C  E  xj^dis  que  Us  deux 
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SeBemrs  Hyperboliques  C  B  E  ,  C  D  F^  feront  égaux  ent/eux^ 
Ayant  mené  les  deux  droites  BD^EF ^  qqi  rencon- 
trent les  afymptotes  aux  points. -M ,  O ,  iV^  P  j  les  paral- 
lèles ATJ?,  HDy  donneront  cette  proportion ,  MB.  MK  -.i 

DO.  CH.  Les  parallèles  X£,  G i?, donneront auflî cette 
autre  proportion ,  iV£.  NL  :  :  F  P.  CG.    Et  partant  puif- 
que * MB^BO , &  NE^FP, il  s'enfuit  que MK=^H^  * ^rt.  oj,. 
&  NL==C  G.  Or  par  la  fuppofition  c  G  ou  LK.  CH  ou 
KM:  :  CK.  CL::*  L£,  KB.  Et  partant  Z2r,  LE-.:  KM.  *  JÉrt.  100.^ 
KB.:  Donc  \ts  lignes  NE  ^MB^  c'eft  i  dire ,  les  deux 
droites  EF^BD^  dont  elles  font  parties ,  feront  parallè- 
les entr'elles.    Donc  *  les  Seâeurs  Hyperboliques  CBE    *j4 
CD  F  y  font  égaux  entr'eux.    Ce  qu' il faSoit  démontrer.      '      ''  •  *<»5-  • 

G.O.RO  L  LA  I  RE.  I... 

2-18.  S.i  les  parties  c/c,  CZ,  de  l'afymptote  CiVi , 
font  en  même  raifon  que  deux  parties  quelconques 
C5,  CT  de  l'autre  afymptote  CP  j  &  qu'on  mené  les 
parallèles  KB ,  L  £.,  i  l'afymptote  C/',  &  les  parallèles 
SD,  TF .,  à  l'autre  afymptote CiV  j  il  cft  clair  que  \ts 
Sedeurs  Hyperboliques  CD  i?,  CBE^  feront  auffî  ^gaux 
entr'eux.-  Car  ayant  mené  les  parallèles  F  G^DH  à 
l'afymptote  c/»,  o»  aura  *CG.CH::HDoa  CSi  *jirt  i«a  > 
GF  ovi  CT*::  CK,  CL.    Donc  &c  .  ♦  »  1 

Corollaire.    II.' 

^19*  0 1  l'on  prend  lur  la  même  afymptote  la  partie 
CK  troifiéme  proportionnelle  d  deux  prties  quelcon- 
ques CGy  CHi  OD  prouvera  par  ua  raifonnemcnt  fem.- 
blable  à  celui  du  Théorème  que  la  .ligne  BF  eft  paral- 
lèle à  la  tangente  qui  paffe  par  le  point  Z)  5  &  qu'ainfi  *  *^rt  ut 
le«  Sedeur*  Hyperboliques  CFD  ,  CDS  i  font  égaux  . 
entr'eux.   D'où  il  fuit  que  iî  l'on  prend  fur  une  afyma. 
tote  autant  de  parties  qa'on  voudra.  C  G  y  c  H^CK 
CiL ,  &c.  en  progreffion   géométrique  continue  *  à*oii 
partent  les  parallèles  C,F,  HD»  KB^  LEy&cc.i  Tau-  - 

T* 
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tre  âfympiote,  les  Seébeurs Hyperboliques  CFD ,  CDË^ 
x:bb\  &c.  feront  tous  égaux  eûtr'eux. 

C0JR.OLL  AIHE     IIL, 

.110.  13  EX  A  on  voit  que  fi  C  Jf  eft  la  première 
4de  deux  moyennes  géométriquement  proportionnelitc 
entre  les  extrémesCG,  C  Z  j  &  qu'on  tire  les  droites  GS^ 
jiO^  LE  ^  parallèles  â  l'autre  afymptote  3  le  Seâeur 
;C D F ,  fera  au  Seâeur  CFE  ^  comme  i  eft  d  .3.  De  mê- 
me, fi  Cf/eft  la  premiere.de  trois  moyennes  propor^ 
.tionAelles  entre  CG ,  CZ  ^  le  Sedeur  COJ^  fera  au  Sec- 
teur CJE ,  comme  t  eft  à  4.  Et  en  général ,  fi  la  lettre 
jn  marque  un  nombre  entier  quelconque,  &que  G^  foit 
la  première  d'autant  de  moyennes  proportionnelles  en- 
;tre  les  extrêmes  C  G ,  CZ ,  que  le  nombre  w— 1  contient 
,d'unités  j  le  Sedeur  CD -F,  fera  au  Sedeur  CFE^cova- 
4ne  /  eft  au,  nombre  m. 

R  E  M  A. IL  xajJ  E. 

211.  VjIn  peut  ici  donner  une  idée  fort  exade  de 
.ce  qu'on  appelle  Logarithmes  dans  TÂrithmetique ,  & 
de  i'extrême  facilité  qu'ils  apportent  au  calcul  ^  lorfqu'il 
s'agit  d'opeser  fur  de  fort  grands  nombres.  Voici  coi»« 
ment  : 

Si  l'on  fuppofe  que  CG.,  exprime  l'unité,  &  aue-CZ 
^tant  décuple  de  c  G ,  c'eftâ  dire,  10,  le  SeÂeur  Hyper^ 
■boliqueCfjB,  foit  divifë  en  loooooooooo  parties  égale! 
J£t  fi  l'on  compofe  une  table  divifée  en  deux  çolomnes^ 
dont  la  première  renferme  de  fuite  tous  les  nombres 
naturels  i3i^>3»4>5»^3  êcc.  &  l'autre  des  nombres am 
.tificiels ,  placés  iris-â^vis,&  qui  foient  tels  que  CM ^  ex- 
primant un  nombre  quelconque  naturel  ^  le  nonibre  ar- 
tCiiiciel  placé  vis-à  vis  ,  exprime  le  nombre  des  parties 
.que  le- Sedeur  Hyperbolique  CD  F  contient  par  rap- 
port au  jDpmbxie  dfis  parties  .que  condeot  ie  Seâeur 


C  J£  :  ks  nombres  artificiels  feront  appelles  \çs  Loyt^ 
fiihmes  à^s  nombres  nacuiels  aufquels  ils  répondent.  Ce» 
lapofë,. 

\^.  Si  Ton  propôTe  de  multiplier  deux  nombres  natuw 
fcls  quelconques  CH ,  CK ,  l'un  par  l'autre  »  il  n'y  aura 
qu'à  prendre  dans  U  table  leurs  Logarkhmesqui^xpriv 
ment  les  Sedeurs  CfJD^CFB^&c  ajoutant  enfemble  ces- 
deux  Logarithmes ,  on. aura  le  Logarithme  qui  exprime 
le  Seâeur  C  /£ ,  vis.â.vis  duquel  fera  placé  le  nombre  na- 
turel C  L  produit  de  la  multiplication  des  deux  nombres 
CH.CK. 

1^  Si  Ton  propofe  de  divifer  le  nombre  ez  par  le 
nombre  C  a:  ,  il  n'y  aura  qu'à  retrancher  le  Logarithme 
C-F-S  du  Divifeur  CiC ,  du  Logarithme  Cf  £  du  nombre 
àdivifèrCZ^  poup  avoir  le  Logarithme  CjBE  ou  CFJ^^ 
du  quotient  C  H.' 

3^.  Si  Ton  propofe  d'extraire  une  racine  quelconque 
du  nombre  CZ,  par  exemple  la  cubique  ,  il  n'y  aura.^ 
qu'à  divifer  fon  Logarithme  €F  £  en  trois  parties  éga- 
les, pour  avoir  le  Logarithme  Cf'I^vis.à  vis  duquel  eflr 
placé  le  nombre  Ci:/»  qui  eilla  racine  cubique  cher« 


Tout  cela  eft  une  fuite  de  ce  que  les  Sedeurs  Hyper.- 
boliques  C  J©  ,  C5£,font  égaux entr'eux  ,  lorfque  CG^ 
CH  II  CK.  C  L.  Et  que  \ts  Sedeurs  CFD^  €D£ ,  C£E^ 
&c.  font  auffi  égaux  entr'eux»  lorfque  CG.cH  ::  CH. 
CK  II  CK^  CL  ::  &c*  Il  eft  donc  évident  que  par  le 
moyen  de  cette  table ,  on  pourra  abréger  extrêmemenr 
les  opérations  de  TArithmethique  »  loriqu'il  s'agit  d'ope«- 
yerfur  de  grands  nombres  ,  comme  dans  les  calculs  Ai^ 
Cronomiques. 

Comme  Ton  n'a  pâ  jufqu'à  prefent  trouver  en  nom* 
bres  exaâs  ,  le    rapport   des   Seâeurs  -  Hyperboliques  « 
CFD  yCFJS^  &c.   au   Seâeur  CFE  ^  on  s'cft  con- 
tenté d'exprimer  ce  rapport  en  nombres  fort  appro* 
cJians  }  &  par  le   moyen  de  ces  nombres  qu'on  ap* 
l^lle  Artifieùls ,  &  desnombres  naturels  qu'on  a  pla«^ 


:i4;8  "Livre  tDrNQjtn^^iii. 

.  eés  vis  â-vis,  onacompofëlaTâble  des  Logarithmes  quitt 
lés  propriétés  qu'on  vient  d'expliquer.  Or  dans  la  fuppo- 
(ition  que  le  ScâQur  CFE  Logarithme  deCX  (lo)  contient 
loooooooooo  parties  égales ,  on  trouvera  que  le  parallé- 
logramme C  G  i^  7*  contient  plus  de  454 194481 S  de  ces 
parties,  &: moins  de 4542944819.  D'où  Ton  voit  qu'un 
Seâeur  Hyperbolique  quelconque  C<i?  F,  eft  au  parâllelo- 
;ramme  CGFTi  peu  près  comme  le  Logarithme  du  nom^ 
ire  CK  trouvé  dans  la  Table ,  eft  au  nombre  43429448 19^ 
&  cela  en  prenant  les  Logarithmes  de  dix  caradéres  ou- 
tre le  caradériftique.  ' 

PROPOSITION   Vin* 

Thcorcme* 

;F.i)G.:Jio»         ^^2'  0*11^  y  a  fur  chaque  afymptote  deux  parties  C  G^ 

CL ,  é-  C  R,  C  S,  qui  fuient  teUes  que  //"CG.  J^Q  L  :: 

/^C  R.  .>^C  S  5  &  qu'on  tire  les  droites  G  F ,  L  E  ,  R  T^ 
5  V ,  parallèles  aux  afymptotes.  :  je  dis  que  le  lecteur  C  F  E, 
fcrjt  au  SeHeur  C  T  V  yComme  mefi  à  n.  Les  lettres  xn  ^tk 
marquent  des  nombres  entiers  quelconques. 

Car  fi  Ton  fzit y^CG.^CZ  r.CG.C H.   Et  J^CJL 

n 

i/^CS  :îCR.  CQ^  Et  qu'on  tire  les  droites  H D ,  QJ/^ 

parallèles  aux  arymptotes  ;  il  eft  clair  que  \ts  Seâeurs 

-»^rf.:2iÇ.  Hyperboliques  CFD^CTNy  feront  égaux  ^  entr'cux, 

"^  Hyp.        puilque*  CG.  Cff  ::  CR.  C^  Or  félon  la  nature  des 

Progreffions  géométriques  ,  la  ligne  C  H  fera  la.  premiè- 
re.d'autant  de  moyennes  proportionnelles  entre  CG  Se 
CL  que  le  nombre  m^^^i  contient  d'unités  ,  &  de  nnême 
la  ligne  CQJtrz  la  première  d'autant  de  moyennes  pro. 
{>ovtionnelles  entreCjR  &  C<S  que  le  nombre^  ;;«— /  con* 
-*^rf.  MO.  tient  d'unités.  Donc*  CF  E.  CF  D  ::m.i.    Et  C  Tl^oa 

€FD.  CTVwi.  n.  Et  par  conféquent  le  Sedeur  CF  E 
eft  au  Sedeur  C7*7^enTaifon  compofée  àt  moi  i^  £c  de 
ii, ;s,  c'eft  à  dire ,  copme  le  nombre  m  eft  au .noixibre« 
Ce  ^u'il  faUoit  démontre^. 
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/ 

Co  ROLXAIKI. 

ilj*  OE-i-A'on  voie  qu'un  Sedleur  Hyperbolique 

'C-FE  étant  donné  avec  un  point  quelconque  T  de  THy- 

perboie^il  ne  faut  pour  trouver  un  autre  point  ^  de 

la  même  Hyperbole  ,  tel  que  le  Sedeur  CF E  foie  au 

Seâeur  CTV'^  comme  ;w  eft  à  «/que  prendre  C5  en 

forte  que  f/'CG,  ^CZ  ::  f/^CR.  f^CS^ ou  (ce  qui  re- 

vient  au  même)  f^CG.  f^cz  ::  CR.  CS.   Ceft  à  dire^ 

*iju*il  faut  prendre  CRàiâCRx  l/%£-^ , 

C  G 

^PROPOSITION    IX. 

Theorcmc. 

124.  ^  I  ton  mené  par  les  extrémités  B^  F,  ^un  Se  fient  p,^^  ,^|^ 
Hyperbolique  quelconque  CB¥ ^  les  droites  B  K ,  F  G , paraU 
ieles  À  une  afymptote  C  S ,  ^  terminées  par  1^ autre  CL'yj^dk 
que  le  Sefieur  Éiyperbolique  C  B  F  ^  égal  à  VeJ^ace  hyperbo^ 
lique  B  K  G  F  comprit  entre  les  parallèles  B  K  ,  F  G  ,  à  une 
a(ymptote  CS^  la  partie  G  K  de  Vautre  afymptote  C L ,  d^ 
la  portion  B  F  ^  l'Hyperbole. 

Car  fi  Ton  retranche  des  triangles  égaux  ^  CKB  ^  ^Art.^f^ 
CG Fy  le  vgèmc  triangte  CG^  (le  point  ^  eft  le  point 
d*interfeâion  des  deux  droites  FG^CB)  &  qu'on  ajoû^ 
te  aujc  deux  reftes  JB  KGu4  ^C  A  F  ^\t  même  efpace  hy* 
perboHque  BJ^P^  on  formera  d'une  part  rcfpace  BKGFy 
&  de  Tatitre •  le  Sedeur  CBF  qui  feront  égaux  entr'euxw 
Ce  qtCilfaUoit'dérnontrer^  <' 

m  *■  m  'a 

CoKOLLAIHE      I. 

115*  S  I  l'on  eut  mené  les  lignes  BJl^FO^  parallèles 
à  IJafymptote  CZyiC  terminées  par  Tafymptote  C<S,  on 
4iuroit  prouvé  4e  naême  que  le  Seâeur  Hyperbolique 

T  41J 


n 


CBF  eft  cgal  a  T^fpace  hyperbolique  S J^ F  j  doà? 
Ton  voit  que  les  efpaces  ou  Trapeiesr  Hyperbpliques 
SKGFy  £ QJJF ,  font  égaux  encr'eux. 

COKOLLAIRJE     IL 

ilé»  X-/- E- l'Ail. eft  évident  que  cout  ce  qu'on  vient  de 
démontrer  dans  les  articles  117,  tiS,  119  ,  220,  iit  ^111» 
&  223  ^  des  Seâeurs  Hyperbtdiques ,  4  doit  auffi  entendre 
de  ce5  fortes  de  Trapeles  5  peiiqu*iis  leurs  font  égaux. 

PROPOSITION    X. 

Theorcma. 

f  i.a.  lu^          i^y*  Î^OiENT  dèfix  dijffènnfes  Hyperboles   BMF, 

H  N  D  ,  qui  aymt  les  mêmes  afympotes  G  L  ^  C  S ,  é'  foient 
menées  far  deux  f  oint  s  quelconques  G ,  K,  iune  ajymptote. 
deux  parallèles  GDF^KHB,^  t autre.  Je  dis  que  P efface . 
hyferbalique  H  K  G  D  f^  à  t efface  hyperbolique  B  K  G  F,, 
comme  la puiffance  de  t Hyperbole  HND^eJî  à  la puijfance 
xU  ^Hyperbole  B  M  F. 

Car  ayant  mené  par  un  point  quelconque  P  de  la  par- 
tie <?  iC ,  une  parallèle  aux  deux^ droites  GD^  KHy\^^ 
quelle  rencontre  THyperbole  B  MF  au  point  Af ,  & 
THyperbole  HNB  au  point  N  j  &  nommé  la  puif. 
fance  de  PHyperbole  HND^  aa  i  cdh  de  l'Hy- 
perbole SMF^bb  i  &  Tindécerminée  CP^x^  on  aura 

^jtrt.iou,  */'i«  — -,  &  PM^tlyèc  partant  PN.PMii  aa.  bb. 

Or  comme  cela  arrive  toujours  en  quelque  endroit  de  la^ 
^Art.  i%6.  partie  GK  que  tombe  le  point  J's  il  s'enfuit  ♦que  Tet 

pace  hyperbolique  H,K  G D.  i AT  GF  ii^a.bb.    Ce  qu'il. 

jfaMoit  démontrer. 

COKQLLAIRJB. 

218.  Lr  OKSQUE  les  pttiflances des  Hyperboles  i^J)F2>; 
MM  F  y  font  entr'elles  comme,  le  nonabre^  eft  «u  nom* 
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bre  n  >  on  pourra  toujours  trouver  dans  THyperbole 
HNDun  Trapefe  hyperbolique  R S  VT égal  â  un  Tra- ^ 
pefc  hyperbolique  GKBJPà^  Tautre  B Mt\  \ts  droites 
CGjCK^CHj  étant  données.    Car  il  eft  clair  ^  que  le  "^jlrt  lu, 
Trapefe  GKHD  eft  au  Trapefe  GKJB^^  comme  w  eft  &  21;.     * 
â  »  5  &  qu'ainfî  touce  la  difficulté  (è  réduit  à  trouver  dans 
ia  même  Hyperbole  HJeiD^k  Trapefe  RSrr,  qui 
ibit  au  Trapefe  G KHD  ^  comme  le  nombre  n  eft  au 
sombre  m:  &  c'eft  ce  qui  fe  fera  *  en  prenant  C 5,  telle  "^Art.  12 j. 

^ue  f/^C G. l^CK  iiCR.CS. 

D  e'  F  INITIONS. 

4- 
Soit  uiae  ligne  droite  indéfinie  «^C,  qui  ait  pour  ori.  Fig.  115. 

-gine  le  point  fixe  ^  ^  &  foit  une  ligne  courbe  A  MB 

celle  qu'ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  M 

une  droite  M  P  qui  fafle  avec   ^C  un  angle  donné 

j4P  M  ,  &  ayant   nommé  les  indéterminées  ^P^  x -^ 

P M^y  jon  ait  toujours ^x=.^^  (la  lettrç^  marque  une 

Jigne  donnée)  :  il  eft  clair"*  dans  cette  fuppofîtion  que  la  *  Art^  i^ 

4igne  courbe  A  M  B  eik  une  Parabole  qui  a  pour  dia.- 

mètre  la  ligne  ^4X1 ,  pour  une  ordonnée  â  ce  diamètre 

la  droite  PM^  &c  pour  paramètre  de  ce  diamètre  la  don- 

«née  a.  Mais  fi  l'on  fuppofe  à  prefent  que  la  nature  de  la 

courbe  ^  M  B  foit  exprimée  par  TéquationyiiB^^Ar^ 

ou  par  cette  autrey«sa^xx  }  cette  ligne  courbe  fera 

^onnmée  Parabole  cubique  ou  du  troifième  degré  )  parce 
que  celle  des  deax  indéterminées  x  oxny,  dont  lajpîâari- 
<e  eft  la  plus  élevée^  monte  au  troifiéme  degré.  -De  mê- 
me fi  Téquation  eîk  y^  msaa^  x  ^o\x  y^  ^ra^a  x^  -^[^  ligne  cour, 
be  ^  2^JB  eft  appeliée  Parabole  du  quatrième  degré  j  parce 
<]ue  l'indéterminée  j^  dont  la  pui (lance  eft  la  plus  haute, 
-monte  au  quatrième  degré.  II  en  eft  ainfi  de  toutes  les 
autres  â  l'infini. 

5oi€  comme  dans  la  définitiot)  précédente  one  ligne  Fie.  124; 
«droite  ^C  qui  ait  j>oiir  origine  le  pcnnt  fixe  u4  i  &  ibit 
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une  ligne  courbe  B  M^  telle  qu'ayant  hienc  d'un  At  fcs  i 
points  quelconques  M  la  droite  MP  qui  faflc  avec  ^C 
un   angle   donné  ^PM^  &  ayant   nomno^  AP^x^ 
P  M  s  y  \  on  ait  toujours  xytaa^aa  (la  lettre  ^marque  : 
»%^;^.  loi,  une  ligne  donnée)  :il  eft  clair  *'que  cette  ligne  courbe 

fera  une  Hyperbole ,  qui  aura  pour  Tune^Je  Tes  afynip* 
totes  k  ligne  AC^  &  pour  l'autre,  la  ligne  .-^2)  paral- 
lèle à  P  M\iL  danc  la  puiflànce  fera- le  quarrë  a  a.    Mais  . 
fi  réquation  qui  exprime  la  nature  de  la  courbe  S  ^W  eft^ 
xxycsma^  i  cette  ligne  courbe  fera .  non) nvëe  Hyperbole 
cubique  ou  du  troifième  degré  ^  parce  que  le  produit  XAy^. 
des  deux  indëternîiflëes  X  &/,a  trois  dimenfions.     De 
même,  fi  Tëquation  ëtoit  x^yasaa^^h  ligne  courbe  £  JM 
fer  oit  une  Hyperbale  du  quatrième  degré  7  parce  que  le  pro- 
duit x^y  a  quatre  dimenfions.    Il  en  eft  ainfi  de  toutes  > 
les  autres  à  l'infini.  . 

COHOLI^AIKE      1/ 

F«a.  iij.        ^^9*  Si  l*ôn  fiippoft  que  la  lettre  m  marque  un  nom- - 
6C11/Ç,        bre  entier  quelconque  qui  foit  l'exposant  de  la  puiflance  - 

de  l'indëterminëe  AP  [x)j  &  de  n>ên>e  que  la  lettre  n  mar- 
que  l'expofant  de  la  puifiance  de  l'autre  indéterminée 
PM(y)  :  il  eft  clair  que  l'équation  y  s— x^^c^"-^  (ou 
Amplement  j^'fiav-*?*,  en.  faifant  pour  abréger  la  donnée  : 
dcoÊï)  exprimera  la  nature  des^ Paraboles  de  tous^les  de- 
grés j|  l'infini.    On  voit  de  même  que  l'équation -x^^sm.. 
^-^»  (ou  fîmplement  x"j^*sa=:i ,  en  faifant  ^b=si)  expri- 
rne  en  gênerai  la  nature  des  Hyperboles  de  tous  les.  àon  - 
grés  â  Tinfiniâ 

COROLXAIK*      IL 

^3^*  u  i  1*00  mené  par  l'origine  fixe  «^  de;  la^  ligne  ^ 
A  C  une  ligne  droite  indéfime  AD  parallele.à  PMi  &  qu^ 
ayant  tiré  M  K  parallèle  à  AC^^  qui  rencontre  J^D  au  . 
pgiat  K  ^  09  nomme  les  ii^détermiaées  AK^  x  j  KM  ^yi  . 

il. 


•    De  la  comparaison  des  Sections  CoNrc^  i« 

a  eft  clair  que  rindctermiûée  x  -qui  exprimoic  ^upara 
▼anc  la  ligne  A^  omMK,  devient  à  prefenc  v  j  &  qu'aâ 
contraire^'  qui  exprimoit  PM  ou  ^K ,  devient  i  prefenc 
X.    D'où  il  luit.  * 

!•.  Que  û  la  courbe.^  JW  b  eft  une  Parabole  ordinai.  Fi-o  n». 
rc,  elle  aura  pour  équation  j'j^szsviAr  ou  Arx=d:y  félon 
qu'on  rapportera  fes  points  â  ceux  de  la  lignée  c  oa 
w^Z),'&  de  même  que  la  Parabole  cubique  qui  a  pour 
^uâtion/— ««xAf  lorfqu'on  rapporte  Tes  points  à  ceux 
de  la  ligne  A  c,  aura  pour  équation  x'^aay  lorfqu'on 
les  rapporte  à  ceux  de  la  ligne  ^D  j  &  en  gênerai  que 
fi  la  ligne  courbe  ^MB  û  pour  équation  j^"«,je-  4»-» 
étant  rapportée  à  la  ligne  droite  ^  c,  cette  même  cour- 
be aura.pour.  équation  x-».;.-^— -  (l'on  fuppofe  que 
»  furpafle  m  )  étant  rapportée  à  la  ligne  ^D. 

1».  Que  l'Hyperbole  ordinaire  a  toujours  la  mêmePi*  11^ 
équation  xy^aa,  toit  qu'on  la  rapporte  à  la  ligne  AC        ' 
ou  d  la  ligne  ^Z)  5.  que  l'Hyperbole  cubique  qui  a  pour 
équatioa  xxy=»a'  étant  rapportée-  â  ^C»  aura  pour 
équation  xyy^^ui'  étant  rapportée  àlautre  ligne  AD  • 
&  en  gênerai   que   l'Hyperbole  qui  a  pour  équation 
j^jT^a"-*"  lorfqu'ôn  rapporte-fes  points  à  ceux  de  la 
Jjgne  A  c ,  aura  pour  équation  xy«.^-**»  lorfqu'ôn  le» 
Mpporte  à  ceux  de  la^ ligne  AD. 

COROLLAIRB      ril.„ 

2'3ï'  De-la  il  eft  évident  qu'il  y  a  deux  Paraboles 


Car  les  indéterminées  x  &  y  ne  peuvent  être  combinées 
qtie  des  quatre  prenweres  manières  pour- exprimer  les 
paraboles  cubiques  ou  du  troifiéme  degré  j  &  desdeuy, 
fécondes  pour  exprimer  les  Hyperboles  cubiques.. 
Oas  comme  les  quatre  premières  égalités  appartien- 
oenc  à  deux  diflèrentes  courbes  ,  &  les  deux  fecon- 
des-Ala  même  j.  il  s'enfuie,. &c   Oji.  peut  trouver  par  v 


/^ 


I.G.  I14« 


la  même  voie  le  nombre  des  Paraboles  ou  des  Hyperbu- 
les  du  quacricme,  cinquième  degrc,  6fc. 

Corollaire    IV. 

iP.  ^ ON-SEULEMENT  l^HypcrboIc ordinaires 
pour  afymptotes  les  lignes  droices  indéfiniçs  ^C ^uiD^ 
mais  encore  celle  de  cous  Içs  degrés  â  Tinfini.  Car  foit  l'é- 

quation  générale  *"/ « ^"' "*■  '  oi» >'=  ^^'  [APa»x, 

PM=ay)  qui  exprime  la  nature  de  telle  Hyperbo^ 
le  qu'on  voudra ,  lorfqu'on  rapporte  Tes  points  à  ceux 
de  la  ligne  ^  C  > il  eft  manifefte  que  plus  ^P  (x)  aug- 
mente ,  plus  au  contraire/ ,  &  par  confcquent  PM  {j) 
diminue)  de  forte  que  x  étant  infiniment  grande,  P^ 
{y  )  devient  nulle  ou  zéro  : ,  c'eft  â  dire  qge  l'Hyperbole 
^  JW  &  la  ligne  ^  c ,  étant  prolongées  l'une  &  l'autre  i 
l'infini ,  s'approchent  toujours  de  plus  en  plus  jufqu'i  ce 
qu'enfin  elles  fè  joignent  dans  l'infini  même  ^  ce  qui  conf- 
tituë  l'eflence  d'une  afymptote.  Maintenant  fi  l'on  rap- 
porte les  points  de  la  même  Hyperbole  à  ceux  de  là 

ligne  ^D,  on  aura  j*^- «/*"-*•"  ou/"f*C^  (-rfJC 

^x,  KMffX)  >  ^'^^  '^  ^^"^  ^^^  P^***  ^K  (x)  devient 
grande  »  plus  au  contraire  KM  (y)  devient  petite,  &  cela 
à  l'infini  î  &  qu'ain.fi  la  ligne  ^  D  çiï  etaçpre  une  afymp- 
tote  de  la  même  Hyperbole. 

PROPOSITION    XI 

Problême»  - 

F I G,  uj.  23 3 •  S  O  iir  fropafè  de  mener  d'un  poftit  don^i  M  Jur^ta' 
fimd^  Parahole  eubique  A  M  B ,  dont  la  nature  eji  exfrimét^ 
^4ir  Inéquation  y  *  «a  a  x  x ,  /^  tangente  M  T, 

Ayant  fuppofé  Tare  MN  infiniment  petit ,  &  mcaë  2TQ^ 
parallèle  à  P-W  ,  &  MR  parallèle  à  ^C:  le  petit  trian- 
jgle  M  RNkx^  femblable  aij  grand  T^  M  *^  puifqiie  le 


\ 
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petit  arc  M  27  ipcat  être  regardé  ♦  comme  la  prolon.  *^rt  1S9 
eaiion  de  la  tangente  TM.    Cela  pofé,  on  nommera  la         * 
loûtangente  cherchée  TJP^  j  j  à  la  petite  droite  P  Qya 

MR ,  ^  î  ce  qui  donnera  JR  JV=tl,  à  caufe  des  trian- 

s 

gles  femblables  TPM  ,MR2sr.    Or  fî  Ton  met  le  cube 
de  ^?r  (/-f-y^)  à  la  place  de /  dans  réquacion/ 

hl^atat  qui  exprime  la  nature  de  la  courbe  ^MBi 
&  a  la  place  de  xx,  le  quarré  de  ^'Qjix  -J-^)  :  il  eft  é- 

vident  qu'on  formera  une  équation  y  +  îiil-i-Li!2l/ 


■— P=^ArAr-+rzf^x-i-^^i^  qui  exprimera  le  rap- 
port de  ^  Qji,  QJ^.  Et  fî  l'on  retranche  par  ordre  des 
deux  membres  de  cette  dernière  équation  ceux  de  la 

première,  &  qu'on  divife  enfuite  par  e ,  on  trouvera lll 

H-  ^^ — h  '~r^^  ax^ea  j  dans  laquelle  effaçant  tous 

les  termes  où  e  fe  rencontre  >  parce  que  P  J^^)  étant 
infiniment  petite  ou  nulle  ,  tx%  termes  font  nuls  par  rap- 
port aux  autres  j  il  vient  enfin  liL  —  i^x  j  &  partant 

FT  {s)  ^^^  ^1^  ^  naettant  pour^'  ia  valeur  éixx. 
Ci  £pCil  fallait  trMMT. 

2*34-  O I  l'on  fait  attention  fur  le  calcul  précédent ,  on 
irerraavec  évidence  qu'en  fubûituant  â  la  place  de  la  puiC 

iance  de>,  une  pareille  puiflance  dej/-p^,  on  n'a  befbin 

que  des  deux  premiers  termes  de  cette  puiflance.    Car  " 
tous  les  autres  étant  multipliés  par  les  puiflànces  de^ 
ils  renferment  chacun  e ,  du  îdcs  puiffances  de  ^  ^  dans  ^ 
Ja  dernière  équation  que  Ton  trouve  à  la  fin  dô  Topera- 
ttoiî  3  «c  -doi^trît  par  con^ëqwiot  être  effacés;   lÏJ^n  eft  de 
même  lorfqu'on  lubftituc  à  la  place  de  la  puiflante  de  x 
pfttetfllc ^puiflance de  aj-H*'.  Mais  fi  ton  form^  défaite  ^ 

Vij. 


tyë  Livm    CiKQjaii'MB, 

couces  les  puiflances  du  binôme  x-^^,  on  aura  pour 
lés  deux  premiers  termes  de  la  féconde  puiflance 
x^tex'^  de  latroificnie  x'-^^exx  jde  la  quacriqne 
jc*-î-4^Ar'  }  de  la  cinquième  x*-4-j^-^*  i  &ain(î  de  fui- 
te à  rinfîni.  De  forte  que  les  deux  premiers  termes  d'une 
puiflàn/:e  quelconque  m  dç  x-f->,  feront  x'^-rf- ;»  ^  x" -^  »» 
On  trouvera  de  même  que  les  deux  premiers  termes 

d'une  puiflance  quelconque  n  du  binôme^ -f**^»  feront 


»o' 


C  O  RO  LX  A  IlLE. 

135«  JL/E-LAon  voit  que  pour  trouver  une  cxprét 
fion  générale  de  la  foûtangente  P  7"  (  j  )  des  Paraboles 
de  tous  les  degrés  â  Tinfîni  ^  il  n-y  aura  qu'à  fe  fervir  de 
réquation  générale  ^'*î=sx*^"~'",  ou  (  prenant  i^  pour 
Tunité  )  j^" -=;=  a:*  qui  exprime  la  nature  de  toutes  ces  Pa-. 
raboles.    Voici  comment. 

On  mettra  dans  Téquation  générale  jk^^ssx"'  à  la  pla- 
ce de  j^",  les  deux  premiers  termes  de  la  puiflance  n  de 

^-+.12,  c'eft  à  dîre,^-4-îi^  }  &  de  même  à  la  place 

de  x*",  les  deux  premiers  termes  de  U  puiflance  m  de 
x^e  ^  c'eft  â  dire  ,  x^-f-w^x*""»  :  ce  qui  donnera 

Î12!!.  =-  A?»  -J-  wf  ^  x"— ' .   Et  retranchant  par  ordre 

s 

Iqs  membres  de  la  première  équation  de  ceux  de  celle- 
ci ,  &  divifant  enfuite  par  e^  Ton  aura-J-=r  «i  a:*— V^  & 

partant  jh=r  '^^"^    =— x  en  mettant  pour  jT  fa  valeur 

*  wx» — I        m 

PROPOSITION    XII. 

Problème. 

.f  .1  G.  J14W       ^i^'  NI  E  N  EJR.  les  tangentes  des  Hyferholes  de  t9tu  Ut 

degrés  i  t infini, 

Xa  même  picparacion  étanc  iùce  que  dans  Ja.  propo^j 


De  la  compamson  Des  Section»  Cot^iCi^  ijy 

^fition  précédente  »  on  mettra  dans  l'équation  générale 
x'^yssid^^''  qui  exprime  le  rapport  de  ^ I^  {x)  à 
PM (y)yà\sL  place  de  x^  les  deux  premiers  termes  de 
la  puiflTance  »i  de  -^j^J-^H^^)  c'eftà  dire^x'^-f-wî^x»--». 
-&  de  même  â  la  place  de  y  Içs  deux  premiers  termes  de 

4a  puiflance  n  de  ^lN{y^'^)  c'eft  à  dire  ^« ^  1121  :  ce 
qui  par  la  multiplication  donne  cette  autre  équation 

^mym^  pie^X^^^m^  — i »-»  ■■    ■■  ■    "^  =r  i^  **  •  qui 

exprimera  le  rapport  de  ^A^Jl  J^J^.  Et  retranchant 
par  ordre  des  deux  membres  de  xette  dernière  équa- 
tion ,  ceux  de  la.  première  -,  &  divifant  enfuite  par  ejTi 

il  vient  ;»x'>-'— î^>-"^"";;"^'=ri^  j  dans  laquelle 

équation  efiâçant  le  terme-- !lllïllL  qui  «ft  nul  j^rrap- 

aux  deux  autres ,  parce  qu'il  renferme  dans  fon  expret 
Son  la  ligne  infiniment  petite  ou  nulle  P^(^) ,  on 

trouve  en  tranfpofant  i  Tordinaire  PT  (/)=  ~-^ 


-  —  X. 

'  COHOLLAIAB. 


137-  I L  eft  donc  évident  que  pour  mener  la  iTangeis  p^  ^^  {^^ 
fc  JVf  7"d*un  point  donné  ACfur  une  Parabole  ouuneHy-  &  114^ 
perbole  de  tel  degré  qu'on  voudra  3  dont  Téquation  eft 
pour  la  Parabole  jf"sr-x* -«*•*••,  &  pour  THy perbole 
x-y'rs?^*;*'  :  il  ne  faut  que  prendre  la  foûtangente 

PT=i^  ^f  du  même  côté  du  point  A  par  rapport  au 

point  P  ,  lorfque  c'eft  une  Parabole  5  &  du  côté  oppofé^ 
lorf^ue  c'eft  une  Hyperbole. 


^«» 


V*»»» 
H 


IjS  LiTtlE     Cï  MQjy  iï'me. 

PROPOSITION    XIII. 

Théorème* 

Fie.  xi;,  2'5"*OOiT  ^ommïï  dans  la  de  finit  Un  ^atriime  ^  une 

.  F  ara  tôle  AMR  de  tel  degfé  qu'on  voudra  ^  dont  la  nature  efi 
exprimée  far  l'équation  y°=\"  a"~°*  i  foit  menée  d'un  de  Jes 
fotnts  quelconques  B  la  droite  B  C  qui  faffe  avec  A  C  ian^U 
domé  Â'Q^^^  frit-ache^leparaBeh^rarnme  KKl^D.  Je 
dis  que  le  farallelogramme  circonfcrit  A  C  B  D  eji  -à  l'ejpace 
Parabolique  A  C  B  M  A  compris  par  les  4roites  AC  ,  C  B ,  d^ 
par  la  portion  de  Paraholt  A  M  B  ^  conmie  m  -f*  nefi  4txi. 
]    Il  faut  prouver  que  ACBD.  A  C  B  M  A  :  :  m  -f-n.  D. 

Ayant  fuppbfë  fur  la  portion  de  Parabole  ^MB  Tare 
^ATi^finkneBC  rpetit^  où.fi  Toa  aioM  la^ieiix  ,  ûdciiai- 
menr  petit  ,  c'eft  à  dfre  ,  moindre  qu'aucune  portion 
donnée  de  la  Para'bole ,  Ci  petite  qu'elle  puiffe  être  3  & 
inèné  \t$  droites  MP^T^Q^  parallèles  à  ^  C  -,  «c  il/K  , 
?/ z  ,  par-alteles  à  ^C  5  lef<nadles  fornrer*  par  leurs  iwv- 
contres  le  petit  parallélogramme  MRNS  :  on  tirera  la 
tangente  MT  qui  rencontre  le  diamètre  •^  c  au  point 
T,  par  où  Ton  mènera. une  pamHek  â  ci^,  qui  rencon-. 
tre  les  lignes  M  K ,  NL  ,  aux  points  F ,  Gr.    Cela  fait , , 

^Art.  iS^r  00  ««egâirdêra  *  k  .petit  a/rc  Af  AT  covsmie  Tufli  des  pe*< 
\  ■  ^  tks^cotos  dd  l^alygotie  <f|t]i  icôinpo/ê  laipcxrtâawi  de  Para- 
bole ^M£y  Se  la  tangenœ  M^ST  ooimme  k.  po-alonge-- 
ment  *de  ce  petit  coré  .3  de  ibne  ^e  Vt>n  a.  deux  trian- 
gles. rcÀilignefi  KRM^  MiPST^  qui  font  fèmWables  ; 
c*eft.pourquoi  J^H  ou  JW  5.  iî  -4i  44  JI4  7^-.  iP^*  ou  jM  f. 
Et  partant  le  .  parallélogramme  P M  RQ^  eft  égal 
ftu  -piâralfelôgrttnYrtie  JP  m  SG  j  puifque  les  angles 
P  M  R  ^  F  M  S  ,  font  égaux  ,  &  que  les  côtes  au- 
tour de  ces  angles  font  réciproquement  proportionnels, 

»yfr/.  IJ7.  Or  ^  MF  ou  PT^ZA2>  mUM  K.    Donc  auffi  le 


m  m 


parallélogramme  FMSG    ou    (on   égal   P M R  ^^^nr, 
^  IL  KMSZ.  Et  comme  cela  arrive  toujours  en  queU- 


k 


^ 


u 

H- 


ac 


Planche  13 


De  tA  COMPARAISON  PBS  SlCTlQHS  CoNIQ^  Ijji 

que  endroit  de  la  porcian  de  Parabole  A  MB  que  tom-^ 
be  le  petit  arc  MN  \  il  s'enfuit  que  la  ibmme  de  tous 
les  petits  parallçlogrararrtes  P  MKQ^^  c*eft  à  dire ,  •  le  *  jirt.  184^ 

Triligne  parabolique  \AC^M^  w~  AD£ MA  fom-    . 
me  de  tous  les  petits  parallélogrammes  Jl  KM  SL.    On 

aura  donc  ABBMA.A CB MAiim.n.  Et  par  con* 
fcquent  ADBMA^ACBMA  ou  ACBD.  ACBMA  :  : 
m  -f-  ».  ».    C<  qji*  il  fallait  Mmontrer. 

C0R0LLAIR.1. 

2-39'  D  E-L  A  il  éft  évident  que  le  Triligoç  paraboli. 
qae  ^ P  M  eÙAVi  parallelagf arame  circonfcwc  ^P M  K^ 
comme  a  eft  à  »»-i-«  ;  ^  qu'aipfi  le  Trapefe  paraboli- 
que iWPC5«-l->^^  CD !î-,^i>j^fic  .  puifque 

ACBMA^-^ — 4C£Dyii,APM^-±^APMic\ 

PROPOSITION    XIV. 

Theorcmc 

S;         .  k  ».  .     - 

o  I T  *o«>fW  /*»»  a  exfdi^é  dans  la  ièfinhàm  F  i  e.  iiQ 
cinquième ^  une Hyp^rhoU  BMO  <^  tel  degré  qu'on  voudra^  ' 

dont  la  nature  efi  exprimée  par  l'équation  x^y^aesaP"*»- 
feit  menée  dfiu.de  ftf  points  quelcmqttes  B  la  ligne  ^  OparaU 
Ule  k  Pune  des  aJymptot.ej  A  D ,  d*  terminée  pat  Pauttem  C  j- 
■&  fiit  achfvé  U  paraSeUgramme  ACBO.  p  dis. que- ce 
faraSekffommf  infcrit  ACBD  efl  k  l'efpace  hypefhèliqwt 
£  C  3  M  O  revfermé  par  la  droite  déterminée  B  C  ,  par  la  Hj 
%M  C  £  prolçmét  à  } infini  du  cèté  de  E^  &  par  la  portion 
et  Hyperbole  h  MO  yprtlongée  auffi  k  t infini  du  cèté  de  O-^ 
4emme  m «-bD  ^  jà  lï.   .  .  >   . ■  • 

7/yrf«//«KZ'«' ^tf  A  C  B  D.  E  C  B  M  O  :  :  m  —  n.  n. 
\,\  même  préparation  étant  faite  que  dans  ià  bropo. 
ncion  précédeate  ,  on  prouvera  de  la  même  manière 

<|ae  le  |>etit  {)àrailelogramme  P MJiOy^t.KM^L. 


•» 


V 


t6m  L  I  T  R.  E     C  I  N  QJJ  I  £'  M  K. 

Or  comm^  cela  arrive  toujours  en  quelque  endroit  de  \h 

portion  d'Hyperbole  £M0  que  tombe  le  petit  arc  MN^. 

il  s'enfuit  que  la  fomme  de  tous  les  petits  parallelogram^ 

•^<rt.  184.  mes  PMR ^,  c'eft  à  dire ^  *  Tefpace  £CB  MO=» 

-jB^D^^O  fooame.de  tous  le$  petits  parallelogranii. 

mes"  KMSZi  On  aura  donc  £^JD^Jklo.£C^AfO:} 


i- 


w.»}&partant£^Di?^0-^£C5JMP  ,ou  ^CBD, 
E€BMOi:  m*^%n,.  Ce  qu* il falhlt  démontrer. . 

COROLLAIRJB      L 

241  •  D  E.L  A  il  eft  évident  que  le  Trapefe  hyperbo*. 
Irque  CP.M  Bz^^-^^^CBD-^^^^  ^ P M K  i  puir^ 

que  EC 5  M  09s,.JL^u4  C BDy&c  que  par  la  même ratî 

f^n  l'cfpace  epmo^  -IL-  ^pmk.. 

Co  ROLL  AIRE.     II.: 

a42'-  De. LA  il  fuît: 

1^.  Que  lorfque  m  furpafle  n^  le  rapport-dû  paralli^lo^^ 
^amme  infcrit. ^  CB  D  i->refpace  ECBMO  indcfini-^^ 
ment  étendu  du  côté  dejE,  fera  toujours  exprimé  par  de» 
nombres  poiitifs  i  &.qu'ain(i  on  aura  toujours  dans  ce  cas., 
la  quadrature  abfoluë  de  cet  efpace. 

2^;  Que  lorfque  m^^s^n ,  ce  qui  arrive  dan» l'Hyperbole 
ordinaire  j  on>  trouve  que  le  parallélogramme  ^CJBD 
eft  â  Tefpace  hyperbolique  Èc  B  MO^  comme  zéro  eft  i 
Tunité  :  c*eft  â  dire  quecét  efpace  eft  in£ni  par  rapport  au. 
parallélogramme  infcric  udBÇD* 

3^.  Que  lorfque  m  eft  moindre  que  ^»}  le  parai lelo^ 
gramme  infcrit^^C^D  fera  â- l'espace  hyperbolique 
jEjC^JVfO  comme  un  nombre  négatif  d  un  nombre  po- 
fifif  :  ce  qui  fait  voir  alors- que.  la  raifon  de  cet  efpace 
a^  parallélogramme  .^ Ci? i),  eft  pour  ainii  dij;e  plu^ 
q^u'infînie,   M^i^  on  doit  remarquer  dans  ce  dernier  cas , 

que. 


De  la  coMPARAisoir  des  Sïctiows  Coniq^  i6t 

que  refpacc  hyperbalique  renfermé  par  la  droite  DB$ 
par  rarympcote  ^  D  prolonge  à  l'infini  du  côté  de  D', 
&  par  l'Hyperbole  X)  M  B  audî  prolongée  à  Tinfini  du 
côté  de  jBy  fera  au  parallélogramme  infcrir  ^CB  D^ 
comme  m  cH  i  n^^m ,  c'eft  à  dire  ,  que  cet  espace  fera 
quàrrable  ^  car  prenant  les  indéterminées  (x)  fur  Ta^ 
fymptoce  ^D,.au  lieu  qu'on- les  avoit  prifes»fur  Tafymp- 
tote  yi  c  ,  l'équation  à  THyperbole  deviendra  *  aj'j^*  "^ Art.  2:^0. 


PltOPOSITiaN    xw 

I 

Theorcmc^. 

143 •  Soit  dans  l'angle  droit  CAD  une  ligne  courbe  Viq.  U7;. 
quelconque  Â  M  B,  dont  Pon  f^ache  mener  la  tangente  M  T  5 
(jr  frit  dans  l angle  D  A  H  qui  eft  a  chtè  de  celui-ci  ^une-^au^ 
tre  ligne  courbe  H  F  E ,  teûe  qt^ ayant  mené  d^un  de  frs  points 
quelconques  F  la  ligne  F  M  farallele  i  A  C  ,  qui  rencontre  en 
K  la  lipie  A  D ,  (^  en  l/i  la  première  courbe  A  MB  ,  g^ 
ayant  tiré  la  tangente  M  T ,  qui  rencontre  AC  au  point-T  :  07k 
ait  toujours  comme  PiK efi  à  M  T  ainfi  une  ligne  cannante  a 
qui  demeure  toujours  la  même  en  quelque  endroit  que  tombe  lé 
foint  V  ^efi  àYLF.  Je  dis  que  fi  par  un  point  quelconque  D  dé 
la  ligne  AD  l^on  mené  une  kpié  droite  £  B  parallèle  i  AC 
^  terminée  par  les  deux  courbes  3  lefpace  À  D  E  F  H  frra 
igal  au  refl angle  de  la  courbe  A  M  ^  par  la  confiante  a« 

Jifaut  prouver  ^^  A  D  E  F  H  —  A  M  B  >  a. 

Ayant  fuppofë  par  tout  où  Ton  voudra^  fur  là  courbe* 
\4MS  Tare  MN  infiniment  petit ,  &  mené  les  droites 
MF  j  NG  ^  parallèles  â  ^ c j  &  qui  rencontre  la  droi. 
te  ^D  aux  points  K^  Z  »  &  la  courbe  HFEaux  points 
r^  G  ,  on  tirera  les  droites  FSy  MR  ,  parallèles  à  ^  Z>  ,> 
ic  00  prolongera  i(  M  jufqu'â  ce  qu\?lle  rencontre  ^  C 
oo  p.  Cela  pofé  3  les  deux  triangles  reâangles  fembla- 
blés  M PTy  MRN^  donnent  MR.  MN  :'.  MP  o\x 
^.K^  MT  lia.  KF.  Et  partant  JC  Fh  MR ,  c'eftà  dire,. 


]c  petk  redangle  JF  a:  X  5«b^  TST  h  -^.    Or  tcminie  Cfî* 

arrive  coûjouri  en  quelque  «ndroii  de  iaOnirbe  AM3 

qu'on  prenae  le  peticarc  M  N  ^  \\  s'enfuie  que  la  (ôm* 

^Jh.  i84#  pie  de  tous  les  petits  «eâangies  K  L  SF  ^^  c  eft  à  dirc^ 

re(pace  ^  DE  F  H  fera  .égal  à  la  (ommt.  de  tous  les  pe- 
tits reâaftgles  MNxa^ c'eft  à  dire ,  au reâangle  de  la 
courbe  ^  MB  par  iaxoo  fiantes.  -€€  quUl faÛBH  démontrer^ 

Co  JL  Ol,  L  A  I  HE     L 

^44*  13  Jî-L  A  il  eft  évident  que  le  reâangle  de  la 
portion  ^  M  par  la  confiante  a^  eft  égal  à  refpace 
A  KFH  3  &  de  même  ifue ie  reûangle  de  la  portion  M  B 
par  la  nuême  ligne  a ,  eft  égal  à  l'efpace  KD  EF. 

Co&OLXAlJLf      IL 

^45»  s  I  l'on  roppofe  que  la  Courbe  AMBiok  Ht 
féconde    Parabole    cubique  ,  qui   ait    pour   cquatioa 

^Art.  ijf.y=»^-^-^  i^P^x  ,  P M^y)  ^  on  aura  •  /'rc^aî-jr  j 

&  â  caufe  du  triangle  redangle  MPT.  Thypothenufe 
MTsa  y  y  y  -H  4  *  •*•  Mais  par  la  propriété  de  la  Cour. 
hz  HFE^W  fauj  que  iWP  (y).  JWr  (^yy-^'^xx^ 


i'.a.KF.  Ce K^iiàonas  KF  ^ a a'+'^.Z-lZ^ a a-^^ay^ 

en  mettant  pour  ^xx  fa  valeury.  D'où  l'on  voit  quç 
la  Courbe  H  FE  eft  dan6i:e  cas  une  Parabole  ,  xjui  a 
pour  axe  la  ligne  A  D\  dont  Torigine  eft  au  point  o , 
pris  de  Tautre  coté  du  point  D  par  rappoi-t  au  poi«it  ^^ 
en  forte  que  A  0,sa^a^  &  dont  le   paramètre  =:^^a:: 

♦  Art.  1^  car  par  la  propriété  de  6ette  Parabole  *  le  quatre  de 

Tordonnce  K  F  fera  égal  au  redangle  de  JC  O  par  le 

paramètre  ^a^  cVft  à  dire. en  termes  analytiques,  K  F 
jBgaaa-^-^ay^     Or  comnoe  les  Trapefes  parabolique! 

♦  Art.  zjj.  ADEH yA KF H^  fonc  ♦  quarrabJes , il  s'enfuit  <]u'on 

a  la  reâificatioo  tant  àq  ia  Courbe  ^  MJB  ^  que  d'ufic 


D&  LA   CQV9Amkn0Sf'IUiS  SiCTIOM  CONIQ^  1^ 

Ht  k%  poctioos  quelconques  ^  JM. 

i  Vosk  veut  exprimer  au  jofte  U  valeur  de  la  portion 


V.      « 


j4  M  ^  on  rermirquera  que  AH  eftrac=i^  ;  puifque  ^  M 
asa^O  H^fass^aa..  Ainrfî  ayant  nommé  la  tangente  MT^  tï 

Ja  ligne  ^  iC ou  MP  ^y  j  on  aura'  k  J=,  1! ,  &  le  Trapé-* 
fc  parabolique  FAkH  oo  ♦  i\F  a: x. ic O  —  i  HA^  ^AO  "^An.  «?• 
^^at^l^^^^do^^UM^a.   Ceft  à  dire.en;  di-i 
vifanc  par  i^,que  la  portion  cherchée  ÀMxb^^s.-^^^^ 

m^^a.    Ce  qui  donne  cette  conftraiâion. 

Ayant  mené  du  point  donné  3f  fur  là  (econde  Pa* 
rabole  cubique  A  MB  ,  la  tangente  MT  qui  rencon, 
tre  en  ^la  ligne  ^J  K  menée  par  l'origine  A  de  Taxe? 
JiC  perpendiculairement  â  cet  axe^  on  prendra  f^r  cet-* 

te  ligne  la  partie  «/^  ^s»  Z  ^  ;  &  ayant  tiré  f^C  parai. 

lele  i  MT  qui   rencontre  Taxe  eo  C,  on  décrira  du^ 
centre  f^àcdu  rayo»  P^A  un  arc  de  cercle  qui  coupe  y^C 
en  JT.  Je  dis  que  la  portion  ^  M  de  la  féconde  Parabo^; 
le  cubique  A  M  £  (eracgale  à  la  foikine  dts^  deiix:  drow  ,.  >  ^  . 
tes  Af /^,  c^ 
Car  à  caufe  des  triaijglçs  icinblables  TP  M^TA^^^ 

il.  eft  clair  que  MQ^-  Mr{th  puifque  A  /►«-i  P^T^^ . 

^  à  caufê  des  trianglçs  femblable^  MPT.^VAC ^.\\k 
Tient  Af£  (If )•  iifr  (*).:i;^/f^-^4f).  A^C-,:il/,  8fe 

nartanc  Cjnem  —  —  —  ^ .   Donc  &c. 

-  • 

B  AO  P  O  S  i  Tl  Q  N>  X  Vt  : 


TEoor 


«me. 


i'4^;  S  OIT  une  HyferholeéqittUtm%  A  F»^  at^ponr  F  i  c.  u$. 
/SRtfr^  le'  f9inf  C.y.&  four  /*  »»^w.  <U  Joi^^^remi^r  H*i«  y. 


droite  C  A  5  i^t^^r  0/7^  Parabole  N  C  S  f#/  i^i!f  ^mt  ^x;  //< 
ligne  A  C  prolongéedu  cité  de  C  f «/  /« yîT^  fùrigine , ^four 
faramttre  de  faxe  une  lignt  double  de  CA.  St  1*oh  mené  par 
un  f(fiiu  quelconque  Jsi  de  la  Parabole  HCS^  une  parallèle 
N  E  i.  C  A ,  qui ^rencontre  t^ Hyperbole  £  A  F  au  point  E ,  é" 
fon  fécond  axe  C  L  au  point  î^  \je  dis  que  Pejpàce  hyptrbo^ 
lique^  CL  E  A  renfermé  entre  les  droites  A  C^  C  L  ,  L  E ,  C^ 
ia  portion  E  A  àe  L* Hyperbole^  eft  égal  au  rectangle  de  lapor^ 
ftion  C  N  de  la  Parabole  par  la  droite  A  C. 

Ayant  mené  par  un  point  quelconque  M  de  la  por« 
UOD  C^cde  la  Parabole,  une  perpendiculaire  MG  i  la 
tangente  MT  qui  pade  par  ce  p&int  ^  tei:n>inces  Tune 
&  l'auire  par  Taxe  aux  points  G  ,  7*,  &  une  parallèle 
M  S  â  Cj4y  qui  rencontre  rHyperboIe  en  B^tc  fon  fe- 
cond  axe  CZ  en  ftf  :  ies  lignes  MG^  HJS y  feront  éga- 
les enti^'elles.  Or  menant  l'ordonnée  MP  à  Taxe  on 
•*^ff.  44.  aura  4^  PGs^C^  î  &  à   caufe  du  triangle  rectangle 


»  t % 


MPG, le  quarré  MG  z=aPM  ^PG  zssCH  -J-C^ 

t  jii^. ^ixj.  ^*  HB^ ,  à  cairfe  àt  rHyperboIe  cquilarére  E^F  ^tc 

partant  MG^s^tl £.  X^x  les  triangles  reâaogles  fembla- 
blés  TPM  ,  MPG^  donnent  MP  ou  CK.  MT ::  PG 

^jirt.ij^^  ou  cA.  MGf>M  HB.   Donc  ♦  &c. 

« 

Co  R  0  L  L  A  I R  £       f . 

^  jDe.la  il  eft  évident  'qiie  leTrapefè  hyper- 
bolique /f  /  £J$  eft  égal  au  rtâangle  de  ia  portion 
4iÇ  parâtiole  M  N  j^ai.  la  moiti^é  C^^  du  paramecre  dcr 
ion  a««, 

C<)llOLi:AIILE'     Ilr 

M8«  o  i  "ïoÂ  mené  dams.  l'Hypef^olè-'équilatére 
£^AF  deux  parallèles  quelconques  K  D^EF-jÔc  qu'oa 
dre  par  leurs  extrémités  <lcs  lignes  droites  £M  ^  £2^, 
DR  y  FSy  parallèles  i  AC ^  lefqueUes  rencontrent  Je 
fécond  axe  de  l*Hyperbole  aux  points  HyL\K ,  O^ 
h  diflèrence  des  rfâanglts  ACn  mn^AC^RS^  feu 


^ 


De  la  COMPAIIAISON   DES   SECTIONS  CoNrQ^  lïj 

«égale  (  en  cirant  les  droites  £&yDF^}  àh  diâerence  des 
Trapefes  reâilignes  HXEB.KOF  D. 

Car  le  redangle  ^  Cn  M  N  t(k  cgal  *  au  Ttapefe  hy-  ^Art.tçf,, 
perbolique  H  L  E  £  l  &i  par  conséquent  Je  reâangle 
uiCn  M N  plus  le  fègment  hyperbolique  BE  fera  égal 
au  Trapefc  rediligne  HLEB  :  de  même  le  redangle 
ACnRS  plus  le  iegmetit  hyperbolique  DT  fera  égal  au 
Trapefe  reûiligne  KO  F  D.  Donc  puifque  les  deux  ièg- 
mens liyperboiiques  ES^D F^  font  *  égaux  entr'eux,  la  ^-^rt.^o^ 
«différence  des  redangles  ACuMN^AC^RS^  fera  éga- 
3e  â  la  différence  des  Trapefes  redilignes  HLBB  ,  KOID. 
Ci  quUl  fallait  dèmantrer. 

CokollaiheIII. 

« 

^49-  Lf  E  s  mêmes  chofes  étant  pofées  que  dans  le 
Corollaire  précédent  j  fi  Ton  fait  x  A  C.  LH  \\ 
BH-\^LB.m.  il  eft  clair  que  le  redangle  AC^m^=:^\LH 

^  B  H-^LE  ,  c^eft  â  dire ,  égal  au  Trapefe  rediligne 
HLEB.  De  même  fi  l'on  fait  xAC  KO  ::  AJD-J-fO.  n. 
il  efl:  clair  que  AC>Kn  efl  égal  au  Trapefe  reâiiigne 
KOTJD.  Par  conféquent  "^  la  différence  des  reâangles  '^Art.x^U 
AC^  MN ,  A  CHRS y  fera  égale  à  la  différence  àQS 
rectangles  A  c  nm^  A  Cxn  ^  c'eff  â  dire ,  en  divifanc 
par  AC ^  que  la  différence  des  arcs  paraboliques  MlT^ 
RS ^  fera  égale  à  la  différence  des  droites  m,  n.  D'où 
Ton  voit  qu  on  peut  trouver  des  lignes  droites  égales  â  la 
différence  d'une  infinité  d'arcs  Paraboliques  tels  que 
MN.RS.  . 


Xiij 


ïi6 


riM»^ 


L  l  V  R.E     SA  XIE'ME. 


'JPes  S f  étions. Coniqtiâs  conjfdtrees  dans  le  Solidt^. 

CHAPITRE   PUE  M  1ER: 

Dts  trois  Seâions  Coniques,  en  gimraL 

D  E^EI  N  I  T  I  O  N.S> 

SI  par  un  poiiK  fixe  S  élevé  au  defTas  du  plan  d'uD^ 
cercle  ^^i^,  on  faic  mouvoir  une  ligne  droite  S  z 
indéfiniment  prolongée  de  parc  &  d'autre  du  point  S , 
autour  de  la  circonférence  du  cercle ,  ea  forte  quelle. 
iafTe  un  tour  entier^  les  deux  furface^  convexes  produi-^ 
ces  par  la  ligne  droite  indéfinie  52/  dans  ce  mouvemenc^^ 
'  font  appellées  chacune  feparénnenc  Surface  Conique  ^  & 
coûter  deux  enfentible  Surfaces^  Coniques  appopes. 

1* 
Le  point  fixe  Xqui  eft  commun  à  Tune  &  a  l'autre  ; 
Surface  Conique ,  eft  nommé  S4mmet. 

Le  Cercle  rXZ^  Safe. 

Le  .Solide  compris  par  [a  bafè  VXYy  &  par  la  por- 
tion de  la  Surface  Conique  que  cette,  bafe  coupe  depuis 
le  Sommet  S'^  eft  appelle  Cone. 

La  ligne  SJT  menée  du  Sommée  S  â  un- poinc  quelcon*^ 
que  ^  de  ià  bafe ,  en  eft  un.  des  Cùfés. 

&. 

La  ligne  so  menée  du  Sommée  S^  du  Cone  par  le  cen-« 
cre  o  de  la  bafe ,  en  eft  Vjixe. 

On  die  qu'un  Cone  eft  drûir^  lorfque.  fon  axe  eft  per» 


1>ES  Yroîs  Sbctîôks  CoNrq^  Ew  général.  iSj 

^ndicoUîre  for  k  pian  de  (k  hafe  ^^  Se  au  contraire  <][u^ii 
€ft  /caïene ,  brfque  ion  axe  «ft  obliqtae  ^ur  ce  pian. 

«. 
Si  Ton  coupe  une  Surface  Conique  par  un  plan  F  ut  G  Fic.  ijo. 
^ui  ne  pafle  point  par  le  Sommet  5,  &  qui  ne  foit  point  151.  nx. 
parallèle  au  plan  de  la  ba(e  VJCY  j  la  ligne    courbe 
F AG  formée  par  la  rencontre  de  ce  plan  avec  la  Surfa- 
ce Conique ,  eft  appel lée  Seilion  Conique. 

9- 
Si  l'on  mené  par  le)  Sommet  t  d^un  Cone^  un  plan 

:$!)  B  parallèle  au  plan  d'une  Seâion  Conique  >  la  droite 

indéfinie.  D  E  forniiée  par  la  rencontre  de  ce  plan  avec 

<elui  de  la  -bafe  du  Cône  ,  s'appellera  Direffrke. 

lO, 

Une  Seâion  Conique  i^-Hf  G  eft  appéllce  Parabole ,  lorU 
*<jue  la  Direékrice  D  E  touche  le  cercle  qui  eft  la  bafe  du 
Cône:  EUiffe^  lorTqueife  tombe  tooce  entière  au  dehors ^ 
-&  Hyferhole ^  lorfqu'elle  le  traverfe. 

Mais  àAxï&<:t  dernier  cas^  fî  Ton  prolonge  le  plan  de  Fig.  \%u 
la  Seâion  ,  il  eft  vifible  qu'il  rencontrera  la  Surface  Co- 
lique oppofce^  la  ligne  courbe  KMH  formée  par  cer- 
^e  rencontre  ^  fera  nommée  Hyperbole  opfopv  a  la  pre- 
«Mére  FA  Ç  ^  &  les  deux  enfemble  ,  Fîyftrholes  ou  Sec^ 
-tions  cffdfeeî. 

n. 

Si  dans  te  plan  d\ine  Sedion  Conique  il  y  a  une  ligne  F  i  c.  ijo* 
•droite  qui  ne  la  rencontre  qu'en  un  feul  point ,  &  qui  »î»*  *5** 
^ant  prolongée  indéfiniment  de  part  &  d*autre  n'entre 
l^oint  dedans,  mais  tombe  toute  entière  au  ddiors  j  cette 
ligne  fera  nommée  Tangente ,  &  te  point  c^  elle  rcncon- 
^re  la  Seâion ,  point  à^ Attouchement. 

Co  ROI-LA  IRE      L 

Ji^o.  jJaks  la  Parabole  tous  les  côtés  ^u  Cône  Fig.  i$ô^ 
"ëcaot  prolongés  indéfiniment  rencontreront  néceflaire- 
«icoc  ^iilan^excepié  le  lêul  côté  SD  tiré  du  Sommet  X 


LlVlt:;E     SiXIB'MI. 

r  le  point  D  où  la  Diredrice  DE  couche  la  baieîpuiF- 
qu*ir  n'y  a  que  ce  côcc  qui  foie  dans  le  plan  S  D  E  parait- 
lele  â  celui  de  la  Sedion  ^  &  que  cous  les  aucres  le  coupent: 
dans  le  point  S^    D'où  ireft  clair  que  la  Parabole  s*écendi 
à  l'infini  ^&  ne  rentre  point  en  elle  même. 

Co&OLLAlH.B     IL. 

ffio.  iju        151,  Dans  rEllipfe  cous  les  côtés  du  Cône  étant: 

prolonges ,  s*il  eft  néceuaire ,  rencontrent  fon  plan  5  puif- 
que  le  plan  S,DS  qui  lui  eft  parallèle  ,  eft  rencontré  par 
tous  dans  le  point  5.    D'où  Ton  voit  qu'elle  renferme  un; 
efpace  en  rentrant  en  elle-  même. 

Co  lu  O  L  L  A  I.R  E      II  r.. 

EiiG.  uj.        251.  JJI  j^-^  5  1^5  Hyperboles  oppofées  tous  les  côtés» 

du  Cône  excepté  les  deux  S  Dt  SE  étirés  du  Sommet  5* 
*    aux  points  D,  £,  où.  la  Direârice  coupe  la  baie, étant 
prolongés  indéfiniment  de  part  &  d'autre  du  Sommet  5  ^ 
rencontrent  néceilàirement  leur  plan  ;  puifqu'il.  n'y  a: 
que  ces  deux  côtés  qui  tombent  dans  le  plan  5  2)  £.  pa- 
rallele  au  plan  de  ces  deuifr  Hyperboles ,  &  que  tous  les« 
autres  le  coupent  dans  le  point  S.   Les  côtés  de  la  por^ 
cion  SDP^E  forment  les  points  de  l'Hyperbole  F  A  G,, 
&  ceux.de  la  portion  SDYE  étant  prolongés  de  Taurre: 
côté  du  Sommet  S  ^  forment  les  points  de  fon  oppofée. 
KM  H.   D'où  Ton  voit  que  les  Hyperboles  oppofëes> 
^'étendent  chacun  â  l'infini ,  &  ne  rentrent  point  en  elles9 
ipêmes  y  non  plus  que  la  Parabole. 

B  R  O  P  O  S  I  T  I  O  R    I. 

Théorème. 

FziCiX)&*        ^53*  0,t  tmcûupedeuxfitrfaces  Coniqneiofppfies^parmm 
flan.  Sam  qui  fanant,  far  Uur  Sommet  S .,  en$n  a» .  dedans  ;  ■ 
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'je  Âis  quUl  formera  pur  fa  rencontre  avec  ces  deux  Surfaces , 
deux  lignes  droites  Sa,  Sm ,  indéfininunt prolonges  de  fart 
fjf-  £  autre  du  point  S. 

Car  foie  am  ka. commune  Seânon  da  plan  toupant ,  & 
du  plan  de  la  bafe  :  il  efl:  clair  qu'elle  renconcrera  cette 
bâ4e  en  deux  "^points  a^tny^  puifque  par  la  fuppofirioti  le 
plan  Sam  ^fkxxt  au  dedans  de  la  furface  Conique.-  Or  fi 
Ton  mené  les  côcés  5 ^/<S m,  indéfiniment  proIongés^ de 
parc  &  d'autre  du  fommet  <S  ^  il  efi:  évident  par  la  géné^^ 
ration  des  Surfaces  Coniques  oppofëes  que  ces  côc^s  fe- 
ront les  deux  communes  Sedions  de  ces  deux  Surfsice^;  . 
avec  le  plant  coupant  Sam.    Cefi  ce  qu'il falloit  démontren.  • 

■ 

C  O  K  O  L  L  A  I  K  E      I. 

2'î4*  Comme  la  partie  de  la  ligne  atfi  c^  joint  • 
les  deux  points  a ,  m^  de  la  circonférence  ^  totnbe  au  '  s 
dedans  de  la  bafe  ,  U  que  tout  le  refle  de  cette*  ligne  ' 
tombe  au  dehors  3  il  s'enfuit  que  fi  l'on  conçoit  que  le 
pl^n  Sam  foit  indéfiniment  étendu  tout  autour  du  Sonv- 
met  iS)  la  partie  de  ce  plan-  qui  fera  renfermé  dans  * 
Tangle  aSm  ^  àc  dans  fon  oppofé  au  Sommet  ;  tombera  ^ 
au  dedans  des  deux  Surfaces  Coniques  oppofées  /&  que  - 
tout  IcttQiïc  de  ce  plan  tombera  entre  ou  (  ce  qui  dft  la  ^ 
même  chofe)  au  dehors  de  ces  deux  Surfaces. 

COHO  LL  AlUfi  ;IL. 

^S^'  U^E-LA^il  fuit  que  fi  l'on  joint  deux  points  Fia.  iji»; 
quelconques^  ,  M^  d'une  Sedion  Conique  par  une 
ligna  droite  ^  elle  fera  renfermée  au*  dedans  de  la  Sec- 
tion j  &  qu'étant  prolongée  indéfiniment  de  part  & 
d'autre  ^  elle  tombera  toute  entière  au  dehors.  Car  me- 
nant du  Sommet  S  par  les  ^points  ./i^M^  les  côtés  5^, 
Sm,  &  faifant  pafler  un  plan  par  ces  côtés  y  il  efl  clair 
i^uela  ligne  j4M  tombe  dans  la  partie  de 'ce  plan  qui 
€11  renfermée  jdans  l'angle  aSm^  U  que  tout  le  refte  - 
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de  cette  ligne  (è  trouve  dans  la  partie  de  ce  plan  qui  toi». 
i>e  dans  les  angles  à  côté. 

Co  RO.LL  A  I  H  £      IIL 

15^'  u>  I  l*on  mené  par  le  Sommer  <Sdu  cane43ne  ligne 
parallelle  à  une  ligne  >^JVf  terminée  par  une  Seûioa 
vConique  y  il  eft  clair  par  le  Corollaire  précédent  que 
cette  ligne  S  H ,  tombera  dans  l'un  des  angles  à  côté 
de  l'angle  aSm^c'eA  i  dire  au  dehors  de  la Turface  Co- 
nique 4  &  qu'ainfi  elle  ira  rencontrer  le  plan  de  La  ba(è 
.«n  quelque  point  hors  la  circonférence  du  cercle ,  ou 
jbîen  qu'elle  lui  fera  parallèle. 

.Cor  ox  la  ire    IV. 

fi^.^yi-         %57*  Il  fuit  encore  du  Corollaire  premier  que  k 

Ton  joint  deux  points  quelconques  «^,Jlf,  de  deux  Hy- 
perboles  oppofées  par  une  ligne  droite,  elle  ïcra  i-enfcr- 
mée  entre  CCS  Hyperboles  ;èc  qu'étant  indéfiniment  pro- 
longée de  part  &c  d'autre  /elle  entrera  au  dedans.  Car 
inenant  par  le  Sommet  S  les  côtés  Sa^Sm^qni  paflent 
|)ar  les  points  ^^  M  ^àc  faifant  paflèr  par  ces  côtés  un 
.plan  indéfiniment  étendu  tout  autour  du  point  S  ^  il  eft 
clair  que  la  partie  de  ce  plan  qui  eft  renfermée  dans  l'an^ 
^le  A  SM  où  tombe  la  ligne  »// iW ,  eft  comprifè  entre 
.ces  deux  Surfaces^  &  que  ta  partie  du  même  plan  qui  eft 
renfermée  entre  les  deux  angles  à  côté  où  îe  trouvent 
,  .  :les  prolongement  de  la  ligne  ^  M  ^  tombent  au  dedans 
•de  cejsdewx  Surfaces.  Or  comme  la  ligne  j4  M  cfk  la 
«commune  Seâ:K>n  davhvKSa  m  avec  celui  des  deux  Hy^ 
petboles  oppofées  ,  il  s'enfuk  &c. 
•       .  - 

Corollaire.  V. 

M^*  1-L  fuit  auffi  des  Corollaires  deux^cme  &  qu4- 
itrién^e  ^  qu'une  li^tie  droite  ne  peut  rencontrer  .une 
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Sedion  Conique ^oa  les  deux  Hyperboles  oppofécs ,  au 
plus  qu'eq  deux  points. 

PROP  O  S  ITIO  N     IL 

Théorème* 

M9*  S  I  /*^  coupe  ^une  ou  f autre  des  deux  Surfaces  Co^  F  i  g.  iif^ 
niques  oppofees  ^par  un  plan  o  y  xy  •  parallèle  à-  la  bafe^ 
O  VX  Y.  l  je  dis  que  la  SeHion  qu' il  forme  par  fa  rencontré 
avec  la  Surface  Conique  ^.e^  un  cercle  qui  a  pour  centre  le  point 
o ,  oUce  plan  rencontre  ^axe  S  O ,  prolongé  de  l^ autre  cbté  d» 
Sommet  S ,  lorfqu'il  ejl  neceffaire. 

Car  fi  Ton  mené  par  un  point  quelconque  ^de  U 
bafe  au  centre  o  le  rayon  Jc'Q ,  &  au  Sonimet  5  le  coté' 
JTS  qui  rencontre  le  plan  ovxy  aa'polQt  x;  les  lignes 
0^,^x,  feront  parallèles  entr'ejles  ^  ,putfqu*elles  fonc 
les  communes  Seâions  de  deux  plans  parallèles  ÙVJ^Y^. 
ovxy  ,  par  k  même  plan  SOJT  prolongé  ,  5*il  eft.ne*         .  ' 
ceflaire  de  l'autre  côté  du  Sommet  S.  Les  triangles  pS  JT^  ^ 
oS  x%^  feront  donc  fèmblables^&  par  cpnfiçquene  içqau-^ 
ra  toujpur^  50.  OJT  -r.;  SsO.,jox,.  Or  les  premiers  termes  » 
de  cette  proportion  étant  par  .tout.  Les  n^ên)çs\  le  qua*» 
triéme  ^at  ne  changera  point  de  grandeur  en  quelque 
endroit  que  tombe  le  point  x.-  D!où  Ion  voit  que  la  ligne 
courbe  v  xy  e(l  la  circonférence  d'un  cercle  qui  a  pour 
centre  le  point  o. .  " 

\  GoaOLLAIILE.       '        y, 

L  fuit  de-Iâ  qu'on  peut  placer  la  baie  d'un  coné" 
en  tel  endroit  qu'on  veut ,  /èlon  qu'il  eft  plus  commode» 
G'efl:  pourquoi  lorfque  la  Seâûon  eft  une  Parabole  oa 
une  Hyperbole  »  on  la  place  ordinairement  en  ibrtequ'eU 
le  coupe  la  Seâion  j  mais  lorfque  c'eft  une  Ëllipie  on  la 
place  tantôt  de  manière  qu'elle  la  coupe, &  tantôt  de^ 
manière  qu'elle  tombe  ^udeflbus. 

Y^ij,, 
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PROPOsiTi;oN   m. 

jTheorcmc, 

:  f  I  G.  ï}#,         2.6lt  3  i  ^^^j  le  plan  itune  Parabole  F  A  G ,  Z"^»  tire  par 

tin  de  fes  points  quelconques  A  vf  ri  U  dedans  du  cone^ ,  une 

*  //g«^  ^re?//^  indéfinie  A  B  parallette  au  cbtè  S  D  ^»/  paffepar 
le  point  oà  la  DireEirice  D  E  touche  la  bafe  5  je  dis  que  cette 

.  liyîe  A  B  ^tf»j^^  /^^«/^  entière  au  dedans  de  la  Se&ion ,  ^  ^»** 

.  êHe  ne  la  rena^ntrera  jamais  quoique  prolongée  à  ^infini  du  cb^ 
té  de  B. 

Car  ayant  inené  par  le  Sommets?  da  cône ,  &  par  k 
ligne  ^  B  un  plan  S  ^4 M  y  il  formera  par  fa  rencontre 
avecla  Surface  Conique  deux  côtés ,  dont  Tun  fera  tod- 
jours  la  Ugne'-fD/puifque  ^ \S  lui  eft  parallèle  j&  Tâu- 
tre  la  Jigne  ;y-f  qurpaflfe  par  le  point  j4.  Or  le' plan 
DSa  renferncrë  entre  les  c^tcs  5  2),  5^,  prolonges  à 
'f-rfrf^.154.  Tinfini-du  côte  de  ^D  &  4f,  tombe-^*  au  dedans  de  la  Sur- 

fac<e  Conique.  Par  conféquent  la  ligne  ^^  qui  eft  toii- 
jours  4ans  ce  plan  »  ëtant.parallele  au  côté  S,D ,  tombera 
toute  entière  au  dedans  de  la  Parabole  ,&  ne  la  rencoOn 

;  trera  jamais  quoique  prolongée  â^l'infini  vers  M. 


PROPOSITION    ly. 

Xheotcmç. 

fi^cii^J]  ,262.  S  I  dans  te  plan  ^ùnè  Pardbole  FA  G,  F  on  tire 
par  un  de  fes  points  quelconques  A  vers  le  dedans  du  cone^ 
une  liffie  droite  A  M  qui  ne  foit  point  parallèle  au. cbte  SD.^ 
qui  pàffe  par  lejpointti  où  laDirefirice  DE  touche  la  bafe: 
je  dis  que  cette  ligne  étant  prolongée  autant  qàUl  fera  neceffaire^ 
rencontrera  la  -Parabole  en  quelque  autre  point  fA^ 

Car  (î  Ton  fait  païïér  par  le  Sommet  S  du  cône  &  par 
cette  ligne  un  plan  S^MyxY^ik  élair  qu'il  entre  au  de- 
,dans  de  la  Surface  Coni^e^  .&  ^u'il  ne  pafle  point  j^ar 
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le  côté  S  Di  d\>ù  il  fuie  que  ce  plan  forme  fur  la  Sur» 
face  Conique  *  deux  côtés  Sa^  S  m  j  donc  l'un  Sa  pafle  ♦^ff.  icj; 
p^  le  point  «/f  'y  &  l'autre  Sm  n'eft  point  parallèle  au 
plan  de  la  Seâion,  puifqii'il  n^y  a  fhyp.'J  que  le  feul  côté 
SD  qui  loi  foit  parallèle.  Par  confëquent  le  côté  S7n 
éraât  prolongé  (  s'il  eft  neceflaire  )  rencontrera  le  plan  de 
la  Parabole  en  un  point  M  y  par  où  paiTe  la  ligne  ^  M 
qui  efl:  formée  par  la  rencontre  du  plan  aSm  avec  celui 
de  la  Parabole,  Or  il  eft  vifible  que  ce  point  M  eft  un 
des  points  de  la  Parabole  FAG  j  puifqu*il  fe  trouve  en 
même  temps  dans  le  plan  de  la  Seâion.,  &  fur  la  Sur- 
face Conique.    Donc 


PROPOSITION    V- 

Problème. 

263.  ^4 1 N BK  d^un  foint  donne  A  fur  une  Seflion  Co^  F x«.  i^j, 
nique  ^  une  Tangente  Aï.  134.  ijj. 

Ayant  mené  par  le  point  ^  &  par  le  Sommet  S  du 
cône  >  une  ligne  droite  S  A  qui  rencontre  le  plan  de  la 
bafe  au  point  ^  ^on  tirera  à  cette  bafè  par  le  point  a  ^  la 
Tangente  Eafy^  la  ligne  A  F  formée  jpar  la  rencontre 
du  plan  5 £/^/(  prolongé,  s'il  eft  néceuaire»  au  delà  du 
Sommet  «S)  avec  le  plan  de  la  Seâion^  fera  la  Tangente 
qu'on  cherche. 

Car  puifque  la  Taflgedte  Baf  tombe  toute  entière  au 

<lehors  de  la  bafe  excepté  le  feul  point  a^  il  s'enfuit  que 

le  plan  ^£^/ prolongé  indéfiniment  de  part  &  d'autre 

du  Sommet  S  ne  rencontre  les  Surfaces   Coniques  op* 

pofées  que  dans  la  ligne  Sa  auffi  prolongée  indéfini. 

'ment  de  part  &  d'autre  du  Somn>et  S ,  &  que  tout  le 

nrefte  de  ce  plan  tombe  au  dehors  de  ces  Surfaces*    Par 

confëquent  la  ligne  A  F  formée  par  la  rencontre  de  ce 

-plan  avec  celui  de  la  Seâion  ,  ne  peut  avoir  de  com^ 

*niun  avec  l'un  ou  l'autre  de  <es  deux  furf^ces  que  le 

.^ul  point  A  ou  la  ligne  ^^^  rencontre  le  plan  de  k 

Y  iij 
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SeâioD  ,  &  tombe,  tpuce  entière  au  dehors  excepté  cej 
point.    Donc  &c. 

C0R0LLAIIl%E      h 

^^4   C^  o  M  M  E  Ton  ne  peut  faire  paâer  par  le  point  : 
a  de  la  bafe  du.  cône,  qu'une  feule  Tangente  £  af^  il  s'en*, 
fiiit  auffî  que  d'un  point  donné  A  fur  une  Seétion  Coni«- 
que,  on  ne  peut  mener  qu'une  feule  tangente  «/^  F. 

C  o  n  o  L  L  A  I  R.  i.    IL, 

^^5'  -L)  E-L  A  on  tire  la  manière  de  mener  une  Tan-, 
genre  ^  F  parallèle  à  une  ligne  droite  M2f  donnée  de 
pofition  f^r  le  plan  d'une  Seâion  Conique  ou  de  deux 
Sedions  oppofees.  Car  ayant  mené  par  le  Sommet  S  du  \ 
cpne,  une  parallèle  SE  à  M N,  elle  rencontrera  la  Di- 
redrice  D  E  tn  un  point  £,  ou  bien  elle  lui  fera  parallè- 
le 5puifque  cette  ligne  SE  fera  parallèle  au  plan  deJa  Sec- 
tion ,  &  tombera  par  confequent  dans  le  plan  S  DE.  Si 
elle  la  rencontre  en  un  point  E  qui  tombe  au  dehors  du 
cercle  qui  eft  la  bafe  du  Cône  :  ayant  mené  du  point  E  i 
cç  cercle ,  la  Tangente  Eaf^  il  e(l clair  que  le  plan  SEaf 
formera  par  fa  rencontre  avec  le  plan  de  la  Seâion,  une 
Tangente  ^  F.  qui  fera  parallèle  â  la  ligne  M  IsT-y  puif. 
que  les  deux  Sedjons  ^  F:^  SE  l  des  plans  *  paraHeles 
M  2/^  S ED  ^  coupés  par  le  plan  touchant  5 £^./,  font 
^'Ftyp.       parallèles  entr'clles .auffi, bien  que  *  SE,  M  2/. 

COKOLLAIR.!       III. 

266. 1^  ES- mêmes  cbofes  étant  poices  que  dans  le. 
Corollaire  précédent. 
Fi6.  !}$•:       i^.    Dans  la  Parabole  le  Problême  eft  impcffible^ 

lorfque  la  ligne  ilfiV  donnée  de  pofition ,  devient  pa- 
rallele  au  côté  S  D  qui  pafle  par  le  point  D  où  la  Di- 
reârice  D  E  touche  la  baie  ^  car  alors  le  point  E  tonw 
bant  en  D,  on  ne  pourra  mener  par  ce  point  d'autre. 
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Tangente  que  la  Direârice  D E:&c  comme  Je  plan  qui 

1>afle  par  le  Sommet  8c  par  la  Diredrice  D  £  qïï*  paraL  *  Défi  ^. 
ele  au  plan  de  la  Parabole^  il  ne  pourra  former  par  fa 
rencontre  avec  ce  plan  aucupe  Tangente.  Mais  lorfque 
la  ligne  donnée  de  pofition  y  n*eft  point  parallèle  au 
côté  SDy  on  pourra  toujours  mener  une  Tangente  ^ F 
parallèle  â  cette  ligne ,  &  jamais  davantage  ^  car  alors 
le  point  E  tombant  au  dehors  du  cercle  qui  eft  la  bafe 
du  cône  ,  on  en  pourra  toujours  mener  Eaf^  ED  L  ^ 
cette  baie  ^  dont  Tune  EDL  k  confondant  avec  la  Du 
redrice  ,  ne  peut  fërvir  à  trouver  aucune  Tangente  dans 
le  plan  dé  la  Sedion  $  &:  Tautre  Ea/étznt  différente  de 
la  Diredrice ,  -Servira  toujours  à  trouver  par  la  rencon- 
tre du  plan  SEafzvtc  le  plan  de  la  Parabole  ,  une 
Tangente  <^ F  qui  fatisfera.  lien  eft  de  même  lorfque 
la  ligne  5  £  eft  parallèle  à  la  Diredrice  «  car  la  Tangen- 
te E  ^/deviendra  alors  parallèle  à  la  Diredrice  ^  &  corn, 
me  on  n'en  peut  mener  qu'une  feule  qui  lui  foit  parallèle^ 
puifque  la  Diredrice  touche  elle-même  la  bafe  en  un 
point  D  ^  il  s'enfuit  &c, 

1^.  Dans  TEUipfe  on  pourra  toujours  mener  deux  Fig.  i}4« 
Tangentes  A  F  ^  B  G  ^  parallèles  â  la  ligne  M  N  don. 
née  de  pofîtîon  ^  &  par  conféquent  entr'elles.  Car  tous 
Jes  points  de  la  Diredrice  D  E  tombant  au  dehors  de 
la  bafe,  on  pourra  toujours  mener  du  point  E  deux  Tan* 
gentes  Eaf^  Ebg  ^  i  cette  bafe  qui  ne  fe  confondront 
point  avec  la  Diredrice ,  &  qui  ferviront  à  former  par 
4a  rencontre  des  plans  SEaf^  SEbg^  avec  le  plan  de 
la  Sedion ,  deux  Tangentes  ^  F  ^  B  G  ^c\m  farisferont 
Il  en  eft  de  même  lorfque  la  ligne  5£  eft  parallèle  à  la 
Diredrice  5  car  au  lieu  des  Tangentes  £  af^  E  ig ,  qui 
parteoc  d'un  point  E  de  cette  Diredrice ,  il  n'y  auroic 
qu'à  lui  mener  deux  Tangentes  parallèles  ^  ce  qui  eft  toâ-  ' 
jours  poflible»  •  .  « 

3®.  Dans  les  Hyperboles  opporécs  le  Problême  eft  tic.  ijj* 
impoffible ,  lorfque  le  point  E  tombe  au  dedans  du  cer- 
xle  qui  eft  Iz  hâte  du  eone  ^  puifqu'on  ne  peut  mener 
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alors  aucune  Tangente  de  ce  point  à  la  bafe.    Mais  lorP- 
qu'il  tombeau  dehors,  on  pourra. toujours  trouver  deux  .: 
Tangentes  \AF  ^  B  G ,  parallèles  à  la  lignie  MN  donnée 
de  poiition  ^  car  la  Direârice  D  £traverfanr  la  baie  ,  on. 
pourratoàjours  mener  du  point  £  deux  Tangentes  Laf^  , 
£  Ag,  à  cette  bafe^lef  quel  les  tombent  de  part  &  d'autre*: 
de  la  Diredrice ,  &  qm  Serviront  à  former  par  la  rencon- 
tre des  plans  J£^/^.S£^g,  avec  le  plan  de  la  Sedion- 5 
deux  Tangentes  ^E^  BG  y  qui  fatisferont.    II  en  eft  de 
même  lorkjue  la. ligne  5  £  eft  parallèle  à  la  Diredrice 
DE  j  car  au  lieu  des  deux  Tangentes  E af  ^  £ ^g ,  il  n*y 
aura  qu'a  mener  deux  Tangentes  .parallèles  à  Ja  Direc-^ 
trice  j  ce  qui  eft  toujours  poffible.r 

Il  eft  a  remîarquer  dans  ce  dernier  cas  ,  que  les  Tan- 
gentes parallèles  ^F ^  BO  ,  appartiennent  toujours  aux 
Hyperboles  oppofces ,  &  jamais  à  la  même  ^  ce  qui  eft  : 
évident^  puifque  les  deux  Tangentes  £  af^  £^g,  de  la 
bafe ,  tombent  ncçeflairement  de  part  fie  d'autre  de  la.  ^  * 
EKircdrice  ,/?£,. 


2^7.  I 


CoJLOi.X.AIR:£     IV. 


L  /uic  du  Corollaire  précédent  : 
1^.*  Que  dans  une  Parabole  ou  Hyperbole,  il  ne  peut  r 
y  avoir  deux.  Tangentes  qui  foient  parallèles  entr'elles  3  , 
&  qu'au  contraire  dans  l'EUip/e  &  dans  les  Hyperboles  . 
oppofées,  une  Tangente  ^ Frétant  donnée  de  pofîtion^  , 
ou  en  peut  toujours  mener  une  autre  BG  qui  lui  Toit  pa- 
rallèle. 

2^  Que  fi  la  ligne  M  N'  donnée  de  poCtios-,  eft  ter-  ' 
minée  par  une  Sedion  Conique ,  on  pourra  toujours  me- 
ner dans  la  Parabole,  une  Tangente  »/^  f"  qui  lui  foie  pa- 
rallèle, fie  dans  l'Ellipfe  ou  les  Hyperboles  oppofëes  deux  : 
Tangentes  AF^B  G  -^  puifque  la  ligne  S  £  menée  par  le 
Lirfrr.j.56,  Sommet  S  parallèlement  ^MN  rencontrera*  le  plan  de 

la  bafe  en  un  point  £  hors  la  circonfierence ,  ou  biea  lui  : 
fera  parallèle.  ,  • 


\ 

/ 
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D  e'f  I  N  I  T  I  O  N  s 

II. 

Dans  une  Parabole,  fi  l'oamene  par  wi  de  ks  points  Fie.  nu 
quelconques  ^  vers  le  dedans  une  ligne  ^B  parallèle 
au  côte  5Z>vqui  paflè  par  le  point  D  où  la  Dîrearice -2)  £ 
touche  la  bafe  :  cette  ligne  ^B  fera  nommée  Diamètre^ 
&  le  point  ji  en  fera  l'origine* 


Dans  lElhpfe ou  les  Hyperboles  oppofées,  toute  ligne  F 1  G.  «4, 
droite  ^^ ,  qui  joint  les  points  d'attouchement  de  deux.  »3j. 
tangentes  parallèles  ^F,£G,etk  appellée  mametre  •  & 
ks  points ,  ^ ,  -B.,  en  font  les  extrémités.  ' 

.  '4- 

Si  par  un  point  quelconque  P  de  tel  Diamètre  ^3.  Tic. ,«»; 
flu'on  voudra  d'une  Seâion  Conique,  l'on  tire  une  Ijene  'J+'J5- 
droite  M  N  qui  rencontre  la  Seâion  aux  points  M  iV 
&  qui  foit  parallèle  à  la  tangente  ^F  qui  pafle  par'l'o! 
rigine  ^  de  ce  Diamètre  dans  la  Parabole ,  &  par  l'une 
ou  l'autre  de  fes  extrémités  dans  les  autres  Serions  :  on 
dira  que  cette  ligne  M  2/  eft  Ordonnée  de  part  &  d'autre 
au  Diamètre  ^  £ ,  &  que  chacune  de  ks  parties  PM  ou 
P,N  3  eH  Ordonnle  i  ce  Dizmçtrc. .  ^  ' 

Lorfqu'un  Diamètre  fait  avec  fes  Ordonnées  des  an-  - 
g|es  droits ,  00  l'appelle  Axe*  . 

Co  KO  L  L  A  I  JK.  E, 

1^8.  I  ï.  fuit  de. la  Définition  douzième  : 
1®.  Que  tous  les  Diamètres  d'une  Parabole  font  pa- 
ralleles  entr'eux ,  puifqu'ils  font  tous  parallèles  au  même 
côté  du  cône  S  D  qui  paflîe  par  le  point  D  où  la  DJrçdri-  - 
ce  DE  touche  la  bafe.. 

a®.  Que  par  un  point  donné  fur  le  pian  d'une  Parabo- 
lé, on  ne  peut  mener  qu'un  feul  Diamètre,  puifqu'on  ne 
peut  mener  par  ce  point  qu'une  feule  parallèle  au  côté.  • 
SD... 


PROPOSITION    VI. 
J?roblcm& 

x69^  \j  m.dimnetre  AB  ^tmne  SeftiM<C$maue  étant 


,ij7.  i}8.      dMné ,  ^v*^  jr»^  ^'^^  ordofméts  P  M  >  décrire  la  Sefhân.  - 

Ayant  fait  pafler  par  {rordonnée  PM  un  plan  queU 
xonque  autre  que  le  pian  ^PM  ^  on  mènera  dans  ce  plan 
par  le  point  P  une  perpendiculaire  indéfinie  P  a  i  P  M\ 
j6l  on  décrira  d'un  point  quelconque  C  de  cette  ligne, <C 
du  ts^yon  CM  un  cercle.    Cela  fait , 

ï  i-c.  jjiJ.        i^  Lorfque  la  Seâiob  doit  ^tre  une  Parabole.    -Oh 

mènera  de  Tun  des  points  ayD^oii  le  cercle  coupe  la 
perpendiculaire  Pa  (par  exemple  du  point  a)  par  To- 
irigine  ^  du  diamètre  ^^,  la  ligne  ^^  qui  rencontre 
en  «S  9  une  ligne  DS  tirée  de  l'autre  point  B  parallèle* 
4nent  à  ji  B.  On  décrira  enfiiite  une  fiirface  Conique 
qui  ait  pour  fomnriec  le  point  f  ^  &  pour  bafe  le  cercle 
DMa  N.  Je  à\s  qu'elle  fornMra  par  fà  rencontre  avec 
le  plan  ui  P  M  ^  la  Parabole  chevcfaée  M  ^  N.  Car 
ftyant  mené  par  les  extrémités  du  diamètre  ^  ^  les  pa- 
rallèles D  E^  af^  â  P  A£  )  il  eft  clair  qu^^elles  feront  tan* 

^  ^y?*        genres  ,  puifque  "^  P  M  eft  perpendiculaire  fur  oa.    Or 
/  fe  plan  SDB  qui  paâe  par  le  ibmmet  S  du  cône  &  pat 

*  Hyp  la  tangente  D  £,  eft  parallèle  au  plan  AF  M^  ^puiPque* 
'^DcfM.&  SD  tu,  parallèle  à  ^P.ScDE  à  PM^  d  où  il  fuit  * 
x^*  que  la  Seâion  M  AN  faite  par  le  plan  A PM dans  la 

iurface  Conique ,  fera  une  Parabole  qui  aura  pour  dia^* 
mètre  la  ligne  AB.    De  plus  le  plan  touchant  Saf  iou 

*  Art.xi^^  me  dans  le  plan  A  PM"*  une  tangente  A  F  ^  qui  fêrapa- 

ralle  à  PM  -^  puifqu'elle  eft  la  commune  Seâion  des 
deux  plans  IP^/,  AP  M  ^  qui  paffent  par  les  parallèles 

*  Def.  14.    af.  /^  iVf  i  &  par  conféquent  *  la  ligne  P  M  fera  ordon- 

née  au  diamètre  A  B* 
F 1 6.  117.       ^^*  Lorfque  la  Sedion  Conique  doit  hxxe  irae  ElJipfê 
j|8.  du  une  Hyperbole.    On  mènera  dei  points  ^^  ^,  où  la 

perpieucidiculaire  indéfinie  Pa  ç^owj^e  le  cercle  »  par  lesear- 


Des  TROM  SBCTIOKJ  CoNIC^  in  'cENBUitL   179^, 

aremtcés  ^^^^  du  diaroetre  j4J3yks  droites  a^^if  li  ^. 
qpi  fe.  rencoticrenc  au  point,  5.  On  décrira  eoiuire  uu** 
cône  qui  ait  pour  foromei  le  point  S  ,èc  pour  bafe  le 
cercle  aMkN.  Je  dis  que  le  plan  AP  M  formera  dans 
la  furface  de  ce  cône  la  Sedion  M  ^N  qu'on  deaiaa- 
de.  Gar  menant  <SJ9  parallèle  au  diamètre  ^^  de  là 
Sedion ,  &  qui  rencontre  en  Z>  le  diamètres  ^  de  la  bafe^ 

£ar  oili  &  par  les  extrémités  a^b^^  foiént  tirées  les  paraU 
îles , B £ ,if/, ig, à P JVf. i  il  eft  clair  que  le  plan  SD  E 
fera  parallèle  au  plan  AP M yhL  qu'ainfi  Be  "^'fera  la  ^2)^  f^. 
Diredrice.  Or  dans  rÈllipfe  le  point  X>' tombe  fur  le 
diamètre  ab  prolongé  hors  le  cercle  ^  puifque  le  dia>^ 
mètre \^^  de  la  Sedion,  tombe  dans  l'angle  aSh  fait 
oar  les  côtés  du  cône  Sa  ^  Sb  :  &  au  contraire  dans 
f'Hvperbole  le  point  i>' tombe  au  dedans  du  cercle  ; 
j^iqu'âlors  le  diamètre  A B  tombe  dans  Tangle  aSB 

2ui  eft  d  côté  de  Tangle  aSb.   D^^ù  il  fuit  ielon  laDé^^ 
nition  10.  que  laStdion  MAI/efï  une  Elltpfe  dans 
le  premier  cas  ^  &  une  Hyperbole  dans  le  fécond.   Oe 
glus  la^Cftogente  A  F  qui  pîailè  par  l'extrémité  A  du  dia.^ 
mètre  A  B.^  étant  la  commune  Sedion  du  p^tan  touchant^ 
Sa  fie  du  plan  coupant  ^P  M^  qui  paiTenc  par  les  pa* 
nlleles  af^  P  M^  fera  parallèle  i  P  M:  &  de  même  la 
âiDgente  B  G  étant  la  commune  Sedion  du  plan  tou. 
chant  Sigdc  du  plant  coupant  APMy  lesquels  paflenr' 
par  les  deux  parallèles  bg^  P  Mykrz  aufli  parallèle  à 

PM.   DV>à  Ton  voit  que  la  ligije-/^ -S  eft  *  un  diamètre  ^Di^ij.d*^ 
^ui  a  pour  ordonnée.  PM.  X4. 

Il  peut* arriver  dans  TElIipfe  que  les  ligpes  Aa^  Bb^ 
fbient  parallèles  entr'elies  ^  mais  alors  il  n'y  aura  qu'à 
prendre  pour  le  centre  C  du  cercle  1^ -W i  TÎr^  tel  aucre^, 
|fointqu*ôo. voudra  de  ia  ligne  Ab. 

'D  E-Pl  NITION.. 

lé. 
Si  par. les  deux  points  jp^  £  ^  où  la  Diredrice  coupe  Fi««  i^^» 
la.  baift^  locfque.  la  Sedion  eft  une  Hyperbole  ^  on  tice 

Z  i j 
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•deux  Tangentes  DM  ^  B  k  -^^l  que  par  le  Sommet  s  8e 
. ces  Tangentes ,  on  fafle  pafler deux  plans  SDH ^Se  K: 
les  deux  lignes  droites  indéfinies  CH^C  K^  que  ces  deux 
plans  forment  par  ieurs  rencontres  avec  le  plan  des  Hy- 
perboles ,  font  appellces  aAfympot^s. 

'COHOL  L  AIKE. 

•*7^'  ^  '  par  un  point  d'attouchement  D,  Ton  mené 
le  côté  D«S  prolongé  indéfiniment  de  part  &  d*autre 
du  Sommet  5  :  il  eft  vifible  que  le  plan  SDH  ne  peut 
avoir  de  commun  avec  les  deitx  ibrfaces  Coniques  op- 
pofées  que  ce  côté  5  puifque  tous  les  points  de  là  Tan- 
genre  D  H  tombent  hors  k  circonférence  de  la  bafe\, 
excepté  le  feul  point  D.  Or  le  plan  SD  £  qui  paffe  par 
fDrfi  5.      le  Sommet  S  &  par  la  Diredricc  D  E^  étant  ♦  parallèle 

au  plan  des  Hyperboles  oppofées ,  les  communes  Sec- 
tions S  D  y  c  H  ^  de  ces  deux  plans  avec  le  même  plan 
SDH  feront  parallèles  entr*eiles  j  c*eft  pourquoi  TA- 
fymptote  CH  tombera  toute  entjere  au  dehors  &  entre 
les  deux  furfaces  Coniques  oppofées  ^  &  latiTera  par  con- 
féquent  les  Hyperboles  oppofées  toutes  entières  de  part  &C 
d'autre  fans  les  rencontrer.  On  prouvera  la  même  chofe 
de  Tautre  AfymptoteCjK.  Or  comme  les  deux  Afympto- 
tesC/f ,  CKjfont  formées  par  les  pfans  SD  H  ^S  EK^ 
qui  tombent  de  part  &  d'autre  de  la  même  furface  Coni- 
que &  de  fon  oppofée  ^  il  s'enfuit  que  tous  les  points  de 
THyperbole  FAG  iont  compris  dans  Tangle  HCKySC 
que  tous  les  points  de  fon  oppofce  tombent  dans  Tangle 
qui  lui  eft  oppofé  au  Sommet. 

,P  R  O  P  O  s  I  T  I  O  N    VI I. 

Theorcme. 

;F-i-«,  f}?.         y^l»  o  I  parun point,  quelconque  B  tPune  Afymptote  CX, 

ton  mené  une  parallèle  B  A  i  f  autre  Afymftote  C  H  jyV  dm 


P/4in4rJ2e  t^.  pa^  .  t&o . 
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^^u^eBe  rencontrera  tune  des  Hyperboles  oppofées  en  un  feul 
foira  A ,  ^  qu^ étant  prolongée  indéfiniment ,  elle  tombera  tou^ 
te  entière  au  dedans. 

Puifque  les  deux  lignes^  ^  ^SD  ^  (ont  parallèles  à  la 
même  ligne  CH^  elles  le  feront  encr'elles  5  &  ainfî  elles 
fe  trouveront  dans  un  même  plan  ,  lequel  entrera  au  de.» 
dans  des  deux  furfaces  Coniques  oppofëes ,  puifqu'il  paiïe 
par  TuD  de  leurs  côtés  SD ,  &  qu'il  fait  un  angle  avec  le 
«plan  SD  H  qxxi  la  touche  dans  ce  côté.  Le  plan  des  pa. 
ralleles  SAj  SD  y  formera  donc  dans  les  deux  furfaces 
Coniques,  deux  côtés  y  dont  l'un  efl  le  côté  SD;6c  l'autre 
le  côté  Sa  y  qui  coupera  nécefTairement  la  ligne  B  A  en 
quelque  point  ^,  puifqu'il  efl  iitué  dans  le  pian  qui  paflè 
par  les  parallèles  5D,  A By  U  qu'il  coupe  SD  en  S. 
Donc  puifque  le  point  A  fe  trouve  en  même  temps  dans 
l'une  des  furfaces  Coniques  &  dans  le  plan  des  Hyperbo- 
les,  il  appartiendra  à  Tune  de  ces  Hyperboles,  De  plus 
puiique  la  ligne  B  A  étant  prolongée  indéfiniment  dii  cô>- 
té  du  point  A  y  tombe  toute  entière  dans  le  plan  DSa 
renfermé  entre  les  côcéz  DSySa^  loffque  le  point  A 
appartient  à  l'Hyperbole  FAG y  &  dans  fon  oppofé  aa 
Sommet  ASd  lorfqu'il  appartient  â  l'Hyperbole  oppo-- 
fëe  }  il  eft  vifîble  qu'elle  tombera  toute  entière  au  dedans 
de  Tune  des  deux  furfaces  Coniques ,  &  par  conféquent 
auffi  au  dedans  de  l'Hyperbole  qui  en  eft  la  Sedion.  Ce 
^uUl  fallait  démontrer. 

Ce  K  O  L  LA  I  HB. 

^7**  Vj  E.L  A  on  voit  qu'entre  une  Hyperbole  FAÙ 
&  fbn  Afymptote  CH  ^  on  ne  fçauroit  taire  paiïer  au- 
cune ligne  parallèle  â  cette  Afymptote.  Or  comme  là 
ligne  B  A  lepare  l'Hyperbole  qu'elle  rencontre  en  deux 
{>ortions  indéfinies  ,  dont  l'une  tombe  nécciTairement 
toute  entière  dans  Tefpace  compris  entre  les  parai  leleà 
B  A  y  c  H  j  il  s'enfuit  que  plus  CB  deviendra  petite, 
plus  le  point  A  avancera  dans  cette  portion  ,  &  cela 
toujours  de  {xlus  en  .plus  jufqu'à  ce  qiie  CB  devienne 

Z  1^ 
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plus  petite  qu'aucune  grandeur  donnée.  Ceft^  à'  diie». 
qu'une  Hyperbole  &  Ton  Âfyxnpiote  étant  Tune  &  Tau» 
tre  continuée  indéfiniment  ,  elles  s'approcheront,  toor 
jours  de  plus  en  plus  ^  en  forte  que  leur  diflancedeviendraci 
enfin  moindre  qu'aucune  donnée  ^  iâns  pouvoir  néan« 
'^jirt.  170*.  moins  ^  jamais,  iie  rencontœr*  ^ 

BROPOSITION    Vlil. 

Psoblêmeu 

FrG,  i+oi       ^T^h  Lbs    ^(ytnfmes  CH,  CK,  itime  Hyperioler 

F  A  G  étant  domé£S  avec  un  de^fes  foims  quelconques  B^  dé- 
crire tHyper^le. 

Ayant  mené  par  le  point  donné  F  ^  une  ligne  droite 
quelconque  if  jS  terminée  par  les  afymptotes^  on  fera. 
pa0er  par  cette  ligne  un  plan  qvielconaue  autre  que  le 
plan  HCtZ'i  ^^^^  lequel  on  tirera  par  le  point  de  ïùu 
lieu  P  àt  HK  une.  perpendiculaire  indéfinie  ifef.iV"  à 
cette  ligne  }  &  on  décrira  d^un  de  fes  points  quelconques^ 
o  comme  ctntre  ^  &  du  rayon  O  f^  un  cercle  FMN. 
On  mènera  des  points  W ,,X^deux.  Tangentes  /fZ), 
iC£  ^â  ce  cercle. j  &  par  les  points  d*attouchemens  D, 
£  ^  deux  parallèles  BS  >  £  5 ,  aux  Afymptotes  CH^  CK^ 
lesquelles  fe  rencontreront  en  un  point  S  ^  duquel  com* 
me  Sommet,  on  décrira  Une  fur£ice  Conique  qui  ait: 
pour  bafe  le  cercle  F  M:N.  Je  dis  que  cette  lurface  Co»- 
nique  formera  par  fa  «encontre  avec  le  plan  HC  K^  THy- 
perbole  requife  Fué  G. 

il  eft  clair  par  la  propriété  du  cercle  FM 2^ \  i*.  Que 
tok  corde  /  G  efl:  divifee  par  le  milieu  au  point  P ,  par  le 

^^yf^-       diamètre  MIsT  qui  lui  eft  •perpendiculaire  y  &  partant^ 

puifque  par  la.  conftruâion  PHaaPK  ,  il  s'enfuit  que 
FH^GKyGH^FK  ^^Scp^r  con(équent  G  H  ^  H  F 

«  f  K  n.K  G^    x^.  Que  G  H  ^HF  wm  HD\  U  FK  »  KG 

«a "FI* ,  et  qu'ainfi  /f  D-^iC £.   3«.  Que  fî  l'on  proloo-* 
ge  les  Tangente»  HD^K £^ju%*à,ce  <^*elie5  iê  reiw 
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M:oDtrenc  en  un  poinc  Q^  les  parties  DQ^  E(l^,  ferons 
égales  entr*elles.    Ce  qui  donne  DQ.E S^iDH.E  K. 
D'où  Ton  voit  que  Ja  ligne  DE  qui  joint  les  points  d'àc^ 
touchemens  des  deux  Tangentes  HD^KE,  fera par^l*. 
kïc  à  la  ligne  HK,6c  le  plan  SDEzti  plan  CHK  : 
c'eft  pourquoi  la  ligne  D  E  fera  *  la  Direârice  5  &  coni«  «  /)^  ^^ 
me  €ilc  coupe  la  ba/è  en  deux  points  j  la  Seâion  Coni- 
/que  F^G"^  fera  une  Hyperbole.    De  plus  il  eà  évident  \Dff.10. 
que  cette  Hyperbelé  paUèra  par  le  point  donné  JF^  puif^ 
^ue  ce  point  eft  commun  tant  à  la  furface  Conique , 
qu'au  plan  HC  K  qui  eft  celui  de  l'Hyperbole  j  &  quelle 
aura  pour  afymptotes  les  lignes  C H  ^  CK ^  puifqu^elles 
ioni  «  \^  communes  Seâions  des  plaas  touciians  SDH^^  J>^^  H* 
:SE  KyScdu  plan  de  l'Hyperbole. 

S'il  arrivoit  que  ks Tangentes  Z)H,  £  JC^fufTent  pa* 
ralleles  encr'elles  ^  on  verroit  alors  tout  d'un  coup  que  les 
lignes  DE  j  H K^  TeroientA  parallèles  entr'elles  y  puifque 
<es  Tangentes  font  égales  ^  0e  le  refte  fe  démomrerott  de 
*k  m£me  manière  queci-deâùs» 

ROPOSITION    IX. 


Theoiême. 

3.74*  S  '1 1.  J' ^  ^^  ifgws  droites  M  N ,  A  B  ^  netmi^  1 1  o.  141; 
"nies  par  une  Seïiion  Conique  ou  far  ks  Serions  opfofies  ;kf  H*« 
^quelles  fe  rencontrent  en  un  point  P  5  ^  quifoient  parallèles  a 
deux  autres  lignes  ,  S  E ,  S  D  ,  données  de  pofition  :je  dis  que 
le  reUangle  M  P  «  P  N  eft  au  reEèangle  A  P  «c  P  B ,  r«  raifon 
donnée  ^  ^'eft  k  dire  que  la  raifon  de  ces  deux  rel^iangles  demeure 
toujours  la  même  ^  en  quelque  endroit  que  fuiftent  tomber  les  deuK 
lignes  M  N  9  A  B. 

Ayant  mené  par  les  parallèles  S  £  y  MN^  U  SD  ^^^4  B^ 
^eux  plans  ^  ils  formeront  dans  le  plan  de  la  baife ,  deux 
lignes  droites  Enm^  Dka^  &  dans  la  fur&ce  Conique 
4es  cotés  5JVf  m,  SiV*»^  <S^^,  5  i9^}  Scieur  commune 
ÎDcerfeâion  ièra  la  ligne  S  P.p  ^  qui  rencontre  le  plan  de 


lt4t  *  hïTKt'   St3ME'M-E. 

la  bafeau  points,  où  les  deux  droites  Enty  Da^  s'eti». 
trecoupenc  j  par  lequel  je  mené  dans  le  plan  SMN  la>i 
droite  HK  parallèle  à, MNi  &  dans  le, plan  S^B  \à.. 
droite  F  G  parallèle  à  ^^  B.    Cela  pofc. 

Les  triangle*  femblables^  PM  ,SpH  s  SP  N,SpK',, 
.  Sl'^ySp Fi  SP^  ,SpGy  donnent  MPHj*2^.Hp*pK. 

i :  JP*.'"!}* \i  Ji Pn-PB.  Fp*pG.  Et  partant  on  aur» 
M  pnPN.AP^PB'.'.Hp^pK.  Fp^fG.  Orlarai- 
fon  de Hp  »p  K  i  FpnpG  ^  eft  compofce  des  deux  rai- 
(qm  de  Hp^p  K  i  mp^pn  ybi  de  mp^pn  ou  par  la 
propriété  du  cercle  ap*pb  â  Fp*pG.  Mais  â  caufe de»  . 
triangles  fennblables  Hpm  ^  5£w,  ic  Kptiy  S  Bn»  il 
>ient  H  p.  mp  ;i  .JE.  m  Ei  Et  p  K.pn  ;:  S  E.  En.  Et  eih 
multipliant  les  Antecedens  &  les  Confcquen»  de  ces  deux- 

TiiCons.H  ptpK.mpnpn::  SE  ,fnE*  En:  on  prouvera 
de  même  à  caufe  des  triangles  femblable^  Fp a ,  SDa , 

ey;  Gj?^,  5P^â  que>«^«^^.  Fp^pG  i-.aD^Di.  S D' 
Il  eft  donccvident  que  la  rai/bn  de  <WP  MPNi^AP  «  P/J» 

eft  compofèe  àts  deux  raifons  de  SE  àmE^En^f^dc: 

aD^DtàSÙ'i  lefquelles  par  là  proprietédu  cercle  qui  . 
eft  la  bafe  du  cône  ,  demçurenç  tpûj ours  les  mêcnes  en 
quelque  endroit  que  tombent  les  droites  iV/iV,  ^JB ,  par*  - 
ce  que  les  points  £  ,  -P  ,  ne  changent  point.  Dope  le  r 
reélangle  MP^P ^  eft  au  re(5bingle  ^  T^^  B  en  rai» . 
fon  donnée,    Ce  qiCilfaUcit  démontrer.- 

GOILOL  L  Âl  IL  F.  . 

F^G.  14}..      2y5»  ly  E  LA-  on  voit-que.fi  dans  une  Scdlon  Côni-- 
'44v  que  ,  où  encre  les  Sections  oppofçes ,  il  y  a  deux  lignes  s 

droites  M  N y  O  R^  parallèles  entr'elles  &  qui  rencon^  , 
trent  aux  points  i',  dj,  une  troifieme  ligne  droite*^ 5 
auffi  terminée  par   la    Scdion  j  on  aura  \Àf -P  h  JP  iVÎ  . 


Des  TKois  Sections  Coniq^en  gekehal.   1S5 
PROPOSITION    X. 

Théorème^ 

17  ^'  î)  ï  P^^  •*  point  quelconque  A  d'une  Parabole  au  ^  ^^*  HS 
éSune  Hyperbole  M  A  N  ,  l'on  tire  une  ligne  droite  A  B  paraU 
lele  au  cbté  du  cône  S  D  ,  mené  dans  la  Parabole  par  le  point 
T^  oà  la  BireBrice  touche  la  baje ,  (jr  dans  l^ Hyperbole  par 
tun  des  deux  points  où  elle  la  rencontra  3  ^  que  par  un  poini 
quelconque  P  de  cette  liyie  -,  l^on  tire  une  liyne  M  N  paral- 
lèle à  une  ligne  S  £  donnée  de  pojition ,  ^  terminée  par  la 
Seîlion  ou  ^par  les  Reliions  oppofées  ,  avec  une  autre  ligne  F  G 
farallele  ^  la  ligne  D  a  commune  Seflion  du  plan  S  A  B  avec 
celui  de  la .bafe ,  ^  terminée  par  les  cotés  Sa,  SD  :  je  die 
que  la  raifon  du  reUangle  M  P  H  P  N  ^ir  reilangle  F  P  ><  P  G 
eft  donnée  ,  c^eft  k  dire  qu^eâe  demeure  toujours  la  mème^  en 
quelque  endroit  dt  la  ligne  A  B  que  tombe  le  point  Pi 

Ayant. mené  par  les  parallèles  ,  <S£ ,  MI/^  ud  plan  r 
il  formera  dans  celui  de  la  bafè  une  ligne  droiie  Enm  -y 
dans  la  iurface.  Conique  les  côcés  SMm^S  2Tn  ^  &  dans 
le  plan  STia\^  ligne  S  P  p  qui  rencontre  la  bafe  au 

Î'>oint  ^,  où  les  lignes  Em  ^  ^Da^  s'entrecoupent ^  par 
equel  je  niene  dans  le  plan  S  MN  \z  ligne  HK  paraU 
lelc  i  MN.  Cela  pofc^  les  triangles  (emblables  5  P  JWi 
SpHiSP  N^  SpKiSP  F^  Spaj  S^G^SpD  don-^ 

BCront  MPnPN.  Hp^pK  ::  SP^.Sp.w  P P^PG. 
apnpD  ^  ou  par  la  propriété  du  cçrcle  mp  npn.  Et  par- 
tant  on  aura  MPnPN.  FPx  PG:t  HpnpK.mpnpn.  . 
Mais  la  raifon  de  Hp>^p  K  imp^pn^cik  compofée  de 
deux  raifons  de  Hp  i  pm^U  ût.pK  kpn^  c*eft  â  dire ,  , 
â  caufe  des  triangles  fèmblables  Hpm^  SEm^  &c  Kpn^ 
S  En  y  des  deux  raifbns  de  'SE  à  Em  ^  écde  SE  i  En-^&c 
par   confcquent   Hp  ^  p  K.  mp  n  pn  ^^ou  M  P.n  p  N, 

Fpn  P  G  \:SE  .mEx  En.  Donc  puiique  le  point  fine 
change  point  en  quelque  endroit  que  Ton  prenne  ie 
point  P^  8c  que  tous  les  redângles  EmxEn  font  égaux  ^ 

Aa  * 


\    y 


par  la  propriété  du  cercle  j  il  s*cnfuit  que  M  P^^N  dk 
i  fP^PG  en  rai(bii  donnée.    C/ ^Ul fallait  démontrer. 

COKOLLAI&I. 

F I  c.  i+tf.  '^77 •  JD  E-i-  A  il  eft  évident  que  fi  par  un  point  quel- 
conque A  d'une  Parabole  ou  d'une  Hyperbole  M  AN^ 
Ton  mené  dan$  la  Parabole  un  diamètre  AB\$<,  dan;f 
rjHyperbole  une  parallèle  A  3  i  l*une  de  fès  Afympto- 
tes  )  &  que  par  deux  points  quelconques  P ,  ^  de  la  li- 
gne AÈj  l'on  tire  deux  parallèles  |Jl/^^  OK^  termi. 
nées  par  la  Seâion  ou  par*  les  Seâions  oppofëes  ^  on  aura 
MP^^N.  O^^.iAP.  A^ 

Car  menant  le  pian  SAB  qui  forme  par  fa  rencon- 
tre  avec  la  furface  Conique  les  côtés  52> ,  Sa  ^  entre 
lefquels  le  côté  5Z>  pailera  par  le  point  où  la  Direâri- 
x:e  toucbe  la  bafê  lorique  la  Sex9:ion  efl:  une  Parabole  ^  6c 
fz,r  l'un  des  deux  points  où  la  Oireârice  la  rencontre 
îorfque  c^efl:  une   Hyperbole  5  &  tirant  dans  le  plan 
SDa  par  les  points  P  ,  jt^,  les  droites  y  G,  27^»  pa- 
rallèles i  Da  :  \\  t9t  clair  par  la  Propofition  précéden- 
te que   J»iP*f  AT.  FFhPG  ixO^^Ji.  TQxQJ^. 
Et  qu'ainfi  M  PxPN.  Od^QR  n  F  P  n  p  G.  T^QJ^. 
Or  les  parties  PG,  QJ^^  des  lignes  FG  ^TV^  font  éga* 
les  entr'elles  j  pdfque  les  lignes  AB\  SD^  font  parai- 
lelcs.   Et  partant  MP>kPN.  O Qj^  QR.iF P.  TQjt 
m4F.  a  :S^i  caufc  des  triangles  fembkbles  APF^ 
AdJ.   Donc  &c. 

CHAPITREIL 

De  ^ElU^fe  en  particulier. 

De' FINITION  S. 

17- 

Fi«.  147.      'Si  une  ligne  droite  indéfinie  Sz  qui  eft  hors  le  plaa 

d'un  cercle  f^J^Y^  fe  meut  par  un  de  ies  points  JT  au- 
tour de  la  circonférence  de  ce  cercle  toujours  paralle* 


I 


•. 


Dm^  trois    SlCTlONS  CoNlQ,,  BN  QEKIELAL.   187 

kmeotà  elle*  même  ^  jafqu'â  ce  qu'elle  foie  revenue  au 
même  point  d'où  elle  étoic  partie  :  la  furface  convexe 
décrite  par  cette  ligne Sz  dans  ce  mouvement,  eft  ap- 
pelice  Smface  cylindrique. 

it. 
Cette  ligne  5  z  en  chaque  diâerente  pofition ,  en  efl 
toujours  appellée  le  Cbti. 

Le  cercle  P^ATr^  la.  £a/e. 

io« 
La  droite  indciinie  co  menée  du  centre-  c  de  la  bafe- 
parallèlement  aux  côtés  ^  en  eft  V^xe. 

Le  folide  indéfini  compris  oar  la  ba(ê  J^JTir 6c  par  la^- 
Surface  cyliadrique ,  eft  appeUé  Cylindre. 

%u 

Si  {l'on  coupe  un  Cylindre  par  un  plan  qui  ne  foit  point 
parallèle  à  fes  cotés ,  ni  au  plan  de  fa  baie  ^  la  Hgne 
courbe  A M3 N  formée  par  la  rencontre  de  ce  plan- 
avec  la  Surface  cylindrique  »  eft  appelle  SeBian  cylin^ 
àriqmc 

PROPOSITION    XL 

Problème* 

.  278.  j>  I  Pencot^  un  eylinàte  far  un  flan  u  x  y  faraSek  Fj  q.  147; 
éu  flan  de  la  bafe  V  X  Y  -yla  Seïiion  ^X"^  fera  un  cercle  qui 
éetera  four  centre  le  fvènt  c  eè  ce  fbm  rencentrt  P axe ,  é^.feur 
neyan  mne  li^ne  c x^  éyde  au  ray^n  C%-de  la  bafe. 

Car  menant  par  uo  point  quelconque  x  de  la  Sec- 
ttoo  t^xy  un  côté  x  JTde  la  Surface  cylindrique,  il  fera 
parallèle ^â  Taxe  Ce  ;  c*eft  pourquoi  on  pourra  faire ^zi-^^Def.  »*: 
ikt  un  plan  par  ces  deux  lignes ,  qui  formera  par  fa  ren- 
contre avec  les  deux  plans  parallèles  CVJCY^cvxy ^,. 
deux  droites  CJT^  ex ^  parallèles  entr'elles  ^  &  qui  le- 
nmt  da:  plus  égales ,  puifqu^elles^  font  renfermées  entm* 

A^ij, 


i$S  XiyjiE    Sixib'me. 

ks  parallèles  Cc^jjTx.  Or  comme  cela arrive^toûjours 
en  quelque  endroit  d^  la  Sedbion  vxy  qu^on  prenne  le 
point  X  yi\  s'enfuit  que  toutes  \^s  lignes  ex  menées  du 
point  f/aux  points  x  de  la  Seâion  x^ x^ ^  font  égalesaus 
rayons  CJT  de  la  bafe  :  c'efti  dire  que  la  Seâion  vxy 
fera  la  circonférence  d'un  cercle  ,  qui  aura  .pour  centre 
le  point  c ,  où  lé  plan  vxy  rencontre  Taxe  du  cylindre^ 
&  pour  rayon  une  ligne  ex  çgule  au  rayon  C^de  laJba- 
fe.    Ce  quUl  falloit  démontrer. . 


PROP  O.SITION    XIÏ. 

Theorcme. 

Fi^*  14Î.      iy^*  Toute  Bttipfe  fent  être  regardée  eamme  mm 
SeEiion  cylindrique. 

.  .Ayant  mène  dans  la  bafe  du  cône  où  eft  produite 
une  Ellipfe  quelconque.^  le  diamètre  ab  qui  rencontre  d 
angles  droits  au„point  D ,  la  Direârice  D  B  ,  foient  tires 
(mx  la  furface  Conique  les  côtés  Sa^Sb^  qui  rencoB<* 
trent  le  plan  de  rEllipfè  aux  points  ^  ^  s  }  &  dans  les 
plans  parallèles  AMB  ^  S  DE  y  les  droites  AB  ^  S  D. 
Ayant  pris  D  F  moyenne  proportionnelle  entre  aD  ^Di^ 
.  .&  mené  i  5JF  les  parallèles  AG^BH^  foit  décrit  fur 
le  plan  de  la  bafe  du  cope»  un  cercle  qui  ait  pour  diame* 
tre  la  ligne  G  H  ^  &  une  furface  cylindrique  qui  ait  pour 
.bafe  ce  cercle  ,  &  pour  côtés  les  droites ^^  G  ^  BU. 
Cela  pofé. 

Je  dis  que  fî  par  un  point  quelconque  P  de  la  Jigne 
A  B  ,  Ton  tire  d  la  Direârice  T>  E  y  une  parallèle  qui 
rencontre  la  furface  Conique  en  JkT^  &  la  Cylindrique 
en  o  }  les  points  M  ^  O  ^k  confondront  i'ua  avec  Taii^ 
tre  &  n'en  feront  qu'un  feul. 

Car  ayant  fait  padèr  par  cette  parallèle  un  plan  pa*- 
rallele  au  plan  des  deux  bafes  tant  du  cône  que  du  cy- 

-^^nr.  jl;?.  lindre ,  il  formera  fur  la  furface  Conique  ^le  un  cercle 
KM  À  dont  le  centre  fera  "la  commune  5edion  de  c« 
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plan  avec  Taxe  du  cône ,  &  fur  la  furfàce  Cylindrique'^  «^r/«  lyS* 
un  autre  cercle  QJ^  R  donc  le  centre  fera  la  commune 
Seâion  de  ce  même  plan  avec  Taxe  du  cylindre.    Or  le 
plan  Sab  paflè  *  par  Taxe  du  cône,  &  le  plan  Ag!hS  *Dif.  9. 
(qui  ne  fait  qu'un  (êul  plan  avec  celui  du  triangle  Sab) 
;par  Taxe  ^  du  cylindre  5  &  par  conféquent  les  lignes  "^Dif.'xo. 
KL  ^  Q^R  ^  communes  Sedions  de  ces  deux  plans ,  avec  le 
plan  parallèle  (  à  la  bafe)  qui  paflè  par  la  ligne  POilf,  fe- 
ront its  diamètres  de  ces  deux  cercles  }  &  cette  ligne 
PO  M  fera  perpendiculaire  a  ces  diamètres,  puifqu'elle  cft  *  *  Hyp. 
parallèle  â  D £  qui  eft  *  perpendiculaire  àabèci  Gti  qui  *  ffyf. 
ne  font  "^  qu'une  même  ligne ,  i  laquelle  les  diamètres  KL  ^  Hjf. 
&  (IR  qui  ne  font  auffi  qu'une  même  ligne ,  font  paraU 
leies.    De  plus  les  lignes  AB  ^  SD  ^  étant  formées  par 
les  rencontres  du  noême  plan  Sba  avec  deux  plans  pa- 
rallèles entr'eux  ^  fçavoir,  le  plan  SDE&c  celui  de  VEL 
lipfe ,  feront  aufli  parallèles  entr*elles.     Ceci  bien  en- 
tendu. 

V-.  Dans  le  cône ,  i  caufe  du  cercle  K  ML  ^  on  aura 

PM  .=  /OP  H  PZ  }  &  i  caufe  des  triangles  (èmblables 
^PK,  €Da,8c  PBL^  SDh^  il  vient  AP.  KP:: 
SD.  al).    Et  P  B.   PL  :;  SD.  D If.     D'où  il  fuit  que 

jiP>iyB.  JCP  hPL  ou  P  m*  il  SD.  aB  ^Bh. 

• 

'i^.  Dans  le  cylindre  >  â  caufè  du  cercle  QO  R ,  on  aura  . 

3^0  z=z^P  ^P R  i  U  à.  caufe  des  triangles  fcmblables 
AP ^SDF ^èc  PJBR^SDF^  on  formera  ces  deux 
.proportions  A  P.  Q^P  ::  SD.  DF.    Et  PB.  PR  ::SD. 

J)F.   D'où  il  fuit  que^P^  PB.^  ^  PR  ou  PO*;; 

Td^.  DF*  ou  aDnDb.  Donc  P  M  ^=^pd  ^  & 
P  j|/=zP  G.  Donc  les  points  M  ^  Oyfc  confondent  Tun 
4ivec  Tautre ,  &  n'en  font  qu'un  feul.  Donc^  puifque  cela 
arrive  toujours  en  quelque  endroit  de  la  ligne  ^  B  que 
Ton  prenne  le  point  P ,  il  s'enfuit  que  le  plan  de  l'Ellipfe 
i^ncontre  les  liirfaces  Coniques  &  Cylindriques  dans 
les  mêmes  points  ^  &  qu'atnH  toute  Ellipfe  peut  toujours 
lâcre  regardée  comme  une  Sedion  cylindrique. 

Aa  ij| 


ÂVEKTISSEMINT* 

Comme  un  Cylindre  eft  moins  compofé  qu'un  cône,, 
en  ce  que  cous  fes  côtés  font  parallèles  encr'eux  $  au  lieu 
que  dans  le  cône  ils  aboutiflènc  tous  au  même  point  qui. 
en  efl;  le  fbmmet  ^  on  appris  le  parti  de  regarder  dans  ce 
Chapitre,  TEUipic comme  la  Seâion  d'un  cylindre.  Ce 
qui  fait  qu'on  peut  démontrer  tout  i  la.  fois  les  proprie- 
tés  de  tous  fes  diamètres  {  &  que  fë  fermant  enfuite  dans 
le  cône  (comme  Ton  verra  dans  le  Chapitre  fuivant). 
de  plans  Elliptiques  au  lieu  de  circulaires ,  on  prouvera, 
les  mêmes  chofe  dans  k.  Parabole  0e  Hyperbole  avec 
une  extrême  fiicilicé. 

PRuO  POSITION   XIII. 

Théorème^  '         * 

Bi4e>  149.  2S0.  X  ous  les  diamètres  d'une  EÏÏlffe  pajifent  far  um 
fiul  ^  unique  peint ,  qui  eji  celui  eà.  U  flan  de  fEllipfe  ren^ 
contre  l'axe  du  cylindre  i  dr  y  f^^  coupés  en  deux,  parties* 
égales. 

Et  réciproquemerfe  ttmtfs  les  lignes  qui  paffentpar  ce  point  ^^ 
^  qui  font  terminées  de  part  (^  J^ autre  par  tElUpfe^  3  y  font^ 
Cfiupées  en  deux  égalemettt  ^  &  en  font  des  diamètres. 

On  nomme  ce  point  le  Centre  de  TEHipfe. 

1®;  Soit  ^B  VLVi  diamètre  quelconque /&  C  le  poinr 

où.  le  plan  de  rEiiipfè  rencontre  Taxe  du  cylindre.    Sir 

Ton  mené  les  lignes  A^  ^  R.h  ^  parallèles  à  Taxe  Ce  ^  IL 

^Dl/.  ^i>•  cA  clair  ♦  qu'elles  feront  des  côtés  de  la  furface  cylindri* 

que ,  &  que  les  deux  plans  f  A*a  ^GBls  ^c^i  paflènr 
par  ces  deux  lignes»  &  par.  les  deux  tangentes  AF  ^  BG^, 
qui  félon  la  définition  des  diamètres  ^  doivent  être  ptâu 
raiieles  entr'elles ,  (êront  parallèles  entr'èux  ^  &  toucae« 
rpnt  la  iurface  cylindrique  dans  les  côtés  A^a^  Bb\. 
d'ou  il  fuit  que  ces  deux  plans  formeront  dans  le  plan» 
de.  la.  bafe  deux  lignes  af^  ^g  »  parallèles  entr'elks  ^hL 


Dis  trois  Sbctions  Coviq^w  général,  tft 

t]ui  toucheront  la  baie  aux  points  4^^^,  où  les  côtés  u4a^ 
^  ^ ,  la  rencontrent.  Or  il  eft  démontré  dans  les  Ele- 
mens  de  Géométrie  »  que  la  ligne  a  b  qui  joint  les  points 
<l'attouchement  de  deux  tangentes  parallèles  af^  6g , 
«d'un  cercle  ^  pafTe  par  Ton  centre  c.  Partant  le  plan 
uiaiB  paâèra  par  Taxe  C ^  du  cylindre 5  &  la  ligne  ^ B^ 
<]ui  eft  la  rencontre  de  ce  plan  arec  celui  de  r£llipfe , 
paflera  par  le  point  C  où  cet  axe  rencontre  le  plan  de 
rEllipiè.  De  plus  i  caufie  des  parallèles  «>^i^,  £ b^  Cc^^ 
il  eft  évident  que  le  diamètre  ^  ^  de  TElIipie  »  eft  divi^ , 
fé  en  deux  également  au  point  C  3  puifque  le  diamètre 
a  b  du  cercle  Tefl:  au  point  c  qui  en  eft  le  centre.  Ce  qu'il 
faU^it  démontrer  en  premier  lieu. 

1*.  Si  Ton  mené  par  \ts  extrémités  «^ ,  ^ ,  d'une  ligne 
quelconque  ^B  ^  qui  pafTe  par  le  point  Coù  le  plan  de 
rEllipfe  rencontre  Taxe  Ce  du  cylindre,  les  lignes ^^^, 
B  b  y  parallèles  i  cet  axe  ^  il  eft  clair  ielon  la  définition  17. 
de  la  furface  cylindrique,  qu'elles  en  feront  des  côtés,  èc 
que  le  plan  AabB  paÂera  par  Taxe  Ce  du  cylindre. 
D'où  Ton  voit  que  la  ligne  ^  b  commune  Seâion  de  ce 
plan  &  de  celui  de  la  bafe ,  pafle  par  le  centre  c  de  U 
bafé  s  fie  qu*ainfi ,  puifqu'elle  y  efl  coupée  en  deux  éga-: 
lement ,  la  ligne  ^B  \^  fera  auffi  au  point  C.  De  plus 
les  tangentes  af^  bg^  qui  pafTent  par  les  extrémités  du 
<Ha mètre  ^^  étant  parallèles  entr'elles }  les  plans  touchans 
faJi^gbB^  feronrparalieles  entr'eux ,  &  formeront  dans 
le  plan  de  TEllipiè  deux  lignes  parallèles  ^F^BG^  qui 
la  toucheront  aux  extrémités  ^,  ^,  de  la  ligne  jiB^ 
oui  en  fera  par  conféquent  un  diamètre.  Cefi  ce  quUl 
faUek  éUmânerer  en  fece/nâ  lien. 

Corollaire. 

loi.  \y  ^^i,  A  il^eft  évident  que  par  un  point  donné 
fur  le  plan  d'une  Ellipfe^utre  que  le  centre  j  on  ne  peut 
£aire  paUer  qu'un  feul  diamètre* 


l^X  LiyB.B    SiXXB'HE. 

PROPOSITION     XIV. 

Theôrcmc» 

Pi€.  149.  282.  Toute  ordonnée  MPN  de  fart  &  iautre  i 
an  diamètre  AB^efi  coupée  en  deux  éyilement  far  ce  diamette 
en  un  point  P. 

Et  réciproquement  fi  une  ligne- quelconque  MPN  terminée 
far  une  EUipÇe  (jr  qui  ne  pajfe  point  par  le  centre  C ,  efi  coupée 
en  deux  également  en  P ,  par  un  diamètre  Â  B  ^  elle  fera  ordon- . 
née  de  part  (j^  d^ autre  à  ce  diamètre. 

Ayant  mené  par  les  points  -/^ ,  fi  ,  il/ ,  JV;  les  côtésr 
^a^JBb^Mm^  Nn^  parallèles  à  Vaxe  Ce  du  cylindre j . 
&  qui  rencontrent  le  plan  de  la  bafe aux  points  a^b^m^n^ , 
la  ligne  P  p  commune  Seâion  des  deux  plans  ^ab  B  ^ 
MmnN y  fera  parallèle  aux  côtés  du  cylindre ,  puifque 
tous  les  côtés  font  parallèles  entr'eux^    De  plus  le  plaa 
^abB  paflera  par  Taxe  Cr.du  cylindre^  puisque  ledia- 
ipetre  AB  pafTe  par  le  point  C  où  cet  axe  rencontre  le 
plan  de  rEUipfe  )  &  il  formera  par  conféquent  dans  le 
plan  de  la  ba/è  une  ligne  ^^.qui  paiïera  par  le^centre  Cj- 
c'eft  à  dire,  un  diamètre.    Cela  pofé.^ 

Puifque  par  la  fuppofition'la  Jigne  M  /^ATeft  ordon--^ 
née  de  part  &  d'autre  au. diamètre  AB ,  elle  fera  parai- 
lele  aux  tangentes  A  F^B  G  ^  qui  pafTent  par  les  extré- 
mités de  ce  diamètre  ^  &  par  coniequent  les*  plans  tou- 
chans  FAa^  G Bb^  feront  parallèles  au  plan  MmnN. 
Les  Iknçs  que. ces  trois  plans  forment  dans-  le  plan  de 
la  baie  j  fçavoir  les  deux  tangentes  àf^-  ^g^  &la  lignes 
mn^  feront  donc  parallèles  enrr'elles  ^  &  ainfi  la  ligne 
mn  fera  perpendiculaire  au  diamètre  ab^  qui  la  divife- 
ra  par  conféquent  en  deux  parties  égales  au- point  p. 
D*où  il  fuit  à  caufe  des  parallèles Jtfiw/F^jisr»,  que 
la  ligne  MN  fera  aufli  divifée  en  deux  parties  égaler 
au  point  P. 

Maintenant  pour  prouver  la  converfe  »  on  mènera 

dans 


018  TROIS'  SiCTiaNS- C0NI<aj;^E»   eBMBUAt.    IJJIJ 

^'nV^ft  ir  ^I"'P^^  deux  tangentes  ^  J,5g,  >pa,  *  Jrt,  ,^7, 
rallelesâ  ^iyfj  &  ayant  tire  par  leurs  points  d'attou. 
chemens  le  diamètre  yi  5,  il  eft  clair  félon  les  définitions 
ï3.  &  14^  que  cette  ligne  MN  fera  ordonnée  de  pare 
&  d'autre  à  ce  dianaetre,  &.  par  confécjuenc  (felop  ce 
qu'on  vient  de  démontrer)  coupée  en  deux  é-galemene 
CD  P  par  ce  même  diamètre.  Or  comme  I  on  ne  peut 
mener  par  le- point  P  ♦-qu'un  feul  diametra^il  s'enfuit  *Art.iiu 
que  bruiie  ligne  il/-iV  terminée  par  une  EIHpre,  &  qui 
»e  paflè  point  pat  le  centre  c ,  efl:  coupée  en  deux  éga- 
lement en  P  par  un  diamètre  .4  5-,  ellelui  fera,  ordonnée 
de  parc  &>  d'autre. 

■ 

PROPOSITION  xv: 

Theorcmc^ 

283.  S'v^.y  adans  une Efipfedeux  diamtrei \B ,T>Ei.f,^^^, 
dont  l  un  a: eux  D  £  frit  parallèle  aux  Tangentes  A  F    B  G 
qui  fajfent  far  les  extrémités  de  L'autre  A  B  :  je- dis  réeciprZ 
quement  que  le-  diawetre  A  fr  fera-parallèle  aux  Tanzentes  qui  .    -   •  .. ,   * 
paffent  par  let  extrémités  du  diamètre  D  £. 

Les  deux  diamètres  A  ^,-  I>e  ,  font,  appelles  Çonm. 
gués  l'un  d  l'autre. 

Ayant  mené  par  les  points  AyS.D  y  £  ,  ks  côtés 
AityBty  Dd,  Ee,  du  cylindre,  lefquels  rencontrent  le  plan 
de  la  bafe  aux  points  a^h^d^e^  les  plans  AàbB  ^ 
BAe£  ,  paflèront  par  l'axe  Cc  du  cylindre ,  puifque  les 
lignes  AByBE,  font  des  diamètres  de  rElKpfe'5  & 
formeront  par  conféquent  dans  le  plan  de  la  bafe,  deux 
diamètres  ab^^  èe.  Or  le  phan  touchant  i^"^  ^  étant  pa* 
Killele  au  plan  D  </^  £.,  formera  dans  le  plan  de  la  bafe. 
une  Tangente  af  parallèle  au  diamètre  de  ,  lequel  dia-^^ 
Iftetre  fer*  par  conféquent  perpendicuraire  for  le  dia- 
naître  ab.  Si  donc  l'on  mené  par  l'une  des  exrremités  à- 
da  diamètre  de  une  Tangente  dh  au  cercle  ,  elle  fera 
parallèle  au  diamètre  ab  ^  &  le  plaii  y^<^ i>^ parai lefe  ai*. 

Bl» 


1^4  LlTKB     SlXIE^ME. 

plan  ^atB  :  c'eft  pourquoi  les  communes  Seâions  de 
ces  deux  plans  avec  le  plan  de  rEllipfe ,  fçavoir  la  Tan» 

{rente  Z)  H  &  le  diamètre  A  B ,  font  parallèles  entr'eU 
es.  On  prouvera  la  même  chofe  à  Tégard  de  la  Tangen* 
te  qui  paflè  par  i'autre  extrémité  £.du  diamètre  DE. 
Donc  Sec. 

CtDROLLAlflE     L 

484.  X)e-la  il  eft  évident  que  s'il  y  a  deux  di«* 
mètres  conjugués  ^B  ^D  E^  dans  une  Ellipfe  }  les  deux 

Î>lans  qui  paÛent  par  ce»  diamètres  &  par  l'axe  Cr  du  cy- 
indre ,  formeront  dans  le  plan  de  la  bafe  deux  diame^ 
très  ab^de^  qui  feront  perpendiculaires  entr'eux.:  ce  qui 
.eft  réciproque. 

C  o  n  o  L  L  A  I  ».  X     II. 

i85*  1  L  fuit  encore  de  cette  Propofkion  que  fi  par 
un  point  quelconque  P  d'un  diamètre  ^3^  on  n^ene 
pne  ordonnée  -W  P  iST  de  part  &  d'autre ,  elle  fera  paraU 
lele  au  dia,raetre  D  E  qui  lui  eft  conjugué  i  &  qu'atafi 

j^Art.iju  ^^   ^"f*  ^  MP^PN  ou  P M  .  DC^CE  ou  B^  :: 

AP^PB.  AC^QB  ou  AC^.    Ce  qui  donne  P  M  . 


'>  ■  »     i>        »■  ■»! 


A  P^PB  :\  BC  .  AC  i.^DC    o\x  D  t.  .  4^c    ou 

'    AB.    Ceft  à  cHre  que  le  quarré  d'une  ordonnée  queU 

conque  M  P  i  ^n  diamètre  A  B^  ed:  au   reâangle 

\  AP  ^PB  fait  de!^  partie?  de  ce  diaroenre ,  comme  le  quar* 

xé  du  diamètre  J^B  qui  lui  eft  conjugué ,  eft  au  qqarré  du 

diamètre  AB. 

PROPOSITION    XVÏ. 

Théorème. 

ton  mme  fmt  Tangente  F  M  G  ^i  reneoiore omix points  F, G, 
deux  autres  T animes  A  F ,  B  G  j  faraUelesi  entr'effes  .*  je  dm 
^<f  FM.MQ::  Af.^G. 


Di^  Tuois  Sections  cCoNiQi  e*  gbniïial.    t^j 

Ayant:  mené  .par  les  points  d'accouchemehs  y^  ,  fl  ^  M, 
les  côcés  Aa^Bb^  Mm ,  du  cylindre,  &  faic  paiïer  par  ces 
^cés  &  par  les  Tangentes  j4  F  s  RG  ,  FG ,  les  trois  plans 
Jp^a^GBi^  FMm^ou  G  Af  »f  5  il  eft  clair  que  les  cocn^ 
munes  Sedions  Ff^  Gg^  des  deux  premiers  pians  avec 
le  troifiéme^,  ièroni  parallèles  tant  eatr'elles^^  qu'avec  les  - 
cotes  du  cylindre  j  car  les  deux  plans  F  Mm ,  F^a ,  paf» 
fant  par  les  côtes  Mm^Aki ,  qui  font  parallèles  entr'eux^. 
leur  commune  Scétton  2^/fera  parallèle  â  ces  côtés  ^  & 
par  la  même  raifon  G  g  commijoç  Sedion  de$  deux  plani 
GBb  ^  G  Mm  y  fera  parallèle  aux  côtes  Bb  ^  Mm.  De 
plus  les  lignes  af^bg^  que  forment  les  plâïjs  touchans  pa- 
ralleles  FAa^  GBb^  dans  le  pian  de  la  bafe,  en  feront 
des  Tangentes  parallèles  \  les  parties  fm  ^m^ ,  ^e  lit  ttoi. 
ùéme  Tangente  formée  dans  le  plan  de  la  bafe  par  le  trôf^ 
fUohC  plan  touchant  i^iM 71»^  ou  GMm^  fèron(  égales  (  pafe 
la  propriété  du  cerclé)  aux  Tangeotes  àf^k^  5  fça(^6i»  ^. 
fmifa^iamgigb.    Gela  p^fé. 

A  caufe  des  lignes. >r^,  Ffy  Mm^Gg^Bb  j  &  j4 F^ 
S^G  i  &  if*/,  bg^  qui  font  parallèles  entr'elles  ^  oiT  aura 

FM.  M  G  ;:  fmoMfa,  m^^yxgb  ::  J^.  GA-  Câ qu'ils 
fallait  demontriT. 

Çc^ROLLAIilB      I. 

1^7.  S  I  l'on  mené  par  les  points  d'attouchèmenrr 
Ai^  B^  des  deux  Tangentes'paralleles  entr'cilles  ^  F ,  Jf^G^  > 
un  diamètre  AB  qui  rencontre  en  T  la  Tangente  FMG^\ 
{£qa'oo  tire  l'ordonnée  M  P  à  ce  diamètre.:  il  eft  cvi^< 

denc  que  AP.  PB  ::,FM.  MG  ::  u4 F,  PG  ::  AT:.. 
AT.  £t  qu'ainfi  PB^^  P.  PB  \x  BT^^T  ou*i 
AB.  BT. 

CoRO  LLA  I  A  E      I  L 

2.00 •  JJiî.L  A  on  tire  la  manière  foivaiire  dé  metaA#r 
d?un  point  donné  JWT  fur  une  Ellipfe  la  Tangente  MT ^  . 
un  diamètre  AB  étant  doânéavec  la  polttion.de*£t6> 
or4uaoces^ 

ttb^ij 


De  Tune  des  extremirci  B  du  diamètre  /tB  ^  ibic  thrée 
ftu  point  donné ]Af  la  droite  B  M.  Puis  ayant  mené  Vou 
donnée  MP  zu  diamètre  :^  il ,  &  pris  fur  ce  diamètre  du 
côté  de  B  la  partie  PH  égale  a  P^,  foit  tirée  JFf-K^ 
parallèle  à  P  M  ^  reiicontrant  la  ligne  BM  en  K^^^r  oà 
&  par  l'autre  extrémité  .^  foit  menée  j4  K.  Soit  enfin 
tirée  MT  parallèle  à  ^ K^  -eWt  ièra  la Tatigcnte  qu'on 
cherche. 

Car  à  caufe  des  parallèles  MP y  HK^  &  u4  K^MT^ 
Ton  aura  Bf.PH.oxxPAwPM.MK^.BT.  TA.      ' 

C  O  «.OXLAIILE      I  I J. 

^^9-  S 'i X  7  a  dans  une  ElKpfc  deux  Tangentes  Jlf  7*, 
2TT y<^\  Te  rencontrent  en  un  point  T \\t  dis  que  le 
diamètre  AS  qui  paflè  par  le  point  J'  milieu  de  la  ligne 
M  N  qui  joint  les  deux  points  d'attouchement ,  paflera 
auffi  par  le  point  T.  Car  3P2tf  eft  ordonnée  au  diamètre 
^Art.x^j.  AB  dt  m/ême  que  P  Ai  ;  6c  par  conféquent^  les  Tangen- 
tes MT^  NT  y  iront  chacune  rencontrer  ce  diamètre 
en  «n  point  T^xel  <juc  PB.^AP.  PB  ::  AB.  BTic^^Q: 
À  jdire  dans  le  même  point. 

C  O  R  b  r  L  A  I  R  E      I  V. 

^9®*  s  I  l'on  joint  dans  une  Ellipfe  les  points  d*at- 

"^     tpudhemens  M  y  N'y  de  deux  Tangentes  Jlf  F,  NX 

par  jun©  ligne  droite  Jfef^j  &  qu'il  y  ait  une  troifîéme 

Tarigente  J^A  Z  parallèle  â  MN  :  je  dis  que  les  parties 

PA ,  ^'L^Q  cetce  dernier  Tangente  ,  priftis  entre  fon 

point  d'attouchement  .A  &  les  deux  premières ,  feront 

égales  entr'elles.    Car  ^yant  mené  par  -le  point  d'attou-» 

-  chement  ^  le  diamètre  A  B  y  il  eft  clair  quie  î^a  ligne 

X  JkfJSr  eft  ordonnée  de  part  &  d'autre  â  ce-diahietre, 

p^ifqu'elle  eft  parallèle  à  la  Tangente  FL  qui  paflè  par 

fon  extrémité  ^  -,  &  ^u'ainfi  il  la  coupe  par  le  milieu  en 

*Ari.  ijSp^  Pp  &  paflè  *  par  conféquent  par  le  point  de  rencontre 


Des  trois  Sections  Coniq^ek  général.  1^7 

F  des  deux  Tangentes  M  F^  NL  5  ou  bien  il  leur  fera      -    ^     ' 
parallèle ,  fî  la  ligne  iii  AT  eft  un  diamètre.   Or  il  eft  vi.  ^  Afu  igj; 
fible  en  Tun  &  l'autre  cas  ^  que  JFZ  fera  divifé  en  deux  par- 
ties  égales  au  point  ^  par  le  diamètre  Ai  3  puifque  MN    .  ' 
Teft  en  P  par  ce  même  diamètre. 

CHAPITRE    m. 

De  la  Parabole  çg  de  l'Hyperbole  enfarûculier, 

PROPOSITION     XVII. 

Thcorcoïc 

•  -  ■ 

29If  Dans  une  Parabole  toute  ordonnée  M  PN  A  Fi«.  lyt. 
J^art  ^  (t  autre  à  un  diamètre  AB^eJi  coupée  en  deux  égalemer^t 
far  ce  diamètre  au  point  P  :  ce  qui  efi  réciproque. 

Ayant  fait  pailer  par  la  Ugne  M  Kvin  plan  Elliptique^ 
îl.  formera  dans  le  plan  touchant  «SDiS  parallèle  au  pla^ 
Parabolique  ,  une  Tangente  DE  parallèle  i  M  N.  De 
plus  le  plan  S^£  mené  par  ie  Sommet  S  du  cône ,  &; 
par  la  Tangente  A  F  qui  paflc  par  Toriginc  A  du  dia- 
mètre AB^  formera  danrs  le  plan  Elliptique  une  Tangen- 
te af\  &  la  ligne  Da  qui  joint  les  points  d'attouchement 
des  deux  Tangentes  D  E ,  afy  paflera  par  le  point  P  j  puit 
que  le  dianfietre  ^S  eft  parallèle  au  coté  touchant  SIX 
Cela  pofô. 

Puifque  par  lafuppofition*^  les  deuxKgnes^iF,  AfJST,  ^2)^14. 
font  parallèles  entr'elles  3  il  s'enfuit  que  la  Tangente  ^/^  qui 
eft  la  commune  Seârion  de  deux  plans  qui  paflent  par  ces 
deux  lignes )  &ra  parallèle  i  MN\  &  par  conféquent  à 
D  E.  D^oix  Ton  voit  *  que  la  ligne  Da  /qui  joint  les  points  ♦  j)ef^  1»  ^ 
4'attouchement  des  deux  Tangentes  parallèles  D  E ,  af^ 
^(l  un  diamètre  de  TEllipfe  3  &  qu'ainfî  la  ligne  MK  qui 
cft  parallèle  à  ces  Tangentes  &  terminée  par  TÊlKpfe^  fe- 
4:a  *  divifée  en  deux  également  au  point  P.  ^  j§^^ 

idaincenant  pour  prouver  la  conv^rfe  ,  on  flienera 

£b  iij 


JiK 


*><r^  1É7.  dans  le  pUn^e  la  Parabole  *  une  Tangente  ^  F  paraltélè.- 

d  la  ligne  M N \&i  ayanc  cire  par  le  poinc  d'artoucbe^ 
ment  A  un  diamètre  v/  £  >  il  aura  pour  ordonnée  de  parc 

»  J>ef,  14.    &  d'autre  *  la,hgne  MN^  qu'il  divifera  par  conféquenc 

en  deux  parties  égales  au  point  P  félon  ce  qu'on  vient  de 

^Art.tsi^  dcmpntren  Or  comme  il  n*y  a  qu'un  feul  diamètre  *qui 

puifle  pafler  par  le  point  de. milieu  /  de Ja  ligne. -WiST,, 
il  s'enluic  &c, 

Gô  R  O  LiLA  I  lt:E. 

252.  ij  E-t  A  il  çft  évident  que  fi  Ton  nMne  par  deux 
points  quelconques  P ,  Q^  d'un  diamètre  A  B  deux  or- 
données  de  part  &  d'autre  MP N  ^  O SJ^  j  on  aura 

»vtfrA  277.  toujours  *  MP  H  P  N  ou  P  m)  OQj<  QJi  ou  'op   :  : 

AP.  A  ^  Ceft  à  dire  que  les  quarrés  des  deux  ordon. 
nées  quelconque?  P  M ,  ^O ,  à  un  diamètre  A  B  ^  (e* 
ront  toujours  entr'eux  ,  comme  les  parties  j4  P^  ^  ^tl 
de  ce  diamètre  prifes  depuis  fon  originje  A  jufqu'â  cc« . 
mêtnes  ordonnées». 

RRQ POSITION    XVI  IL 

TJicorême.. 

Fil  p.  i%i.,         i^jr  5 1  far  unf^int  quelconque  M  d'une  Parabôle^^  ^cn- 

mené  une  ordonnée  MP  i  tel  de  fes  M4ntetres  hh  qu^onvou^^ 
dra ,  ^  une  Tangente  M  T  qui  rencontre  en  T  ce  diamètre  pro^ 
lon^e  au  delk^  de  Jom  origine  A  ije  dit  que  fei  parties  A.P.^  AT^ 
font  égales. 

La  même  préparation  étant  faite  que  dans  la  Pïropo- 
fîtion  précédente.,  foit  de  plus  mené  par  le  Sommet  «ST^ 
.    du  cône  &  par  la  Tangiente  VMT"^  le  plan  touchante 
^TM.ç\vÀ  formera  dans  le  plan  Elliptique  la  Taogeo* 
xk.  MH  ^  laquelle  rencontrera  le  diamètre. i>^  de.l'EI- 
lipfe  ea  un  point  H  par  où  paflera  la  ligne  ST-^  &  foft  : 
enfin  tirée  la  droite  TG  parallèle  à  5^.    Ceci  bien  tiu 
*^ft.  iSjf.  .tendu ,  oa  aura  "^-DH^Ha  \x,D  P.  P  a^^{  akemandû,) 
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Dli.BP  :i  Ha.J^a.  Mais  à  caufe  des  parallèles  A  B, 
SD,  &  S^,  TG  i  il  eft  clair  que  DH.  DP  ::  SH. 
ST::Ha.  Ga.  Donc  Ha,  Pau  Ha.Ga,  DoncauiC 
P  <f  «■  G  i> }  âe  par  confiéquenc  APtmAT,  Ce  qnUl fallait 
-démontrer. 

m 

PROPOSITION    XIX. 

« 

Théorème. 

^94*  L/  A  N  s  iir/  HyferbaUs  off  9 fées  tout  diamètre  À  B  Fie.  i;u 
pajfe  far  le  paint  dtinteffeÙion  C  des  dieux  afymfiûtes  ^  et  y 
efi  coupé  en  deux  igalemem  :  ce  qui  e(i  recifteque. 

On  nommera  ce  poinc ,  Centre. 

Soie  HSh  une  des  deux  conamunes  Seâions  da  plan 
parallèle  au  plan  Hyperbolique,  &  des  deux  furfaces  Co- 
niques opporces.56:  (bit  rAfympcote  JBG  formée  par  là 
rencontre  du  plan  Hyperbolique  avec  celui  qui  coucne  ct^ 
deux  furfaces  en  cette  ligne  M  S  h.  Soient  nnenées  par  les 
Tangentes  parallèles  AF^SG^  qui  paflent  par  les  extré- 
mités du  diamètre  ^  £ ,  &  qui  rencontrent  TAfymptote 
3F G  aux  points  f^  G ,  deux  plans  Elliptiques  paraHeles  >  ils 
formeront  dans  le  plan  touchant  qui  pafle  par  le  côté 
M Sh y  les  Tangentes  parallèles  I H^  Ghf^  &  dans  le 
plan  touchant  S^  F  les  Tangerttes  parallèles  ^  F^af. 

Cela  pofé  ,  les  lignes  parallèles  F  H^Gh  ^  étant  ren- 
fermées entre  les  deux  autres  parallèles  FG^  Hh ^i^- 
toot  égales  emr^elles  ^  &  les  triangles  iemblables  :  . 
SHF,  Shf^  &  SFA  j  Sfa^  donneront  cette  propon- 
tïonjHF.  hfw  SF.  sf:  :  F  A.  fa.  Et  partant  H  F.  FAr. 
hf.faM'^hG.GB.  Donc  puifque  FIF^=ÈshG  ^  il  s'en*  "^jirt.itf^ 
ÛM  que  ^  J'am^G  }  &  à  caufe  àes  triangles  femblables 
Ad ^  £CG  ^  que  ACwmCB  :  c*cft  à  dtre  que  VA^ 
/ymptote  F  G  pafle  par  le  point  de  mihea  c  an  diamètre 
^  B.  On  prouvera  de  même  que  Tautre  Afymptote 
paâera  encore  par  le  point  de  milieu  C  du  diamètre 
A  3  i  d'où  roa  voit  que  Je  ^iametr-e  A  3  paflè  |>ar  le 
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point  cl'incerreAion  c  des  deux  Afymptoces ,  &  y  efl  couw 
pé  en  deux  parties  égales. 

Soit  i  prefent  une  ligne  ^  R  qui  paflanc  par  le  point 
d'interfedion  Cdes  deux  Afympcôtes ,  rencontre  les  Hy- 
perboles oppofées  aux  points  A^B.    Si  Ton  mené  par  le 
point  4  la  Tangente  AF^6ci  THyperbole  oppofée une 
♦-/fr/.  X67.  Tangente  D-G  *  parallèle  à  ^£  ^  il  eft  clair  par  ce  qu'oa 

vient  de  prouver  que  la  ligne  ^  D  qui  joint  les  points. 

d^accouchemens  de  ces^deux  T^i^entes  étant  un  diame* 

tre  )  pafTera  par  le  point  d'interfedion  C  des  A/ympcotes.^ 

Elle  le  confondra,  donc  avec  la.  ligne  ^  B  qui  paffe  auf- 

fî  *  par  les  deux  mêmes  points  A\  C  :  c'efl:  à  dire  que  le 

f)oint  D  tombera  fur  le  point  B.    C'eft  pourquoi  cette 
igné  A  B  fera  un  diamètre  ^  &  partant  coupée  en  deux. 
jfarties  égaica  au  point.  C 


G  a  K  o  L  L  A  I  ^  £^ 

^9 S»  JL/E-t  A  on  voit  que  d'un  point  donné-  au  dc^ 
dans  d'une  Hyperb.oIe,vQn  oe>eut  mener  qu'un  feul  diai» 
Biecre  3  puirqu'A  nr'y  a  qu'une  leul  ligne  qui  puiile  paflT» 
par  ce  point ,  &  par  le  centre. 

ERaPOSITION     XX  ' 

Théorème. 

fi.a*  i$i.         196.  13  A  N  s  .  les  Hyperboles  oppofées  toute  ordonnée 

lAVN  de  part  (jr  d! autre  à  un  diamètre  K^  ^  efi  coupée  en 
deux,  éydement  par  ce  diamètre  au^  point  ^  \  ce  quLeJi  reci^ 
proque.  a 

Ayant  fak  pafler  parla  ligiie  iti'iSTiin  plan  Ellipti* 
que  ,  il  formera  dans  les  deux  plans  touchans  S^F y 
SiR  G ,  deux  Tangentes  a/^ hg  5  &  la  ligne.^^qui  joint 
les  points  d'ajttouchemens  de  ces  deux- Tangentes  ^  étant 
la  commune  Se^on  du  plan  Elliptique  &  du  plan  S^B^ 
gaffera. par  le  ppiot  P.   Or.  puifque.par  la <  fuppofition 
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Des  thois  Sections  Coniq-  en  gbkehâl.  ici 

les  deux  lignes  A  F  ^  M  N ^  font  parallèles^  il  s'enfuit  que 
k  ligne  aj  qui  eft  la  commune  Seâion  de  deux  plans , 
qui  paffenc  par  ces  deux  lignes  ,  fera  parallèle  à  MN.'   t 
Par  la  même  raifoa^  la  Tangente  ^g  commune  Sedion 
du  plan  Elliptique  &  du  plan  touchant  5^G  >lerqaelspa£^ 
ièm  par  les  deux  parallèles  MN^  BG^  fera  parallèle  â 
M  N.    Les  deux  Tangentes  af^  bg  ,  feront  donc  parallè- 
les entr'elles  :  d*où  il  fuir  que  la  ligne  ^^  *  eft  un  diamètre  *  Def.  ij. 
de  TEUipfe  5  &  qu*ainfî  la  ligne  MN^tîi  dirifée  en  deux  '^  An.  iî\. 
parties  égales  au  point  P. 

Maintenant  pour  prouver  la  converfe ,  on  mènera  dans 
le  plan  des  Hyperboles*  deux  Tangentes  ^F^  £G^  parai-  *-/*r/.  x6j. 
leles  â  la  ligne  iUiVr terminée  par  THyperbole  y  Se  ayant  ti- 
ré par  leurs  points  d'attouchemens  le  diamètre  ^  £ ,  il  eft 
clair  félon  la  Définition  quatorzième ,  que  ce  diamètre  au: 
ra  pour  ordonnée  de  part  Se  d'autre  la  ligne  MNy  &  qu'arn« 
il  il  la  cpùpera  felon  ce  qu'on  le  vient  de  démontrer  ,  en 
deux  parties  égales  aupoint  Pi  Or  comme  irl  n'y  a  qu'un 
fcul  diamètre  *  qui  puifle  pafler  par  ce  point ,  il  s'enfuit  que  ♦  Art.  x^^. 
&  une  ligne  MK  terminée  par  une  Hyperbole, eft  cou- 
pée en  deux  également  en  ^  p$r  un  diamètre  ^£  ,  elle 
ièra.of donnée  de  part  &-d  autre  â  ce  diametret 

C0R01.LAIRI. 

*97*  -L/ï  LAil  eft  évident  que  fi  Ton  mené  deux- 
ordonnées  de  part  &  d'autre  Jl/P  iV,  o  ^Ji ,  à  un  dia* 

mètre  ^^B\^  on  aura    toujours  *  MPnP2^.  ou  P  jW^  *Art.t7$2 
^^^o\i S2  2  •  ^^  *  P£^  ^Qj. QB.  C'eft â  dire  &Ci 

PROPOSITION  xxr. 

Théorème. 

^9^•  S  "if^  wt point  quelconque  Mttune  Hyperbole  l^on  F  ia^^i^^ 
Viene  une  Tangente  MF  G  qui  rencontre  deux  autres  Tan-^ 
pentes  parallèles  A  F  ,  B  G  ,  aux  point  ¥ ,  G  t  je  dk^aue 
MF.  MG::  AF.  BG. 

Ce 


Ayant  mené  deux  plans  Elliptiques  parallèles  qui  paf- 
fent  par  les  Tangentes  ^F  ^JBG  yûs  formeront  dans  le 

{>lan  touchant  SMG  deux  Tangentes  H  F  ^hG^  parai, 
eles  entr'elles  >  &  le  plan  Elliptique  qui  pailë  par  BG^ 
formera  dans  le  plan  touchant  S  A  F  ^  une  Tangente  af 
qui  rencontrera  la  Tangente  hG  au  point  />  où  la  ligne 
F  S  rencontre  ce  plan  Elliptique.  Celapofë,  lesTangen- 
tes  af^  B  G ,  feront  parallèles  entr*elles  5  puifqu'elles  le 
'^Art.xiZ.  font  chacune  à  la  Tangente  AF  thi  partant  ♦  on  aura 

BG.Gh  \iaf.fh  (à caufe  des  triangles  fcmblables  Shf^ 
SHF,&cSaf^SAF^)::  ^F.FH.  Donc  J3  G.  ^  F  :i 
Gh.  F  H  (  â  caufe  des  triangles  femblables  M  Gh ,  MFH^  ) 
::  MG,  M  F.    Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Il  eft  vifible  qu'on  peut  tirer  de  cette  Propofîtion  les mê« 
mes  Corollaires,.que  dans  l'EUipfe  art«  187. 1S8.  i89.&  x^o*. 
x'eil  pourquoi  je  ne  m*amuferai  point  â  les  repeter. 

^PROPOSITION    XXII 

Thcorcmc^ 

;Pip.  ii^j.        t^9^  s  I  aw  tiffie  miroite  P  G  terminée  parles  Afyrnfm 

tûtes  d'une  Hyperbole ,  la  touche  en  un  point  A  3  je  dis  ^e  cette 
ligne  droite  y  fera  coupée  en  deux  parties  égales. 

Soient  mènes  par  le  Sommet  S  du  cône ,  &  par  les  deux 
Afymptotes  C F ^  CG^  deux  plans  3  lefquels  touclierooc 

^Defa6.    ^la  (urface  Conique  dans  les  cotes  S  M  ^  5iV,  pu  le 

plan  MSN  parallèle  au  pian  Hyperbolique  la  rencon- 
tre. Soit  mené  un  plan  Elliptique  qui  paue  par  la  droite 
F  G  :  il  formera  dans  les  deux  plans  touchans  deux  Tan- 
gentes MF ^  NG ^ic  dans  le  plan  MSN  une  ligne 
droite  M  N  parallèle  à  FG ,  &  qui  joint  les  points  d'ac- 
touchemens  de  ces  deux  Tangentes.    Cela  pofé^il  eft  vi- 

^Art.%90*  fible  que  la  ligne  i^G*  eft  coujpée  en* deux  parties  égales 

au  point  A  ,  puifqu'elle  touche  dans  ce  point  r£lli|iêj 
.auffi-i)ien  que  THyperbolfi. 


DlA' TROIS  SlCTIttNSCONK^  EN  GENIHAL.   10) 

COROLLAIHB       !• 

300t  Q>x>M ME  il  ne  peut  y  avohr  qu'une  lëule  ligne 
JS  G  qui  paflanc  par  un  pottir  donné  ^  au  dedans  d'un 
angle  ICG  ,6i étant  terminée  par  fès côtés ,  Toit  coupée 
en  deux  éga^Iement  par  ce  point  ^  5  il  s'enfuit  que  &  une 
ligne  droite  fG  terminéepar  les  Afy  mptotes  d'une  Hypers 
bole  ,  la  rencontre  en  un  point  j4  qui  divife  cette  droite- 
f  G  en  deux  parties  égales  ^  die  touchera 4'H  y ppr bole  en  ' 
ce  point. 

C  OR  OLL  AI  R-B      IK 

30L  D  E-LA  on  voit  que  pour  mener  d*tin  point  don-^ 
né  ^  fur  une  Hyperbole  dont  les  Afymptotes  c  F^CG,^ 
ibnt  données ,  une  Tangente  FA  G  ^  il  n'y  a  qu'à  tirer  la* 
ligne  ^D  parallèle  à  l'une  des  Afymptotes  CC?^  &  ter* 
minée  par  l'autre,  &  ayant  pris  la  partie  Di^ égale  àCD^ 
tirer  la  ligne  JFAXJ  :  elle  fera  la  Tangente  cherchée.  Car 
icaufe  des  triangles  femblables  JFCG ,  JFDA ,  la  ligne  F  G 
ftra  <:ouptée  par  le  milieu  en  ^rf  -,  puifque  *r  f  l'eft  en  D.    *^^f. 

G  O  KO  L  L  A  I  RE      I  I  L 

302.  S  i  l'on  joint  deux  points  quelconques  jlf,  ^,  F 10.  i;tf/ 
d'une  Hyperbole  Mj4N  par  une  hgne  droite  qui  ren- 
contre les  Afymptotes  aux  points  /f ,  ic  >  les  deux  parties  ^^ 
M  HyJ^lC^  de  cette  droite  renfermées  entre  l'Hyper.- 
bole  éc  les  Afymptotes ,  feront  égales  entr'elles.    Car 
ayant  mené  par  ie  point  P^  milieu  de  ^iV,  le  diamètre 
CP  '^  &  parle  point  A  où  ce  diamètre  rencontre  l'Hyper- 
bole^ la  ligne  F  G  parallèle  à  M  iST,  &  terminée  par  les 
Afymptotes  :  il  eft  clair  *  que  cette  ligne  FX?  fera  Tan*  *Jïrr.  19*, 
genre  en  ^  ;  &  par  conféquent  ^  divilce^n  deux  parties  ^  Art.  199. 
égales  en  ce  point.    D'où  il  ed  clair  ^âcaufe  des  trian. 
gles  femblables  CAF^CP  H  ^U  CAG^CPK^  que 
ii/f  oB  T^iC  i  &  pat  conféquent  Af  if  cai  iV"  iCv 

Ce  ij , 
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COROLLAIHE     rV. 

F I  o.  157/       3  ^5*  S  I  d'un  point  donné  A  fur  une  Hyperbole ,  l'on 

tire  deux  droites  ^  F\.AG^  terminées  par.  fes  Afymp- 
cotes  y  &  que  d'un  autre  point  quelconque  M  de  la  me- 
me  Hyperbole,  ou  de  fon  opppfée ,  on  tire  deux  autres 
droites  MH^  M  iC ,  terminées  auffî  par  fes  A fymptotes, 
&  parallèles  aux  deux  premières  A  F ,  A  G  :  je  dis  que 

FAn^G^HM^MK. 

Car  1^  Lorfque.les  deux  points  A^M^  tombent  fur  la 
même  Hyperbole  ;  ayant  joint  ces  deux  points  A^M , par 
une  ligne  droite  tjui  rencontre  les  Afymptotes^en  P  &  Q^^ 
les  triangles  femblables  PAF^PMH^  ic  QJMK^ 
SA  G  ,  donneront  ces  deux  proportions  ^  ^  F.  M  H  :^ 

*  Arf.  iou  A  P.   M  P  *  ::  M  j^  A  i^  ::   M  H.    ^  G.    ce  qui 

donne  ,  en  multipliant  les  extrêmes  &  4es  moyens^ 
tA^AG^HM^MK. 

2^,  Lorfqùe  les  points  ^,iVf,  tombent  fur  les  deux 
Hyperboles  oppofées  i  ayant  mené  par  le  point  donné 
A  &  par  le  centre  C ,  le  diamètre  A  £\S>i  tiré  les  droi» 
t^s  BD^  £ E  ^  parallèles  à  AF  ^  JG^û  terminées  par 
les  mêmes  Afymptotes  5  il  eft  clair  que  les  triangles 
CAF^  Cfi  D  ,  &  CAG  y  CB E  ,  feront  femblables  & 

-♦-rff*.  154.  de  plus   égau<x    entr*eux  ,  puifque  *  CAz=sCB.    Ccft 

pourquoi  5 DaayfJ^&  J?£ŒsyiGî&partant  DBu  BE 
t^F  A^  AG.  Or  félon  le  cas  précédent  K M^  MM 
m^DB^BE.    Donc^fTiIAnAG^KM^MH. 

•  Avertissement. 

Je  laifle  les.autres  propriétés  des  Afymptotes  y  &  des 
Diamètres  conjugués ,  parce  qu'elles  fe  tirent  de  celles- 
ci  fur  le  plan  ^  comme  Ton  a  fait  dans  le  troifîéme  Li^ 
vsc  5  mon  defTein  n'étant  ici  que  de  faire  voir  de  queU 
le  utilité  peut  être  la  conHderation  -du  Solide ,  pour 
iifiQiontrer  tout  d  la  fois  jBc  fans  aucun  calcul^  lespro- 


^Es  TROIS  Sections  CoNiQi  IN  général,  loj 
priecés  de  cous  les  Diamètres ,  des  Tangentes ,  &  des 
Afympcoces  i  d'où  dépendent  toutes  les  autres.  C'eft  ce 
que  je  crois  avoir  exécuta  d'une  maniérç  fort  aifée ,  Se 
entièrement  nouvelle  ;  puilque  je  ne  me  fuis  point  fervi 
de  lignes  coupées  harmoniquement ,  comme  ont  fait  les 
Géomètres  Modernes  après  M".  pafchalQi  Defcarfes-^cç 
qui  les  a  obligés  d'avoir  recours  à  un  grand  nombre  de 
Lemines  ,donc  les  démonftracions  feules  me  parolllènc 
auiïï  longues  que  celtes  de  tout  ce  Livre- 
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LIVRE     SEPTIEIME.. 
Des  Lieux  Géométriques,. 

D  e'b:I  NITiliO  N.    li 

Fi«.  ijSv;.   ^  O  I  EN  T;  deux  droites-  inconnues  &  indëterminëess 
^9*  Cy^^  ^^  '^  *  qui  faflent  entr'elles  un  angle  ^  PM  don- 

né ou  pris  i  volonté  j  &  dont  Tune  ^?^  que  j'appellerai 
toujours  X  ^  ait  un  commencement  fixe  au  point  ^  >  fie 
s-étende  indéfiniment  le  long  d'une  ligne  droite  donnée-* 
de  poficion  ^  &  Tautre  FM  que  je  nommerai j^ ,  en  change 
continuellement  » 6c  foit  toujours  parallèle  à  elle  même: 
c'eft  à  dire  que  toutes  les  droites  P:M  doivent  être  pa- 
rallèles entr'eiles.  Soie  de  plus  une  équation  qui  ne  ren- 
fermie  que  ces  deux  inconnues  x  iLy  mêlées  avecdes  con- 
nues j  &  qui  exprime  la  relation  de  chaque  indéterminée 
AF{x)  à  (à  correfjpondante  P^  {y).  La  ligne,  droite 
ou  courbe  qui  naiie  par  les  extrémités  de  toutes  les  va- 
leurs  de/ ,  c'eft  i  dire^  par  tous  les  points  il£^  eft  appel- 
lée  en  général  %m  Lieu  Gtêpnetnque »  &  en  pardculier  1er 
Lieu  de  cetcevéquation^ 

Rm.jjS..       Suppoibns^  par  exemple,  que  réquadonj'taaiiî  doive. 

exprimer,  toujours  la  relation  àt  Af{x)  à.  fM  [y)^ 
qui  font  entr*elles  un>  angle  donné  ou  pris  â  volontés 
AP  M.    Ayant  pris  fur  la  ligïie  A  F  la  partie  A  B.zsa^^ 
&  de  B,  mené  BB^mi  parallèle  à  PM  &  du:  même^- 
côté  )  la  droite  indéfinie  ^  £  fera  nommée  en  général 
un  Lieu  Géométrique  ^  Sc  en  particulier. le  Lieu,  de  cette: 
équation.     Car  ayant  mené  d'un  de  fes  ppints  quel- 
conques M  la  droite  Jn  P' parallèle  â  B,E  ,  les  trian-- 
gles  femblabJes    A  B  E  ,  AP'M  ,  donneront  toujours- 
cette  proportion  ,  A  B  (a).  B  E  {b)  :\  A P^{x).  PM 

L 

(jk)»  — .    Et  partant  la  droite.  AS-  eftleJieu  de  toai> 
l$s  points  M^' 


x 
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I>e  même  fi  yy^smaa^^xK  exprime  la  relation  deFio.  ij^; 
ji?  ^  T  M  ^^  que  Taogle  Af  M  foit  droit  5  la  cir- 
conférence d'un  cercle  qui  a  pour  rayon  la  droite.  A  B 
mma  prife  fur  la  ligne  ^P^  fera  appellée  en  général  un 
Zifu  Géométrique  ^  &  en  particulier  le  Lieu  de  cette  équa- 
tion. Car  ayant  mené  d'un  de  fês  points  quelconques 
JVf ,  la  perpendiculaire  MF  (y),  on  aura  toujours  par 

la  propriété  du  cercle,  P  M  \yy  )tsmDP^P£  {a  a^^x  x) 
en  prenant  B  D  pour  le  diamètre  de  ce  cercle.  D*où  Ton 
voie  que  fa  circonférence  eft  le  lieu  de  tous  les  points  M. 

R  E  M  A  R  Q^U  E. 

3^4*  S  I  après  avoir  fuppofé  que  les  /'iVf  tendent  f,g.  ijj. 
vers  un  certain  côté  de  la  ligne  ^B^  comme  vers  Q^^  ijj. 
on  fuppofe  enfuite  qu'elles  tendent  vers  le  côté  oppo. 
fé ,  comme  vers  G  5  il  faut  remarquer  que  leurs  valeurs 
deviennent  négatives  de  pofitives  qu'elles  étoient  ,  Se 
qu'ainfi  on  a  pour  lors  P  Mtsa^^y.  De  même  fi  après 
^voir  fuppofë  que  les  points  F  tombent  d'un  certain 
côté  par  rapj)ort  au  point  j4  »  comme  du  côté  de  i? ,  on 
fuppofe  enfuite  qu'ils  tombent  du  côté  oppofé  j  comme 
vers  D  5  les  ^P  deviendront  négatives  de  pofitives 
4]u'elles  étoient^  &  oh  aura  par  conféquent  ^PzsmmmmX^ 
Les  pofîtives  de  ces  valeurs  s'appellent  auffî  Valeurs 
vraies  j  &  les  n^atives.  Valeurs /i«^/.  Or  un  lieu  Geo. 
métrique  doit  pafler  par  les  extrémités  de  toutes  les  va* 
leurs  tant  vraies  que  fauflès  de  Tinconnuc^,  qui  répon- 
dent aux  valeurs  tant  vraies  que  faufles  de  l'autre  îdcoop. 
luië  X.  Si  donc  l'on  mené  la  droite  J^^  G  parallèle  i 
P  M  ^nn  lieu  Géométrique  pourra  fè  trouver  dans  les 
<]uatre angles  £^(l, B^G ,  GAD^BAQ^  comme  dans 
ie  fécond  exemple  {fig^ij^)^  ou  feulement  dans  quel- 
ques-uns de  ces  angles  comme  dans  le  premier  ^yfg.  158.  ). 
Car  fuppofé  dans  le  fécond  exemple ,  qu'on  faue  d'a-^ 
horA  ^Psmx^Sc  PM:=ay,  en  prenant  le  point  M  fur 
le  quart  QB  de  la  circonférence  iû  enfuite  le  point  Af 
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eft  pris  fur  le  quart  G.^,  on  aura  ^P—at^ôc  -PJlf  «— j'j 
s*il  eft. pris  fur  DG,  on  aiura*.<PM— .x,&  PJW=— ^j 
&  enfin  s'il  eft  pris  fur  B  Q^  on. aura  ^P^^x  ^  & 
P  M  aa^  >  &  il  viendra  toujours  dans  cous  ces  cas  par  la. 
propriété  du  cercle ,  la  même  équation ^ysa^^t—xx  j  parce 
que  les  quarrés  de'^y&deH^x  font  \ts  mêmes  dans  tous . 
cei  cas ,  iça  voir^j^  fie  xx.    De  même  dans  le  premier  exern-» 
pie ,  fi  en  prenant  d*abord  le  point  M  du  côté  de  E  fur  ^E^ . 
dans  r.angle  d^  P ^ovi  fait  AP  —  x i  &  P  A/  as^y  j  Ce 
point  -M  pris  enfuite  fur  E  A  prolongée  du  côté  de  A 
dans  Tangle  G^ 2>, donnera y^PB=a—^Ar,&  PMssx — y-^^ 
&  â  caufe  des  triangles  femblables  ^  B  E  ^  A  P  M  jOn 
formera  cette  proportion  AJS  {a).£E{i)  : :^ P  l— jc ). 

PM  (^«jf)«sa— i_}&  partant/asa— ^  qui  eft  la  même 

équation  que  Ton.  trouve  en.  fuppofant  que.  le  point  M^ 
combe  dans  l'angle  B  ^  Q^ 

A'V  E  HT  I  S  SE  M^  N  T; 

Lorfqu*iI  s^agira  dans  là  fuite  de  conftruire  le  lieu  d'une 
équation  donnée^  on  fuppofera  toujours  que  AP  {x)  & 
P  M  iy)  foient  pofîtîves  ,  c*eft  à  dire  que  tous  les  points 
Af  tombent  dans  le  même  angle  B  A  ^  Et  on  prendra 
pour  le  lieu  de  Téquation  donnée  la  portion  du  lieu  qui. 
fera  renfermée  dans  cer  angle., 

D  e! fi  n  i  t  r o  N    ri/ 

'  hts  anciens  Géomètres  ont  appelle  Lieux  plans  ^  ceux* 
qiui  font  des  lignes  droites ,  ou  des  cercles  ^  Solides ,  ceux^ 
qui  font,  des  Paraboles ,  àts  EUipfes ,  ou  des  Hyperbo*- 
les.  Mais  les  Modernes  diftribuënt  les  lieux  Geometrî* 
ques  en  difïèrens  degrés  :  ils  comprennent  fous  le  pre- 
mier tous  ceux  où  les  inconnues  x  il  y  n'ont  qu'une  di- 
menfion  dans  leurs  équations  ^  fous  le  fécond ,  tous  ceux 
où  elles  n'en  ont  que  deux  j  fous  le  troifiéme.,  tous  ceux 
où  elles  n'en  ont  que  trois  ^  8c  ainfi  de  fuite.    Où  Ton 

•  doit 
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dôic  obferver  que  les  inconnues  x  UyncCe  doivent  point 
multiplier  Tune  l'autre  dans  ie  premier  degré  ^  qu'elles 
ne  doivent  faire  au  plus  enfemble  qu'un  produit  de  deux 
dimendons  xy  dans  le  fécond  ^  un  de  trois  xxy  ou  xyy. 
dans  le  troifîéme  ^  &c. 

D  t'è  I  N  1  T  I  O  N     II  l:- 

Les  termes  de  Téquation  d'un  lieu ,  (ont  regardés' 
comme  difFerens  entr'eux  lorfque  Tune  ou  l'autre  des 
inconnues  x  Scy^ou  toutes  les  deux  jointes  enfemble* 
s'y  trouvent  avec  diâferences  dimendons.    Ain  fi  dans  le- 

premier  degré  ù  l*on  propofe  Téquation^--*  JL^czso, 
les  termes  y  ^  «^^^  ^j  feront  di£Eèrens  >  &  de  même- 
dàns'  le  fécond ,  fî  Ton'  propofoit^^  -i-  i^  •«.  2  r y  «^  ÙJi  ' 
^-g  X -t- ^  •^•-- A  ^  ■+•  ^^= ^  >  ïcs  termes^jf ,  t-i2^  ^^  1  ^^^ 
mmXl^ygX'^hx^mm^hh^H^  fëroient  chacun  difierens. 


A  V  E  HT  I  s  s  EM  1  N  T.' 

Je  n'expliquerai  ici  en  détail  que  les  lieux  du  premier 
&  du  fécond  degré  ;  ce  que  j'en  dirai  donnera  beaucoup  ' 
d'ouverture  pour  conftruire  des  lieux  plus  compofés  dans 
les.cas  particuliers  qui  fe  peuvent  l'encontrer  :  on  en  trou- 
vera  même  quelques  exemples  dans  la  fuite.   Mon  def^ 
fein  eft  donc  de  donner  dans  ce  Livre  une  méthode  gé- 
raie  pour  conftrnire  les  lieux  du  premier  &  du  fécond  ' 
degré  ^  leurs  équations  étant  données  j  &  de  faire  voir 
que  le  premier  ne  renferme  que  la  ligne  droite  j  &  que^ 
k'/econd  ne  renferme  de  même  que  la  Parabole,  rEUipfê-^ 
&.lfr  Ccxde  y  l'Hyperbole  &les  Hyperboles  oppofées. 


D^a- 
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Demande. 

305.  On  demande  qu'on  puiflc  réduire  fous  une 
fradion  fimpleôc  abrégée,  toute  quantité  littérale  don- 
née ,  fi  compofee  qu'elle  puifle  être. 

On  demande  par  exemple  ,  i*.  Qu'on  puiiTe  prea- 

.dre  une  fradion  Ample i«'^|-H^,  où  les  lettres 
^,  f  ,/,g ,  marquent  des  lignes  données.  2<>.  Qu'on  puiffe 
trouver  une  feule  ligne  droite  su^tL^^-li^  où  les  lignes 
droites  a,6,c^  e,fy$,(ont  données.  }«.  Qu'on  puiflè 
trouver  un  quarré  «'-»^J--~"J1^'^»  «^  ^«  *'g°«* 
^ ,  ^ ,  r ,  i? ,  /",  A  ,  J ,  font  données  j  de  lorte  qu'on  ait  fou 
côté  tr^f^ss^  etei—eehh  Q^  eufeigueta  au  comment 
.cernent  du  huitième  Livre  commeift  cela  fe  fait. 

P  R  O  P  OS  ITIQN    I. 

« 

Problème. 

50^.  O  O  N  S  T  II  u  I A 1  tout  lieu  du  premier  degré  ^  fan 
réquation  étant  donnée, 

Lorfque  les  inconnues  a:  fcj' n'ont  qu*une  dimenfîoa 
dans  Tcquacion  propofée  ,  &  que  leur  produit  xy  ne  s*y 
rrencontre  point  j  le  lieu  de  cette  équation  fera  toujours 
^ine  ligne  droite ,  &  on*  la  réduira  à  l'une  des  quatre  for- 
mules (uivantes. 

dans  lefquelleron  fuppofe  que  l'inconnue  y  foit  délivrée 
de  fradions  ,  &  que  la  fraction  qui  multiplie  l'autre  in- 

^jdrt.  io<.  connue  x  foit  réduite*  fous  cette  expreffion-,  &tous  les 

termes  connus  fous  cette  autre  r.  . 

Les  mêmes  chofes  étant  pofées  que  dans  la  défini* 
.tion  première^  on  conflruir»  ifis  heux  des  troiis  dcxnie- 


Dis  l:ibx7X  Géométriques.  iii 

tes  formules  de  ia  manière  qui  fuit  5  car  pour  le  lieu  de  la 
première ,  on  Ta.  déjà  conftruic  dans  cette  définition. 

Pour  conftruire  le  lieu  de  la  féconde  formule /«as  Pi g.  itfo. 
*f^c  y  on  prendra  fur  la  ligne  -^jP  la  partie  ^3:=a  j 

&  ayant  mené  les  droites  BEesab ,  ^B:smc ,  parallèles  à  PM 
&du  même  côté  »  on  tirera  la  ligne  A  £  indéfinie  du  coté 
de  £,&  la  droite  indéfinie  D^w  parallèle  à  •/^£,  Je  dis  que 
cette  ligne  DM  renfermée  dans  Tangle  P  A i^Jàit  par  la  lu 
cne  v^P  &  par  la  droite  ^^^^menée  parallèlement  â  PM 
&  du  même  côté ,  fera  la  ligne  de  cette  équation  ou  for- 
mule.  Car  ayant  mené  d'un  de  ies  points  quelconques  * 
M  la  ligne  MP  parallèle  à  vrfi2^&  qui  rencontre  j4£  en  ^ 
J-  les  triangles  femblables  .^affiB,  ^P -F,  donneront 

AS(a).BE  {b)\ijiP  (x),  P  F^i^.   Et  partant  PJlf* 
{y)^PF{tZ)^FM{cy 

Le  lieu  de  la  troifiéme  formule  y^=-^-^  le  coni*  Vi^.ieé,^- 

truit  en  cette  forte.  Ayant  pris  ABas^a^ic  mené  les  droites 
jS£sB.^,-rfD—^, parallèles dPifcf  jfçavoir,J5£dumême 
côté  que  AQ^ScAD  du  côté  oppofé  3  on  tirera  par  les 
points  A^e\  la  droite  A  E  indéfinie  du  côté  de  £ ,  &  par  le 
point  P  la  ligne  I^iW' parallèle  à  -4  £  ,  &  qui  rencontre 
^  ?  en  G.  Je  dis  que  la  droite  indéfinie  G  M  renfermée 
dans  l'angle  PA^kva  le  lieu  qu'on  cherche.  Car  on  au-' 

ra toujours i^iM  [y)^P F{tl)^F M(c). 

Enfin  pour  avoir  le  lieu  de  la  quatrième  formule  Fjg.  i^i;.:^* 
t— if.  Ayant  pris  fur  ^  P  la  partie  «>^^  ssB  ^  ,&  mené 

les  droites  BE  =  b ,  AD  =  ^ ,  parallèles  à  PM-^  fça  voir  BE 
du  côté  oppofé ,  &  ^D,du  même  côté  que^^j  on  tirera 
par  les  points  A ,  B/la  ligne  A  E  indéfinie  du  côté  de  £ , 
&  par  le  point  D  la  ligne  DAf  parallèle  à  AE^  &  qui 
rencontre  en  G  la  ligue  A  P.  Je  dis  que  la  droite  D  G 
renfermée  dans  Tangle  ^.^^^2^,  fera  le  lieu  cherché. .  Car 
axaac  mené  d'un  demies  points  quelconques  M  U  ligpe  •' 

ÏXà  i\  , 
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M  P  parallèle  i  JQ^ècqui  rencontre  ^ £  en  F^on  aum 

toujours  PM^{y)=.FM{cy^PF{tl).        ^ 

Si  l'inconnue  x  n'eft  mulcipliée  par  aucune  fraâioa^ 
les  quatre  'formules  précédentes  ie  clian^ronc  en  cél- 
Jes  ci. 


4erquelles  fè  conftruifent  de  la  même  manière ,  en  obfer* 
-j  ^  vant  de  prendre  la  droite  £ E  égale  ÏAB  que  l'on  prend 

<le  telle  grandeur  Hju'on  rveur.  ^ 

'^97 •  X  L  peut  arriver  que  l'équation  foit  un'  lieu  1 
la  ligne  droite ,  quoiqu'elle  ne  renferme  qu'une  des  in« 
connutfs  x  ou  ^  ^  ce  qui  donne  encore  ces  deux  nou?elles 
formules  ,^z::^>&  x=r. 

%iQ.  i6p,       Pour  conftruire  la  première  formule/ zrr.    Les  mêmes 

choies  étant  toujours  pofees  que  dans  la  définition  pre- 
mière )  on  mènera  par  le.  point  .fixe  vl,  la  droite  ADr=:€ 
parallèle  i^P  M  ^  du  même  côté  ,  on  tirera  enfuite  Ja 
droite  indéfinie  DM  parallèle  i4P  .Je  dis  que  cette  ligne 
J)M  fera  Je  lieu  de. l'équation prqpofée.  Car  ayant  mené 
d'un  de  fes  points  quelconques  M  la  droite  M  P  parallèle 
A  -^Z),il  eft  clair  qu'on  aura  roujours^  PM{y).=:AD  (^). 

,Fj«»i(4«       .Po,ur .  conftruire  la  féconde  formule  xzi::c.    Ayatit  pris 

^Pz=^c^  on  tirera  la  droite  indéfinie  jPM  qui  rafle 
avec  ^  P  Tangle  A  P  M  donné  ou  pris  à  i^olonté  :  je 
dis  qu.'elle  fera  le  lieu  de  tous  les  points  M.  Car  ayant 
niené  d'un  de  (es  points  quelconques  M  y  la  droite  M^ 
parallèle  i^ P^èc  qui  rencontre  au  point  i^ l'indéfinie 
^  ^parallèle  à  PM  5  il  eft  clair  qu'on  aura  toujours 
M^ou  A  P  ix)Tzic  y  de  quelque  grandeur  que  Ton 
puiflé  prendre  PM  {y). 

,Av  EKTISS  £M4îN;r. 

Je  crois  qu*il  eft  â  propos  pour  éclairer  refprît -des 
^e^eurs^  4^  leur  doqner  une  idée  de  la  méthode  -dQXtt 
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je  vais  me  fervir  pour  la  conftruâion  des  lieux  du  fé- 
cond degré.  Elle  conGile  i  conftrtiire  d'abord  uae  Pa- 
rabole en  force  que  Téquacion  qui  en  exprime  la  nacu- 
jre  foie  la  plus  compofée  qu'il  fe  puifie ,  de  faire  enfuite 
Ja  même  chofe  dans  TEllipfe ,  &  dans  l'Hyperbole  rap- 
portée à  (es  diamètres  &  conHder^e  encre  les  afym^co- 
ces  ;  ce  qui  fournie  des  équations  ou  formules  générales. 
J'examine  ce  qu'elles  ont  chacune  de  pareiculier ,  afin 
qu'une  équaeion  écane  propofée  »  je  puiiïe  connoîere  à 
laqueUe  de  ces  formules  elle  doie  êere  rapporeée  >  Se 
<:on)parane  enfuite  tous  {es  cermes  avec  ceux  de  la  for- 
mule ,  j'en  cire  la  conflrudion  du  lieu  de  cette  équation  ^ 
en  obfervane  cereaines  remarques  qui  fervenc  pour  coûtes 
les  formules.   Toue  ceci  s'éclaircira  parfaicemenc  dans 
"ies  Lemmes  &  Propoficions  qui  fuivene. 

LEMM'E   FONDAMENTAL- 

Four  Ja  conflruâion  des  lieux  à  la  Parabole. 

508.  S-oiENT  comme  dans  k  première  définicion  Fié.  itfy» 
deux  lignes  ^roices  inconnues  &  indccerminées  .^  ^  (  -^  )  »  ^  '^^ 
P  M  (yk)  y  &  foienc  de  plus  des  lignes  dxôices  données 
r^m^M^f^r^s.    Cela  pofé. 

J^  On  prendra  fur  la  ligne  JP^  la  partie  ASss^m*^  Fig.  \€j.] 
ayanc  mené  les  droices  BEsan^  jtfl>i=±:r,  parallèles  à 
P  M  &c  da  même  c^cé  y  on  cirera  par  le  poine  Ah 
droice  A  E  que  j'appelie  e  ^  &c  par  le  poine  D  la  droice  in- 
définie Z>(?  parallèle  à  ^  E  ^  fur  laquelle  DG  ayanc  pris  la 
patcie DCbb/  du  côcé  de  P^w  ,on  décrira*  du^diame-  *Ain.  Uu 
tre  CG  qui  aie  pour  par^»necre  CHasMp^  &  pour  or. 
données  des  droites  parallèles  à  PM  j  une  Parabole  CM 
qui  s'étende  du  même  coté  que  A  P.  Je  dis  que  fa  por. 
cion  renfermée  dans  l'angle  Pj4  D  ,  fait  par  la  ligne  ^P^ 
&  par  une  ligne  ^D  menée  par  le  point  fixe  A  paralle- 
lemenc  à  P  M  &c  du  même  côcé  ^^eft  le  «lieu  de  l'equa^ 
(ion  ou.formule  fuivante. 

Odiy 
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m 

Car  ayant  mené  d'un  des  points  quelconques  M  de* 
cctre  portion  de  Parabole ,  la  ligne  ^WP  qui  falle  avec  ^P 
Taqgle  donné  ou  pris  à  volonté  j4Pm^  &  qui  rencontre  les- 

EaraUeles  A£^  D<5.,aux  points  F^  G  j  les  triangles  fembla-. 
lcsji£E^A  P  F^ donneront  ces  deux  proportions ,  ^4 £ 

{m).AE{e)y.AP  {x),  A  F  on  B  G  ^11.  EtAB{m). 


m  X 


£E(n)itAP{x  ).  P  Fs^— .  Et  par  confcquent  G  M 

ou  rM^PF'^^G'^y-^^~»r,6LCGoaDG^DC 

#  ^^  W-.    Bii:  — — X.   Or  la  Parabole  donne  *  GM^^CG  h  CH^  . 

laquelle  équation  Te  change  en  la  précédente  en  met- 
tant pour  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques.  Donc 
&c. 

P  gg  1^  On  mènera  par  lé  point  fixe  A^  une  ligne  droite 
*  *  indéfinie  >^ ^parallèle  i  PM  &  du  même  côcé  j  & 
ayant  pris  fur  cette  ligne  la  partie  ABzsmm^  on  tirera 
£  E^oêji  parallèle  à  ^ P  &  du  même  côté  que  P^  ,  &: 
par  les  points  déterminés  A^  £^ ,  la  ligne  ^B  que  j*ap. 
pelles  \  &  ayant  pris  fur  ^P  la  partie  ADxa^r  du  mê« 
me  côté  que  P  ilf ,  on  tirera  la  droite  indéfinie  DG  pa« 
rallele  LÀ £,  fur  laquelle  on  prendra  la  partie  DGajaufli  ^ 

^uin.iiu,  du  même  côté  de  Pil£   On  décrirar  enfuite  du  diamètre 

CG  qui  ait  pour  paramètre  .C/fas/»,  &  pour  ordonnées  * 
des  droites  parallèles  à  ^  P  ^  une  Parabole  CM  qui  s'é- 
tende  du  même  côté  que  A  Q^  Je  dis  que  ia  portion  reiiir . 
fermée  dans  Tangle  JBui  J?  >  fera  le  lieu  de  cette  féconde  ^' 
énuation  ou  formule. 

m"'  mm  y  m 

m 

Car  ayant  mené  d'un  de  ks  points  quelconques  AT  /  , 
la  jigne  j^i^parallele  à  ./tf  P  ^  &  qui  rencontre  les  parais.. 


\ 
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\i\es  ^Et'DG  y  aux  points  f,  G  j  les  triangles  fem- 
blables  ^  B  E  ^  ,A  ^^ ,  donneront  ces  deux   propor-  " 
tions,^iî(»ï). -^£  (e)  ::  ^ Qjou  P  M  {y).  ^ F  oa  D  G 
«,Î2.   Ecj4B{m).BE{n):'.^^{y).i2j^'i2.   Et 

par conféquent  G  Ai  OU  .^Ai— ^f  ^i?Gâax— !12— r, 

&  CG  ou  DG— 2)C=-— — ^.    Et  la  Parabole  donne 

gHÎ^ smCGHCH ^  laquelle  équation  fc  change  en  la 
précédente  en  mettant  pour  ces  lignes  leurs  valeurs  ana» 
ly  tiques.   Donc&c. 

C  O  R  O  L  L  A  I  R  £• 

'3^9*  1 L  eft  clair  i®.  Que  dans  la  première  de  ces 
équations  ou  formules  ,  le  quarré\y/  fe  trouve  fans 
fraâion  ,  &  que  dans  la  féconde  c  eft  le  quarré  x  x. 
1®.  Que  dans  <;es  deux  formules  les  deux  quartes  y  y 
te  XX  s'y  trouvent  avec  les  mêmes  lignes  ^  en  forte  que 

le  quarré  ^  de  la  moitié  de  la  firaâion  i?  qui  multi- 

plie  le  plan  xy^  multiplie  Tun  des  quarrés  x^;  ou  yy  ^ 
d'où  il  fuie  que  fi  le  plan  xy  ne  fe  rencontroit  point 
dans  Tune  ou  Tautre^e.  ces  deux  formules^  le  quarrc 

tim QixZa^ fie  s*y  rencontreroit  point  non  plus,  puif- 
qu'alors  la  fraâion  donnée  i^feroit  nulle* 


PROPOSITION     IL 

Problème. 

310*  C>ON$TR.ui  HE  le  lieu  (tmne  équation  donnSe ^ 
dans  laquelle  le  flan  x^^  ne  fe  rencontrant  point  ^  il  if  y  a  qùun 
^s  deux  quarrés  x  x  ^  y  y  j  w  bien  le  plan  x  y  sy  rençon  - 
.^ant  ^  les  deux  carrés  x  x  (^  yy  s^  rencontrent  auM  avec 
les  mimes  fifftes  ,  en  forte  que. le  quarré  de  la  moitié  de  Im 


I 

Xl&  LfVKE      Si  ip  T  I  E'^^M  !• 

frafihn  qui  multiplie  xy  ^  fait  égal  k  celle  qui^ultiplir  le\ 
quatre  de  l^une  des  inconnues.  On  Juppé fe  toujours  qu'il  y  ait\ 
$m  des  quarrés  xx  M  y  y  qui  foit  délivré  de  fraïHons.  . 

On  comparera  chaque  terme  de  rëquacion  «donnée  ,^. 
avec  celui  qui  lui  répond  dans  la  première  formule  du 
Lemme  précédent  ,  fî  le  quatre  j^j^  s'y  rencontre  fàns^ 
fraâion  j.  on  avec  celui  qui  lui  répond  dans  la.  féconde 
formule ,  lorfque  c'eft  le  quarjé  xx.    On  tirera  enfuite- 
de  U  comparaifon  de  ces  termes ,  des  valeurs  des  quan^. 

ticé$  ^).^  )  .^)  ^  )  ^1  -^9  p^i"  1^  moyen  defquelles  on  décrira, 
comme  Ton  a  enfeigné  dans  le  Lemme  (en  fe  fervant  desi. 
deux  Remarques  fuivantes  )  une  Parabole  qui  fera  ie^ 
lieu  cherché. . 

JI!»  1^  O  N  prendra  pour  AB  {m)  telle  grandeur, 
po^fitive  que  Toa  voudra,  i^  Les  lignes  AÈ  {m^^BE 
(»)  étaot  données»  la.ligpe  A-E  (,«)  Teft  auffi  puifque. 
Taqgle  AB^  eft^donné.  3^  Lorfque  «=^,  la  ligne. 
AE  tombe  fur  A  S  ,  c'eft  idire ,  fur  Ap  dans  la  conC^ 
trudioo  de  la  première  formule  »  &  fur  Â  Q^ans  celle  de:, 
la  fi^conde  :  alors  on  aura  AB  [m  )  zzAE  (e)  ^  puifque  les 

{joints  B^E^k  confondront  alors  «fêmble.  4^.  Lorfque 
a. valeur  de  rune  des  qujancités  n^^ryS^dk  négative  ^  il* 
faut. prendre  ou  mener  la  ligne  qu'elle  exprime  du  côté 
oppofc  â  celui  de  J^M  j  au  lieu  qu'il  la  faut  mener  du> 
{ncme  côté ,  comme  Ton  a  fait,  dans  le  Lemme  ^  lor£.. 
qu'elle  cft  pofiiîive.L 

Rem  A'KQ^u  ir    I  L 

îll*  S'iL^arrive  que  la  valeur  du-  paramètre  CH 
{^  l  foit  négative  »  il  faudra  que  la  Parabole  s'étende 
du  côté  oppdfé  i  celui  .du  Lemme  :  c'eft  â  dire ,  du  côt^ 
oppofé  â  celui  vers,  leqijel  s'étend  l'indéterminée  A  P 
dan5.  la f onfbruâion  de.  la  première  formule^  &  l'indu 

terminée 
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terminée  ^Q^dzos  ct\\é  de  hi  féconde.  Tout  ceci  s'é- 
daircira  parfaitenoent  par  les  Exemples  qui  fuivent. 

Exemple    I. 

3'3*  o  oiryy^^iay — tx-^cc^zo  Téquation  don- 
née ,  dont  il  faut  côndruire  le  heu. 

Comme  le  quarré  yy  fe  trouve  ici  fans  fraâïon ,  je  choifi» 
la  première  formule  *'du  Lemme^  de  laquelle  comparant  '^  j4rt.  )oSv 
chaque  terme  avec  celui  quiiui  répond  dans  la  propofce ,  n.  u 

yzi  1^.  il  z=,û  y  parce  que  le  plan  xy  ne  fe  rencontrant  point 

dans  la*ppopofée ,  on  doit  regarder  ce  plan  comme  étant 
multiplié  par  zéro  j  d'où-  je  tire  n:=zo,  &  par  conléquent  *  *j4rt.  ^m 
m  aze  :  c'eft  pourquoi  effaçant  dans  la  rormule  tous  les 

termes  ou  ^  fe  rencontre  ,  &  mettant  au  lieu  de  ^  fa 

valeur  m  ,  .je  trouve  j^j'—zr^  —  ^x-4-fr;i-+-^i  tnû. 
iV  La  comparaifon  des  termes  correfpondans^— t  r^.& 
mmxay  donne  rt:za.  5^  Celle  de— .•^;c&»— ^J^ fournit 
f  sr^.  4®;  Celle  des  ter  nés  où  les  inconnues  x  Se  y  ne 
ic^  trouvant  point  , adonne  enfin  rr*^ps  'zicc  ^  d*où  en 

inettant  pourr&  p  leurs  valeurs  a  &^  Je  tirei  c::  f.  "^^.^ 

qui  eft'une  valeur  négative^ lorfque  a  ifurpafle  r,  comme 

on  le  fuppofe  ici.    Je  n'ai  point  comparé  les  premiers 

termes  y  y  &  y  y  entr'eux  5  parce  qu'étant  précifément 

les  mêmes  ^  cela  ne  feroitriefl  connoître.    Or  les  valeurs 

de  n^r^py  s  ^  étant  ainfi  déterminées  ^  je  conftfuits  [e 

lieu  en  me  (èrvant  de  la  conftruâion  ♦  de  la  formule.  &  *^^*i^^ 

obfervant  ce  qu*il  y  a  dans  la  première  *  Remarque  en  »*^ 

cette  forte.  ^  '  '"* 

Puifque  SE  [n)  rsd ,  les  points  B ,  £ ,  fe  confondent, 
2t  la  ligne  ^E  rombe  *  f\xr  ^P  j  c'eft  pourquoi  je  me-  *  j4rt.  jiu 
ne  d^âbôrd  par  le' point  fixe  ./f  là  ligne  AD  [r)  tz'a  Fig.  1^7. 
parallèle  â  PM  ^  &  du  même  côté ,  parce  que  fa  valeur 
eft  pofitive.   Je  tire  enfuite  D  G  parallèle  à  «/^  P ,  fur  la. 

quelle  je  prends  D  C  gs^^y^-ss  ,->j  du  côté  oppoféà 

£e 
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PMi  parce  que  /  sr^-î=^,  qui  eft  une  valeur  négativoi 

*-i<r^  i(h  Je  décris  enfin  *  du  diamètre  CG  (qui  ait  pour  parame- 

cr€  la  ligne  cH  (f)  zzb  ^  &  pour  ordonnées  des  droi- 
tes parallèles  à  PM)  une  Parabole  ^  &  je  dis  que  (es  deuac 
portions  O MM ^  RM  S^  renfermées  dans  Tangle  F AO 
fait  par  AP  6c  par  la  ligne  AO  menée  parallèlement 
à  P  M  &id\x  même  côté  ^.fera  le  lieu  de  Tequation  don. 

née. 

Car  menant  d'un  de  leurs  points  quelconques  M  ,  Ul 
ligne  MP  qui  falîe  avec  AP  Tangle  donné  ou  pris  i 
volonté  ^  P  M  ^&c  qui  rencontre  /)  G  au  point  G  }  on 
aura  GAf  rr  V— ^,  ^u  GM  tr ^— j^,  félon  que  le  point  M 
tomberaaudefl'ub  ou  audeilous  du  diamètre  CG  j  &  CG  oa 

•?  jirt.  19.   D(?-4-cX)— x-i-  ^  ^'11^5  &  partante  par  la  propriété 


de  la  Parabole  ,  O  m  {yy^^iay-^aa)  zzCGhCH 
{hx'^  aum^cc)^  c'eft  à  direj^j— z^j— ^x-4-^r  s^.* 
qui  eft  l'équation  donnée.    Donc  &c. 


R  £M  A  R  Q^U  E. 


314-  S 


I  Ton  prolonge  ^  0  de  l'autre  côte  de  A  vei^ 
JT,  il  faut  remarquer , 

1^  Que  la  portion  indéfinie  5iWf  de  la  Parabole ,  renfer- 
mée  dans  l'angle  SAJT^  fera  le  lieu  de  toutes  les  valeurs 
faufles&  de  l'inconnue^,  qui  répondent  aux  valeurs  vraies 
de  Tautre  inconnue  x  dans  Téquation  donnée.  En  effet 
fi  Ton  prend  A^  plus  grande  que  ^S yic  qu'on  mené 
-PiVf  parallèle  à  ^JT^U  du  même  côté  Jaquelle  rencon- 
^Art.iOj^:  tre  la  portion   S  M  en  M  s  l'on  aura  *  PiW  5= —7  >  & 

partant  la  droite  C?;ii  ou  GP^PM  s^— j'^ôc  oa 
retrouvera  par  la  propriété  de  la  Parabole ,  comme  ci- 
defius ,  l'équation  donnée* 

1®.  Que  la  portion  RCO  de  cette  Parabole ,  qui  tombe 
dans  Tangle  TAO  oppofé  au  fommet  à  Tangle  SAAT^ 
rieta  le  lieu  de  toutes  les  valeurs  vraies  de  l'incomuië/ 


/ 


i 


t 
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àins  Pcquation  donnée  ,  qui  répondent  aux  valeurs  fauf- 

fcs  de  l'autre  inconnue  x  i  car  faifant  *y^/':i3— x,on*  >/..^  t^^ 

retrouvera  encore  I  équation  donnée. 

3®.  Que  s'il  tomboit  une  portion  de  cette  Parabole 
dans  Tangle  T^JToppofc  au  fommet  â  Tangle  P^O 
elle  feroit  le  lieu  des  valeurs  faufles  de  Tinconnuë^,  qui 
répondroient  aux  valeurs  faudes  de  l'autre  inconnue  x. 
De  forte  que  cette  Parabole  eft  le  lieu  complet  de  tou- 
tes les  valeurs  tant  vraies  que  fauffes  de  Tinconnuë  j^, 
ui  répondent  à  toutes  les  valeurs  tant  vraies  que  fauÛès 
e  l'autre  inconnue  x  dans  Téquation  donncej^^  ^ —  xay 
—  b  X  -^  ^  ^  sr  ^. 

D'où  Ton  voit  que  dans  cet  Exemple  il  y  a  deux  va-  - 
leurs  vraies  P  M  ,  P M^  de  l'inconnue/;  qui  répondent  " 
à  la  même  valeur  vraie  A  P   à^  l'autre  inconnue  x ,  , 
lorfque  cette  ligne  AP  t^  moindre  que  AS  j  qu'il  y  a 
ttoe  valeur  vraie  P  M  ^isc  une  fauiîè  —  P  M  ^  lorfque 
A P  furpafle  AS  3  qu'il  n'y  a  qu'une  valeur  vraie  5  /^ 
dej^  i  l'autre  étant  nulle  ou  zéro  ^  lorfque  AP  zzA  S  ^ 
qu'il  y  a  deux  valeurs  vraies  P  M  ^  P  JVf ,  de  l'inconnue 
y^  qui  répondent  a  la  même  valeur  fauffe  —  .^^^  P  de  Tin-  - 
connue  x^  lorfque  A P  ed  moindre  que  AT  ^  que  ces 
deux  valeurs  deviennent  égales  chacune  a  la  Tangen- 
te TT,  lorfque  A P  :=:  AT  ^Sc  qu'enfin  G  Ton  prenoit  ' 
AP'{  —  x)  plus  grande  que  AT ^  comme  l'appliquée  - 
P  M  ne  rencontreroit  alors  la  Parabole  en  aucun  point ,  . 
il  s'enfuivroit  qu'il  n'y  auroic  aucune  valeur   vraie  ou  ^ 
fauîTe  de  l'inconnue  jf  ;  qui  pût  répondre  à  cette  valeur 
faufle  - — A  P  de  l'autre  inconnue  x  :  c'eftà  dire  que  les  ^ 
valeurs  de  Tinconnuë^  deviendroient  en  ce  cas  imagi^  - 
Daires. 

Tout  ceci  fe  doit  entendre  de  la  même  manière  dans  ^ 
^tous  les  autres  exemples  qui  fuivent,  tant  dans  la  Para-  - 
•bole  qae  dans  les  autres  Seâions  Coniques  :  de  forte  • 
que  U  Seâion  Conique  qu'on  trouvera ,  lera  non- feule, 
meut  le  lieu  de  toutes  les  valeurs  vraies  de  l'inconnue  ' 
y  par  rapport  aux  valeurs  vraies,  de  l'autre  inconnue  xy  , 

Ee^iJ', 
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mais  auffi  celui  de  coures  les  valeurs  cane  vraies  que  faUf. 
iés  de  rincoonuë  y  par  rapporc  aux  valeurs  cane  vraies; 
que  fauiles  de  l'autre  inconnue  x. 

Ex  E-M  P  LE  •  1*1. 

3*5»  S  OIT  réquacion  donnée /y  H-iixj^-|---L^x  jc 

icy^^bx -4^ ce  :s=:o^  donc  il  faille  conftruire  le  lieu. 

Comme  le  quarréj^j^  efl:  ici  fans  fraâion,  je  choifîs 

de  même  que  dans  TExemple  précédenc ,  la  première 

*An..io%.  formule  *  du  Lemme  ^  &  j'ai  par  la  comparaifon  de  Tes 

^•i*  cermes  avec  ceux  qui  leur  rcpondenc  dans  la  propoCëe, 

r*Art.^ii.    1».  12  rrr^^iij  d'où  en  faifanc  *  m-=ia^  je  cire  ».=:  — 4, 

1^ -^r=r— i  d'où  il  vienc,  comme  ci-deflus,  »r=r««^« 

mm        éès 

5^.  r=-,-^.  4^- Les— ^  j&parcanc/t=: ^em 

m  9 

meccanc  pour  m^  n^  r y  leurs  valeurs  a  ^^^b  ^  .^r. 
5^  rr^ps^=2cc y.CQ  qui  àonn^  s :=^ o ^  ^n  mecranc  pour 
rr  fa  valeur  ce.  Or  ces  valeurs. de  ^^n^r^p^  s^  étant 
ainfi  dccerminces ,  je  conftruis  le  lieu  de  cetce  équacion 

*Art.  }o8.  en  mefervanx  de  la conftruûion^  de  lapremiere  formule 

»-^-  en  cecce  forte. 

Fie.  irt.       Ayanc  pris  fur  la  ligne  ^ P  \z  parcie  v^^  (w);^^, 

je  mené  les  di^oites  B Es;=ib's=^^^ny  ^Ti^=zcz=.,^r  pa- 
rallèles à  P  JW  ,  &  du  côté  oppofé ,  parce  que  n=^*^i 
&  r  =  ,— r  qui  fonc  des  valeurs  négatives.  Je  tire  enfuice 
par  les  poincs  déterminées^,  £,  la  ligne  ^  £  {e)  qui  efl: 
donnée, Çc  par  le  poinc  D  la  ligne  DO  parallèle  i  ^ E. 
Cela  fait  comme  DC  {s)  eft  nulle  ou  zeiro,  le  poinc  C 

'^Art.iSi.  jtombe  fur  D  5  c'eft  pourquoi  je  décris  *  du  diamecre  DG 

(qui  aie  pour  paramètre  DJF/.(^);==:^-~îif,  &  pour  or- 
données à^s  droites  parallèles  iP  M)  une  Parabole  ^  8C 
je  dis  que  fa  portion  0Af  renfermée  dans  Tangle  fAH^ 
où  Ton  fuppoieque  doivent  tomber  cous  les  poincs  Af^^ 
j^SL  le  lieu  de  Téquatioe  donnée. 


^ 


J^/ancne  i8 .  pa^^  xzo^ 


l 
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'Car  ayant  mené  d'un  de  fos  points  quelconques  Jif^ 
la  ligne  AfP  qui  faflè  avec  ^P  Tanglc  donné  ou  pris 
â  Volonté  ^PM^6l  qui  rencontre  les  parallèles  yiB^ 
Z)  C?,  aux  points  F^  G  j  les  triangles  femblables  ABE, 
APFy  donneront   ces    deux  proportions,  AB  {a\ 

AE  (ir)  ::  ^P  (xj.  ^i^  ouDG  cr  — .  YxAB{a). 
BE  {b)  Il  AP  (x).P/£r— .  Et  par  conféquent  G  M 
o\x  P M-{-^ F^F G^y^tl^c.    Orparlapro- 


prietc!delaParaboIe,G-M*s  GD^^D/f  ,c*eft  à  dire,  *^r#:  i^ 
en  mettant  les  valeurs  analytiques ,  y  y  -Jr  —  xy  -+-  —  x  a: 

xcy — bx^cc  "sio.   Donc  Sec. 


JR.  E  M  A  R  Q^u  E     L 

3^^-  Si  la  \\%Tït  A  P  ne  coupoît  point  la  Parabole^  yiq.  i6t. 
mais  qu'elle  la  touchât  ou  qu'elle  tombât  toute  entière 
au  dehors  ,  il  s'enfuivroir  qu'aucun  des  points  cherchés 
Jl/  ne  pour  roi  t  tomter  dans  l'angle  PA  H^  comme  l'on 
avoit  luppofé  en  faifant  la  conftruâion  ^  &  qu'ainfî  il  n'y 
auroit  aucune  valeur  vraie  de  l'iiiconnuë^  qui  répondit 
à  une  valeur  vraie  de  Tautre  inconnue  x^  de  quelque  gran- 
deur qu'elle  pût  être. 

Cette  Remarque  eft  générale  pour  tous  les  Exemples 
pareils  à  celui  ci.^  non  feulement  dans  la  Parabole ,  mais 
auffi  dans  les  autres  Secflions. 

R  E  M  A  R  QU  E      î  L 

« 

Jt7'  il'  éft  â  propos  de  remarquer  que  fi  l'an  avoit 
pris  pour  AB\m)\xt)%  autre  grandeur  que  a ,  telle  qu'el- 
le pût  être ,  les  valeurs  de  BE  ( n)  bi  à^  Ji  E  {e)  chan. 

geroient  à  la  vérité  :  mais  les  rapports  ^ ,  i. ,  demeu- 

II*         fW 

Teroient  toujours  les  mêmes  ^  parce  que  dans  le  trian- 
^le  ^J?£  l'angle  ABBed  donnée  comme  aufl]  la^  r^jifoa  1 1  ^ 


•hl0  ] 


U 
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du  côté  A3  ^M  côcc  BE  ,  fçavoir  dans  cet  Exemple 

*  =r  ^ .   Or  comme  il  n'y  a  que  ces  raifons  de  ï- ,  ^- ,  qui , 

m..       M  ,  m     m        *^ 

fe  puiiïenc  trouver  dans  les  valeurs  de  /  ,  r ,  /  >  il  s'en- 
/iiit  que  ces  valeurs  demeurent  toujours  les  mêmes,  telle 
grandeur  pofitivc  que  l'on  puiffe  prendre  pour  la  ligne.: 
Ji  A  (  7w  )  :  de  forte  qu*on  n*a  pris  fn  :zia  que  pour  rendre 
la  conftruclion  plus  fimple.  Ce  que  Ton  doit,  toujours 
obferyer  dans  la  fuite. 

Ex£MPi.E      II  I. 

(     ^\9.  (jl  N  denlattde  le  lieu  de  rëqùarton  doûnée 

Comme  c'efl:  ici  le  quarré  x  x  qui  eft  délivre  de  frac- 
'^Art^  jo8.  tions  ,  je  choifis  la  féconde  formule  ♦  du  Lemme  j  & 
^«  A  j'ai    par    la    comparaifon    des    termes    correfpondans , 

:  l^  ITjs; .' — i/4  d'où  en  faifanc  m  zza.  je  tire n  tz- — i. 
lO.  il  5--  ii  .  &  partant ,  puifque  «  sr  ^ ,  on  trouve  com- 
meci-deflus«  tHr—b,  3«.r  ï=:ir.4«.illZl?:S!  ^-r-tifice  r 

qui  donne  />  e  —  ii,  en  mettant  i  la  place  de  w  ^  » ,  r, 

leurs  valeurs  4,--^^^r.  j^  rr-f-^/  cr^  j  parce  que  dans  . 
Téquation  donnée  il  ne  fe  trouve  point  de  termes  en- 
tièrement  connus  ,  que  l'on  puifle  comparer  au   ter- 
me r/ -4- />j  de  la  for  mule  i  ce  qui  donne  /  ^ '•^Œ— ,  . 

en  mettant  pour  r  ic  p  leurs  valeurs  c  &-: —  *  ,    Or  ces. 

valeurs  étant  ainfî  déterminées,  je  confirais  le  lieu  re* 

quis  en  me  fervant  de  la  conftruâipn  de  la  féconde  for.  . 

^'Art.  }o8..A^ûle*  du  Lemme.,  &  obfervaote^de/nent  les  articles} ii.  .  \ 

n^i»  &  $11,  de  la  manietë  qui  fuit. 

Fie.  169.  Ayant  mené  par  le  point  fixe  A  y  une  ligne  indéfi- 
nie ^^parallele  à  P  M :,  je  prens  fur  cette  ligne  la 
p2iTî\Q  ^B(m)  sr^  i&du  point  Jï  je  tire  «ErS.^S — -» 
parallèle  à  ^  P  ^  &  du  côté  oppofé  k  P  M^  parce  que  la  . 


T>ES    tiEtrX    SlOMlTm'djJES.       ,     lîj: 

valeur  de  n  eft  négative  }  &  par  les  points  dëcercninés 
A^E  t  la  ligne  >A  e  {e)  qui  eft  donnée.  Ayant  pris  fur 
^  P  la  partie  -<^  D  (  r)  ss  ^  du  côté  de  P  AI ,  je  tire  la 
droite  indéfinie  D  «t?  parallèle  â  ^  £  ,  fur  laquelle  je; 

prends  la  partie  D  C  (  /  )  î=;  ^'  <*"  côté  de  PiW.  Je  dé- 
cris enfuite*  du  diamètre  Cc;  (qui  ait  pour  ordonnées  *^«'  i^u 
des  droites  parallèles  i^Pyii  pour  paramètre  la  ligne  . 
c/f  s=  ^=5  —f)  une  Parabole  qui  s'étende* du  côté  *^***  '^*» 

oppofé  à  celui  où  s'étend  ^Q^  parce  que/>  =  —  —  qui 

eft  une -valeur  négative.  Je  di?  que  la  portion  0  MR  de 
cette  Parabole  »  renfermée  dans  l'angle  P^  B,  fera  le 

lieu  qu'on  cherche. 

Car  ayant  mené  d'un  de  fes  pQJnts  quelconques  A/,  la 
ligne  M  iSl^parallele  à  ^  P ,  &  qui  rencontre  les  parallèles   .        .  ^.. 
A  £,  DG ,  aux  points  F,  G  i  les  triangles  femblables  ^BE^ 
j4  erf  ^  donneront  ces  deux  proportions  ^AB\a).  A  E 
{e)::A{lo\iPM{j).AFo\xDG::i*>l.  EtAB{a), 

3Eih)  :-.  AQSj)'  J^  t=^.  Et  par  conféquent  G iW 
(QM  -+-  Fd—'FG)  s=  *  4-i2  —  r,  ou  G  M  (F  G  -^ 

.^^-^^M)  z:ic  —  ^ — AT ,  félon  que  le  point  M  tombe 

de  part  ou  d'autre  du  diamètre  CDi^  la  coupée  c  G 

oa  CD  —  DG  *=:'-^ — '2.    Or  »  par  la  propriété  de  la  -*  An.  i^ 

Parabole,  GM  ^z  CG*CH  :  c'eft  d  dire,  en  mettant  i 
la  placé  de  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques  xx-^, 

tty  x-\-  ttyy — t  c  x-^y — —7  S5  *  >  <îui  eft  l'équatioa 
donnée.  Donc&c 

*  R  £  M  A  H  QJ7  E. 

3Ï9'  S 'i  t*  arrivoit  qu'en  comparant  les  termes  de 
rëquation  donnée  avec  ceux  de  la  formule  ,  on  trou, 
vât  que  ^=;  ^  ;  il  eft  vifible  que  la  conftrudion  de  Ift 
Parabole  qui  en  devroit  être  le  lieu  ,  feroit  impoifible.   •  ' 

l^ais  i\  fatK  bien  iieinar^ueV  que  réq[uanaû  donnée  le 


ai4  LivKï    SEfTii'Mi. 

peut  toujours  alors  abaiffer  en  force  que  Ton  lien  devient 
*^n,}oS.  une  ligne  droite  ^  ce  qui  fe  voit  par  les  forniules^  duw 

Lemme.    Car  eâaçant ,  par  exemple  ,  dans  la  première. 

les  termes  ohp  fe  rencontre ,  il  vient  jy  .^tH'xy  -p  ZLxx- 


—  irr-i-i^x-t-rr  ts^,  de  laquelle  extrayant  la  ra- 

cine  quarrc,  on  trouve^ — — — r  sr^,ou/  sr^^-H^y 

dont  le  lieu  eft  une  ligne  droite  que  Ton  conftruira  feloa. 
Tarncle  306.  La  même  chofe  arrivera  de  la  féconde  for» 
mule  de  l'article  )o8. 

Ex  EM  p  LE,  rv.^ 
310.  J)oiT  propofee  Tcquation  xx^ — ^/tr^ydér 
laquelle  il  faut  trouver  le  lieu. 
'  Comme  c'eft  ici  le  quarrc  xx  qui  fe  trouve  dëlirrc  de 

'^jtrt.  yy%.  fradions  ^Jç  choifis  la  féconde  formule  *  du  Lemme  j  & 
n.  u  ^'ai  par  la  comparaifon  des  termes  qui  fe  répondent  \  . 

I?.  ~ Z3  ^ ,  parce  que  xy  ne  fe.  trouve   point  dans  la 
fArt.  uu  propofee  î  d*où' je  tire  n  £s^,  &  par  canfcquent*»i  tr^ 

1^.  i!l  =3  ^ ,  parce  que  le  quarré  jy  nes^y  trouve  |>as  non 

plus  j  d'-où  je  rire  encore  n  ^".0. 3^  r  tzio ,  parce  qae  Tinconi 
nucx  ne  fe  trouve  point  au  premier  degré  dans  la  pra. 
pofce  :  c'eft  pourquoi  effaçant  dans  la  formule  tous  les 

termes  où  il  &  r  fe  rencontrent  >.&  mettant  pour  e  ia 

valeur  m  j  il  vient  xx — py+^pszr.o ^  dont  il  refte  i 
comparer  les  termes  avec  ceux  qui  leup^  répondent 
.  -dans  la  propofee.  4^.  La  comparaifon  des  termes  — fy 
iBc — iî^jf  donnent  p  s.^.  5^.  Puifque  dansJa  propofee  h 
ne  fe  trouve  aucun  terme  entièrement  connu  que  Ton 
puiffe  comparer  au  terme  fs  5  il  s'enfuit  que  ps  znp^dc 
qu'ainfî  j  s ?.  Or  ces  valeurs  de  « ,  r^p^s^  ainfî  déter- 
minées  me  fervent  â.  conftruire  le  lieu  qu'on  demande , 
ayant  égard  à  la  condruâion  de  la  féconde  formule  de 

^j4rt.  jii.    l'article  308.  &  à  l'article  311.  en  cette  forte. 

Fi  G,  170.        Puifque  B  E  {n)  sr^,  la,  ligne  AE  tombe  i^  fur  ^  Q^ 

menée  parallèlement  i  P  M  Se  du  même  côté }  comme 

auffi 


•'  '  i 


toffiD<7-,  parce  que  -^  D  (  r  )  s  *.    Or  puifqoe  CD  (  /  ) 

S  0,  le  point  c  combe  fur  le  point  D  lequel  tombe  en 

^  comme  l'on  vient  de  voir.    ïe  décris  donc  •'une  Pa.-«^rf  uff 

Mbole  du  diamètre  ^i^  qui  ait  pour  paramètre  ^tl 

f/>)  =:  ^,  &  pour  ordonnées  des  droites  Af'i^^ parallèles 

â  A  P':  je  dis  que  fa-  portion  indéfinie  A  M  renfermée 

dans  l'angle  P^  i2>  cft  le  lieu  cherché. 

Car  ayant  mené'  d'un  de  it^  points  quelconques  M 
les  droites  MP ,  iM  ^  parallèles  à  ^j^ôc  i  -/^  />,  on 

aura  par  la  propriété  *  de  la   Parabole  ^ijA   (xxy*An,x^ 
53  'A Q*^ H  (af},ic partant  xx—^ay  =: ^ ,.quiétoi« 
l!équacioD  propofée.    Ceqifil  faUtit  démontrer. 

A 

Db'mONST  RATION^  DU     PROBLEME. 

Jil*  Si  l'on  metdanî  la  formule  générale*  à  la  phice  ^Art.  ja»/ 
de I»,  Uy  r^  s^p^  les  valeurs  que  Ton  aura  trouvées  par  la  côm- 
paraifon  de  ces  termes  avec  ceux  de  Téquation  propofée , 
telle  qu'elle  puifle  être,  pourvu  Qu'elle  ait  les  conditions 
marquées  dans  le  Problème:^  il  en  clair  que  cette  formule 

?énérale  fe  changera  en  la  propofée  ;  &  partant  que  fî* 
on  prend  auffi  ces  valeurs  dans  Uconftruâion'^duLemme^.  "^Ati,  t^^. 
le  lieu  de  la  formiMe  générale  fecbangera  en  celui  de  i'é. 
quation  propofée.  Or  c'eft  ce  qa'on  a  enfeigné  dans  le 
Problème  accompagné  dé  ks  4éux  Remarques  ,  comme 
les  Exemples  précédens  le  font  affés  voir;  Donc  &c« 

LEMME    EORDAA1ENTA.L. 

I^our  la  confitu^ion^  des^  lieux,  a  L'ElU^  otk 

at*  Cercle.  ^ 

32.2.  Soient  encore  comme  dans  la  définition  pre*  Vi^iju. 
miere  deux  lignes  droites  inconnues  &i  indéterminées 
^  P  {x),P  M  {y)',àL  foient  dé  plus  des  lignes  droites., 
données  «I,  »  ,^,  r, /,  A  n  Cela po(e^ 

EX 


'  Op  f rendra  r*'  la  l»go«  ^P,l^  pâ¥de^*'fc-  **( j 
£c  ayant  mcaé  les  droites  Jî£  es  »,  wîf  D  53  >•,  paralk- 
les  à  i*ilf ,  &  du  même  côté ,  on  tirera,  par  le  peint  ^ 
la  droite  ^E  qtti«ft  donnée,  &  que  j'appelle  «i  &  par 
'  le  point  D,là  droite  indéfinie  DG  paraÙele  à^E  ,6it 
laquelle  on  prendra  la  partie  JJCrsJ  du  cÔtéde  J'^fj 
&  de  part  &  d'autre  du  point  C,  les  parties  CK  ^  C£^ 
*Art..  liu  égales  chacuiie  à  t.  <^tï  décrira  eoluite  une  Ellipfe"*  du 

diamètre  L  K  {x t) ,  qui  ait  pour  .paramètre  K /f  s p , 
,&  pour  ordonnées  des  droites  parallèles  ai»  A/.   Je  dit 

que  fa  portion  O  MR  renfermée  dans  l'angle  P^  Dfzk 
par  la  ligne  jiPM.  par  une  ligne  ^D  menée  par  le  point 
'fixe  A  parallèlement iPM6cd\x  même  côté,,  fera  le liea 
.  de  l'équation  ou  formule  générale  que  Toéci. 

:JJ  m     ■'  mm  ^  •» 


'  **i  ■>«^<    .^.  _  fit 

\wnA*  a>iMf  xt 

pts 

xt 

Or  ayant  mené  d'un  des  points  qoel  conques  M ,  de  cet- 
ce  portion  d'EUipfe ,  la  ligne  MP  qui  faâle  avec  ^J»  l'angle 
donné  ou  pris  à-Volonté  APM»  &  qui  re^concre  les  paraU 
leles  ^B^BG,  auJK  points  J',  G  j  les  triangles  lèmblablee 

jfB  E  ,^P.F.  donneront  AI  ou  DG=-i^ ,  &  PF^ll .  Oa 

'  '  •■  mm 


Aura  donc  GAf-»^— ^— »",  &  CG— ^— i.    Orp«r 

'*Art.ix.&  la  propriété  jlel'Ellipferlc^ (i<)-X H  (/))  ::  LG-*  Gk  ou 

V  M  mm  '  ^  m 


Donc  &c. 

S*il  arrive  que  le  diamètre  KL  (if)  6c  fon  paramètre 

KH  (^)  foiciïc  égaux  entr'eax^  on  aura  toujours  ^^  «an 
ZGmGK  '^  d*ovt  il  cft:  évident  félon  les  Eletnens  de  Géo- 
métrie, que  fi  Pangle  CGMcR  droit ,  rEllipfefechang;er« 
,^Qrs  .en  un. cercle  qui  aura  jpouridïametre  la  ligne  Kl^ 


N  Dis    LIEUX    GSOMETHIQJJXS.  SIJ^ 

Co  ROLL  AIHB. 

i%l.  iL^&'chir^  qae  le^  deux  quarrës  yyfixxk: 
tvoovenc  toujours  avec  les  mêmes  figues  da^s  cette  iot^ 
mule .  &  que  lorfcjue  le  plan  xj^  s'y  rencontre  ^^  le  quar- 

ré  ~  de  ta  moitié  de  la  fraâibn  ^  qui  multiplie  ce  plan ,  , 

doit  être  moindre  que  la-fraûion  —  -4-^  .ilLqui  lanX*^ 
p^ie  le  quarré  xx.  . 

PROPOSITION    III.. 

ProblcmCr^ 

3x4*  \3  o  N  s  T  R  u  I  n B  /^  lieu  ium  iquatim-^daimie  i 
dans  laqueSe-Us  deux  quarrès  jj  ^  xxfe  renconirem  avee^ 
lis  memi$  fiyMS  fans  le  flan  xy  ^  au  avec  ce  flan  ^  en  foru 
ftte  le  quarré  de  la  moitié  de  la  fraHion  qui  le  multiflie  ^ 
jûit  Tuaindri  que  la  frafiim  qui  muleiflie  le  qtuerré  xXi'  On  * 
foffafi  teèjaun  ki  que  le  quarré  y  y  foie  délivré  de  frac^  « 
tims*  '^ 

On  comparera  les  rermer  de"  Péquatic»]  donniée  ;  avec 
ceux  qui  leur  répondent  dans  la-  formule  générale  *  do  ^Anf.  ^%u^^ 
Lemme  précédent  ^U  on  tirera  de  la  comparaifon  de  ces 
fermes  ,  des.vaieurs^des  qu^tncitésM,  »/^,r,i,  ^,  par  le  - 
moyeadefquelles  valeurs  on  décrira  comme  Ton  a  enfei*' 
gM  dans  ce  Lemme  (  en  oI>firrvant  exaâemeat  l'arc»  31 1.  )  > 
«ne  £llipiê^iyiî  fera  le  lieu  cherché* 

E4X:SM9L2     U* 

3^*  Soit  propofé  de  trouver  leliéa  de  cette  équa-^ 
tfon^jrH— xz-t—jxjc — xay  -»f-^x-f-^r  tZâ^  dans  la* 
quelle  le  quarré  de  7  moitié  de  la  fraâion  f  bn^  i  qui  t 
■HiIviplM  xjif^eft  moindre  que  ia  fraâion  4  qui  multi^j^ 
plie  X  X. 
La  comparaifon  de  chaque  tirmede  la  formule  générale  ■'^ 

Ffij, 


Livre   S.*e  p  t  î  E'm  l. 
^  Art^  |iu  du  Lemme'''avec  celui  qui  lui  répond  dans  cette  équation^ 

donne  i*^ — zs,  — i  j  car  n'y  ayant  ici  aucune  rraâioa 

littérale  qui  multiplie  le  plan  xy ^on  le  doit  confiderer 
comnf>e  ét^éft  multiplié  par  Tunicé  numérique  i  :  &  par.. 

tant  fî  Ton  fait  missia ,  l'on  aura» 
z^  7  y  d'où  l'on  tir^  t. 


muf  —1»  » 


i»« 


&## 


en  mettant  pour 


m^n^  leurs  valeurs^, —  \a:  &  par  conféquent/^  s 


A°.  r  sr  ^.  4*^.  ~—  î^  =sa  ^  ;  d'où  en  mettant  pour  »i,  «,  r. 


7^»^^ 


XêJ9 


,  il  vient  j  s 


f-,  leurs  valeurs^, - 

f   «    ^-arr:& partant//^ sa Ji 


^^^  —X  il  #— "*  #  h 


y.rr 


S5  /J 


A-/ 


•ssc^^  :OL  partant  J^aaaJ  J— l— -—  — — n 

tlilf ,  en  mettant  pour  ^-^  r,  les  valeurs 


'Mit 


^  a ,  qu'on  leur  vient  de  trouver.     Or  les  valeurs  de 

^>  ^  )  ^ > ^  )  r  ,^, "étant  ainfi  déterminées ,  je  décris  rEllip.. 
fe  cherchée  en  me  fervant  de  la  conftruâion  du  Lem^ 

^  Art.  )ii:  me  *  Ôt  de  l'article  }ii.  en  cette  forte. 

J^  G.  i7i.      Je  prens  fur  la  ligne  ^Ph  partie  AS  im)^sta }  &  ayant 

mené  paralleiement  à  PM  &  du  même  côté  la  ligne  A  D 
{r)  s  ^,&  du  côte  oppofc  la  droite  BE  ti^a  £s — »,parce 
que^  :=:-^  4  "^  ^"^  ^^^  "^^^  valeur  négati ve^je  tire  par  le  poioc 
A  la  droite  y^£  (  ^  )  qui  eft  donnée  *,  &  par  le  point  D ,  la 
droite  D  Gparalleleà  ^  £  ^  fur.laquelle  je  prends!  la  par« 

tie  DC  s  ^^"*'^^'  =  — i  du  côté  oppofô  à  PM  ^  &  de 
part  &  d'autre  du  point  C , )es  parties  CK^  c L^ égales 

^Arf.  ift.  chacune  à  t  ::z  ^ ss^^A^ee — ISiiîv  Je  décris enfuite * 


une  Ellipfe  du  diamètre  Z  JC ,  qui  ait  pour  ordonnées  des 
droites  parallèles  i^PM^  &  pour  paraoïetre  la  ligne  iCH 

(^)  —  Hî.  Je  dis  que  fa  portion  OMR  renfermée  daot 

l'angle  PA  D ,  eft  le  lieu  de  Téquation  donnée. 

Car  ayaAt  mené  d'un  de  ks  points  quelconques  M^ 


Dis  iiivx  GiOMSTut'ojass. 

Ik  ligne  MP  <jui  fafleavec  A  P  l'angle  donné  ou  piis 
â  volonté  AP  My  &  qui  rencontre  les  parallèles  A  E  y 
JD  G ,  aux  points  /" ,  C?  j  les  triangles  femblables  AJiB^ 
APF  donnctont  A B  \a).  A E  {e)  ::^P{x).^  Fou 

OnauradoncGiJi5Sj'-»+7x — aiU  CGoixDG'^  DC 

««  iif — j ,  puifque  D  C  Ç2 — s.  Or  par  la  propriété  *  de  *  y4rt,^y,&^ 


•»         ■» 


l'Enipfe  KX  (  lO.  J'^  W (~  )  ••  •  ^^  *  <^^ ou  C  A -^c  G 


ax'+aa).   D'oùen  mettant  à  la  place  de  tt — -ss 

Se  de  s,  leur»  valeurs  ^ee  —  tlîll &  —  llLllt. ,  nnuiri- 

pliant  enfiïice  les  extrêmes  &  les  moyens  ,  &  divifanc  de 
parc  8c  d'autre  par  it  ^  Ton  retrouve  Tcquation  même 
propofée.   Donc  &c. 

R  E  M  A  K  Q^U  E. 

326,  S  'iL  arrive  que  Ji  H-  4^^  foit  égale  ou  moio^ 
dre  que  tlLll  il  eft  évident  que  la  valeur  de  t  devien- 

dra  nulle  ou  imaginaire  5  &  qu*ainfi  il  fera  pour  lorsim- 
poflîble  de  conftruire  rEiiipfe  qui  devroit  être  le  Heu  de 
l'équation  donnée.  Et  comme  cette  équation  renferme* 
roit  néceffairemenc  des  contradidions ,  il  5*cnfuit  qu'il  ne 
pourroit  y  avoir  aucune  ligne  qui  en  pût  être  le  lieu  5  c'eft 
â  dire  que  toutes  les  valeurs  de  rinconnucj/  qui  devroienc 
répondre  â  toutes  les  valeurs  tant  vraies  que  £auflès  de 
l'autre  inconnue  x,  feroient  toutes  imaginaires. 

Ceci  fe  voit  clairement  dans  la  formule  générale  *  du  ^jirt.  ^xù 
Lemme  qui ,  en  tranfpofant  quelques  termes ,  devient 

^^         m       ^  "^  mm  m  xf 

ttlll,^  liiflf  ^  dans  laquelle  équation  le  premier  membre 

^mt  %mmt    ^ 

ett  le  quarré  de/ —  —  x — r ^  &  le  fécond  ^  le  quarré  de  # 

Ffiij 


moios  le  quarré  de  f — !^  ^multiplié  par  U  fradion  J^,-  Otr 

il  e{l .  vinble  que  (î  Ja  valeur  da  quarrc  r^  eft  nulle  ou  : 
négative^  la  valeur  de  ce  fécond  membre  fera  négative^ . 
&  qu'ainnron  aura  dans  ces  deux  cas  un  quarré  ^  Ravoir  / 
le  premier  membre  ^  égal  â  .une  valeur  xiégacive  j  ce  qui  i 
edk  une  concradiâiQa  manifefte. 

ExEMPii.  IL; 
3^7'  Cr^  demande  le  lieu.deréquatioo/^H^jtx^  > 

^hx^  -^(X^fx^mOg  S3^p,  dans  laquelle  on  ûippofe  fuivanc  r 
Tare.  5^}.  que  — ^  efl:  moindre  que  la  6raâk)n  î  ou  i  qui  muU 

^r  ^B  ^w  '^ 

tiplie  le  quarré  x  xic^eft  à  dire  que  ^  eft  moindre  que  a  a.  . 
^  An.  ^^^     La  comparaifon  des  termes  de  U  formule  *  générale  avec 

ceux  qui  leur  répondent  dans- Téquadouproporée^  donne  - 

1^1!=;. —  ^5  d'où  en  faifant  i» ■s4(  i  on  tireiissi-?!— 4^ 


1^  J!ÎL  ^.JLIJL::3j  5  d'où  ea  mettant . pour ^ ,  ».  leurs  . 
«mftffiifl»^  ^  *  ' 

naleurs  ^.  —  4  ^  .  ren  tirelg»  ^  ^^^*^  :  &  partant  < 

î^  t;s;^ssr+iîll^LtfîSl.  Ce  qui  fournit  cette.  conC^! 

truûion. 
F» <?•  .X7J,       Ayant  pris  fur  Ja  ligne  droite  iodéfioîc  ^  -P  la  partie  ^ 
'  \yiJS,[m]  c3,^,&  mené  parai Iclementi  -P  JVf  Ôt  du  côté  : 

oppofé  les.droites^^  {-;2^-^._ii^.^^  CS^rss  •=— r^  . 
on  tirera  par  le  point  ^  la  droite  -^jg  C^)  Qwi  ^  don- 
née^ &  par  le  point  D  la  droite  J)  G  parallèle  à  ^£,  , 

fui; laquelle  on, prendirar la  patcie DC(s^)  a^tlSZZi^ da  . 

cpté  de  J^MiJ^  b  c  iûppaâe  %  af^  comoteon  le  fiippofeici-;  le  . 
du  çôré  oppofé  ,  s'il  çd  moindre  ;  enfuite  qq  prendra  da  - 
parc  &  d'autre  du  point  C  ^s  parties  CKic  Cl  égales  cba- . 

»  jirK  i6u  jçunc  it^^  ss^  ccse^4M^y  ^  Cela^feit,  on  décrira  *:ane  j 


Dss  tiitfne Qio M MTtilQVi s,        »3r 
'Bllip>ièd«  dtâinetrè  Lk(ir)x\\xi  «te  pour  ardowséiB  des 

droites  paralletes^d  PM^ii  pour  paramètre  upe  ligne  l^H 
(/)  ^  t^*^*^**  .   Je  dis  que  fa  portion  OR  fera  le  lieu 

de  l'équation  propofëe. 

Car  ayant  mené  d'un  dé  tts  Doidt;  ^uélconqueis  M^  la 
droite  MP  qui  hÛe  avec  ^  P  raûglé  dodûé  du  pHs  à  vo- 
lonté ^  i>  iUf ,  &  qui  fencotitfô  les  parallèles  ^e  ^lk^ 

aux  points  i?,  ôj  onaura  P^=atZ,  &  >^/  ou  Jt)C?=15j 
cequidonneraiJiOouiVf/^-fP-F-l-i"G==yH-  ^  H-t^ ,& 


CGaai^ — -/  OU  / — iî.  Or  par  la  propriété  *  de  l'EUip-  '*Art.fj,&^ 
Ce  qui  (en  mettant  poattt — ssSLpôviïs  Icùts  valeurs 


4  M  é*^h  h  4 

&  les  moyens.,  &  diVifant.par  xt)  donne  l'équation  rhè-- 

mc  propofce.  r> 

11  eft  â  propofi  de  i^emarqaet*  cfuè  fi  Sangle  AEB 
étoït  droit,  l'angle  CGM  le  ferait  âulÊ  j  &  le  diahtrtft 

Jt  iC  (iO  fcroit  rfgal  an  prametttf  J^/fv(^^^^'*^^^fj>, 

puiiqoe  ^^  ES^^ — :^^^  a  caùfe  du  triangle  reâangle 
AE£.  D'où  Ton  voie  que  r£llipfe  d^viendrok  "âlor» 
un  cercle  qui  auroic  pour  rayon  la  droite  c  k  o\x  c  L 

i^)  ii^.f^sj-H'^cs-^ag^  &  que  JJC  (j)tt/i>~-1^j  ctf 

-qui  rend  la  conftruâion  beaucoup  plus  fîmple. 

^  £x£mp  LE     I  H.  ^ 

32w.  5  o  I T  pfopofë  de  ircruver  le  lieu  de  réquatioii 

Je  compare  Tes  termes  de  la  formule  *  générale ,  awec'^Jirt.  ^^Ai 
.ccttx  qui  leur  répondent  dans  Téquation  donnée^  &  j*ai 

1^.  i^s:  0 ,  parce  que  le  terme  xy  manquant  ^  on  le  dok 


eonfidercr  comme  étant  multiplié  par  zéro  )  d'où  je^ 
tire  ni=zo  :  te  partant  m  s:  e.  i"".!!  ^  Jî-H-S.  i  s  c'cft 

*"  mm,         %.mma 

â  dire»-^=Sien  mettant   pour  n  &c  th  leurs  valeurs- 

^.  &  tf  ;  &  partant  ^  =;  i>.  3?.  r  rr  ^  -,  parce  que  Tincon- 
nuë  y.  ne  (é. trouvant  pomt  au  premier  degré  dans  Péqua* 
tion  donnée ,  on  la  doit  auffi  confiderer  comme  étant  muU 
tipliée  par  zéro  tx'efl:  pourquoi  effaçant  dans  la  formule 

f^jirt.  jii.  générale  ^  tous  les  termes  où-1  &  r  fe  rencontrent ,  8c 

mettant  pcar  e  &  2.  leurs  valeurs  m  ici  y  elle  fe  cHangera* 

•  en  celle-ci jrjrH-^fx— 2  jx  —  tt^ss  sr^^dont-ilrefte* 

*  â  comparer  les  termes,  avec   ceux   de.  la    propofée^ 
4®.  1  j  ET  ^  5  &  partant  s  ss  f  ^.  5*^.  s  s^—ti  £r  0  i  puifqu'il 
n'y  a  point  de  termes  entièrement  connus  dans  PéquatioiK 
donnée  :  &  partant//  tzss  tn^aa  -y&c  en  extrayant  de. 

f>art  &  d'autre  là  racine  quarrée>  t  tnj^a.    Ot  .ces  va- 
eurs  étant  ainii  déterminées  ^je  donftruis  le  lieu  en  cet* 
te  forte.. 

Êijsut  174..      Puifque  S  E  (n)  szoy  il  s'enfuit  que  ^  B  tombe  fun 

«^P, ^laquelle  tombe  aufll  fur  DG^puifqu-on.a.encore 
^ D  {r}zio  j  de:  forte  que  le  point  JE>^ tombe  en  ^,. 
C!eft  pourquoi  prenant  (\jlt  AP^  la  partie  ^  C  (s)  sr^^ 
dti  côté  de  PM  y&L  de  part  &  d'autre  du  point  C ,  les 
parties  CK  ^  c L  .  égales  chacune àf  tz{a /le point  li 

^Arté  liu  tbnibe  ici  fur  le  point  A)i  on  décrira  •'du  diamètre--^  iC 

qui^ait  pour  ordonnées  des  droites  parallèles  i  P  M  ^  6C 
p^Qur  paramètre  la  ligna  KM  (f)  ts  1/  S:  ^-,  une  Ellipfe 
qui  fera  le  lieu  cherché. 

Car  ayant  ii>ené  d'un  dé  {t%  points  quelconques  2d\% 
droite  M P  qui  fade  ayee  MF  l'angle  donné  ou  pris  d 

'^AYt.^y&  voloxilé  A PM,  on  ^ura* A K. (a J.KH  fa Ju  AP^H^K 

^^*  fa  X — X  x).  PM  fyy).  Ce  qgi  donne^'^^  x  x — a  x  s  o.> 

Il  eflr  évident  que  fi  l'angle  A  PM  eft  droit,  TEllipfe 
devient  alors  un  cercle  qui  a  pour  diamètre  la  ligne 
MK;Z:a. 

R.£MAR 
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R  E  M  A  R  Q^U  E. 

329*  i  L  peut  arriver  deux  difïèrens  cas ,  où  le  lieu 
de  Téquation  donnée  e(l  un  cercle. 

Premier  cas.  Lorfquc  les  quarrés  yy  il  xx  fe-  tfôu: 
v€nc  tous  deux  avec  les  mêmes  fîgnes  &  fans  fraâ;it)a 
dans  une  équation  ,  où  le  plan  xj^  Te  trouve  auifi  5  &  quo 
de  plus  l'angle  ^.E  B  eft  droit  (ce  qui  arrive  lorf. 
qu'ayant  mend^i^  perpendiculaire  fur  PMh  raifôn 
de  P  F  à  j4P  ^qui  eft  la  même  que  celle  àt  B  E  i  A  B 
eft  exprimée  par  la  moitié  de  la  fraâion  qui  multiplie 
le  plan  x^)  le  lieus  de  cette  équation  fçra  toujours  un 
cercle  comme  Ton  a  déjà  vu  dans  l'article  324)  &  la 
raifon  en  eft  évidente  par  la  formule  générale.  Car  Ton 
aura  ppur  la  comparaifon  des  termes  correfpondans  où 

fc  trouve  le  quarré  xx  ,  cette  égalité-^  .^.-ilL—  i  j 

d'où  Ton  tire  i^ss^^^Ull^  ~  i  «  puifque  d  caufe  du  trian- 

gle  redangle  AEB  le  quarré  mm  ^i^nn-^ee.  Or  l*anr- 
gle  AEB  étant  droit,  Tàngle  CG M  que  fait  le  dia. 
mettre  Z  K  avtc  fes  ordonnées  fera  aufîî  droit  j  &  par 
confëquent  puifque  le  diamètre  Z  iC  eft  égal  à  (on*  pa- 
rametre  /c/f  ^ii  s'eafuit  que  TËllipfe  devient  alors  un 
cercle. 

Second  cas.  Lorfque  les  quarrés /j^  &  >:x  fe  trouvent  . 
tous  deux  avec  les  mêmes  fignes  &  fans  fraâion  dans 
une  équation  3  où  le  plan  xy  ne  fe  rencontre  pas  ,  de 
qiie  de  plus  Tangle  yf  i^  Af  eft  droit  :  fon  lieu  fera  toû* 
îpurs  un  cercle ,  corîime  Ton  vient  de  voir  dans  Tarti* 
cle  32S  3  &  cela  fe  prouve  par  le  moyen  de  la  formule 
générale..    Car  puisque  le  plan  xy  ne  fe  trouve  point 

dans  l'équation  donnée  %  la  fraâion  12  de  la  formule 

fera  pulle  ou  zéro  ;  &  partant  BE  (n)  x:io  ^  &Lmtze. 
D'où  ron  voit.  1*^.  Que  le  diamètre  L  K  eft  paral- 
lèle à  la  ligne  ^P,  &  qu'ainiî  Tangle  CGM  qu'il 
fait  avec  fes  ordonnées  étant  égal  à  Tangle  AP M  fera  ^ 


.  ri 
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droit.    2®,  Que  la  fradioai!l*j — îlL,qui  multiplie  le 

^^  mm    *     tmmt  *  * 

quatre  ^  x  dans  la  formitle  derienc  -L ,  &  qu'aiod  on 

aura  -î.  r;  i  :  c'eft  a  dire  que  le  diamètre  L  K  fera  cgal 

à  fon -paramètre  KH.  L'Ëliipfe  qui  ell  le  lieu  de  Té* 
quation  donnée  fera  donc  alors  un  cercle.  Or  comme 
alors  la  furmule  générale  fe  change  en  celle-ci 

—  ^/ 

on  pourra ,  fi  Ton  veut  abréger  le  calcul  ^  en  fe  fèrvant  d'a- 
bord de  cette  formule ,  pour  trouver  par  la  comparaifon 
de  Tes  termes  avec  ceux  de  la  propofée  ,  les  valeurs  àe?^ 
x^/,  qui  fervent i  décrire  le  cercle  qai  en  efl  le  lien. 

LEMME   FONDAMENTAL. 

Fowr  U  confiruSion  des  lieux  À  tHyferhele 

par  r Apport  À  fes  diamètres. 

X7^.  ^^^'  ^^^*  ^**  mêmes  chofes  ëianc  pofées  que  dam  le 
^Anc  L^n^«»C  précédent  pour  PEIlipfe  ,  on  décrira  *  du  dia- 
•^  '•  mètre  LK  {xt)  qui  ait  pour  paramètre  KH  {f)^  9c 
pour  ordonnées  des  droites  parallèles  â  PM^  une  Hy- 
perbole oa  deux  Hyperboles  oppo&fes.  Je  dâs  que  fa  por- 
don.  OM  ,ou  leurs  portions  reMerméesdansrangle  PAB 
Êtir  par  la  ligne  ^  P  icpzt  une  ligne  A:D  meaée  par  h 
point  fnce  ^  parallelemenc  i  P MSc  dir même  côte, fe- 
tz  le  lieuL  de  cette  équation  ou  fonnalè. 

•^  m  mm  m 

X     •  •■■■• 


ti»i»Mf  %mt  »> 

MJ 

fit 


dans  laquelle  on  doit  obfêrver  qu.*il  y  z-^lLlotC^t 
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le  diÂmctre  LK  eft  ufi  pferaitr  diamctre ,  &  —  J--Morf* 

que.c'efl:  un  iecoDd. 

Otr  ayant  n^eoë  d'un  de  Tes  points  quelconques  J|/ 
la  ligne  MP ^  qui  fafle  avec  A P  Tangle  donné  ou  pris 
à  volonté  ^ P M ^  &  qui  rencontre  les  parallèles  ^ e\ 
D  G ,  aux  points  jF  ,  G ,  on  aura  par  la  propriété  de  THy- 


pcrbole*i:Z  (2^),iC/f  {^)::CG  ^CK  ( îiff ^ liii  *  ^r/.  g,. 


—  ATy— ^iry-+  —  Arx-f  — x-+rf:   Donc  Ccc. 

S'il  arrive  que  le  diamètre  KL  {xt)  Se  fon  parame-- 
tre  KH  if)  foienc  égaux  entr*eax  j  rHypcrbole  fera 
cquilacere. 

Corollaike. 

33^'  Il  eft  dair  ,  i^.  Que  les  deux  quârrés^^  in  xx 
fe  trouvent  toujours  avec  dif&rens  (ignés  dans  cette 
formule ,  lorfque  le  plan  xy  ne  s'y  rencontre  point  $  ou 

bien  lorfqu'il  s*y  trouve ,  &  que  -iî^  furpafle  !1Z .    i^. 

Qu'ils  s'y  peuvent  trouver  avec  les  mêmes  fignes  ^  mais 
avec  ces  conditions  que  le  plan  xy  s'y  rencontre ,  êc 

que  le  quarré  —  de  la  moitié  de  la  fraâioo  qui  le  mul- 
tiplie )  foit  plus  grand  que  la  fraâioo  £1  —  -IIL  qui  »u|i. 
tiplie  le  quarré  x  x. 


mm         immt 


PROPOSITION     IV. 

Problème. 

J32«  v>OKSTlit7ili£  leliem  dune  équation  donnée  ^  dans 
laépielU  ,  0%  les  deux  quarrés  yyé^xxfe  rencontrent  avec 
diftrens  fignes ,  ou  bien  avec  les  mêmes  fignes  ,  mais  avec  ces 
deux  conditions  que  le  flan  ^ij  s'y  trouve  ,  ^  que  le  quarré 
de  la  moitié  de  la  fraction  qui  le  multiflie  foit  fltu  grand 

Ggij 


1^6  'Lit  kE    Si^T-i  E''Mi.  '  ^  ' - 

que  la  fraBion  qui  multiplie  le  quatre  x  x.   On  fufpafe  encore 
ici  que  le  quatre  y  y  fait  délivré  de  fraHions, 

On  conftruit  l'Hyperbole  qui  en  eft  le  lieu ,  comme 
Pon  vient  d^  faire  rElhpfe  dans  le  Problême  prcccdcnc. 
Les  Exemples  qui  fuivenc  le  feront  voir. 

Exemple    I. 

533-  OOiT yy^^llxy^Lxx^^icy\^zgx.^hb 
Tssxo ,  Krquacion  dont  il  faut  conftruire  le  lieu ,  &  dans  la- 
quelle on  fuppofe  que  le  quatre  —  furpaflé  :/!! . 

^  ^  mm 

Je  compare  les  termes  de  cette  équation  avec  ceux 
qui  leur  répondent  dans  la  formule  du  Leftime  »  &  j'ai 

i*^-^==— '-^3  &   partant   fi  l'on   fait  m=ia^  on  aura 

«„_^,    2^111^-^--^,  donc X=if=:ir,& 

pssa 3  .rss— iT.  4 h— ^«s— le.dou 

•*  m         '    xmt  ^' 

en  mettant  pour  z»,  »,  r,  2.  les  valeurs  que  l'on  vient 
detrouver.ontire  Jr=.zli:zil<fj  .  f  ,ZL 1 1 ^ s s^^Hîi:^ 
^^""'7IZ./     *  ^çavoir-f-z^lorfque  le  quarré  si  fur- 


pafle     7^"^][*>.    »  *^ — ' *  lorfqu'il  eft  moindre ,  parce  que 

1«  quarré  tt  doit  être  pofîtif  j  ce  ^^ui  fait  deuji  differens 
cas.  Or  les  valeurs  à^m^n^r  ^s^t  ^p.^  étant  aioû-  déter- 
minées, je  conftruis  le  lieu  en  me  réglant  fur  la  conftruc- 
tion  du  Lemme,  de  la  manière. qui  fuit. 
F I  G.  177.  Ayant  pris  \\xx  ^P  ^  la  partie  A  B  sa  a  ^  Si  mené  pa- 
''7**  ralleleraent  à  P  -M  &  du  coté  oppofé  les  droites  B  E  s=:è 

x=^«,  AD^c=^^r,]Q  tire  par  les  points  AiR^  U 
droite  ^Z  (f)  qui  ert:  donnée,  &  par  le  point  JD  J^ 
droite  indéfinie  D  G  parallèle  à  ^  £  fur  laquelle  je 
prends  la  partie  Z)C=.^4^t!i:=,_j  du  côté  oppofc 

bb — nf  *r 

à.  P  M-,^  de  part  &  d'autre  du  point  C  \^%  p&rtiés 

s 


f 
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»■■  ■  ■ 

CLy  C^,  égales  chacune  ittu  ^ ss^ eecc^^hh^^ 

èhH'^f''' — ^^•fcï<>'^  ^c  ^^  eft  plus  grand  ou  moin* 
drc  que  f^^^"**^^^^ .    Cela  fait ,  du  diamètre  ZK  {qui  ait 

pour  ordonnées  des  droites  parallèles  â  PMy  6c  pour 
paramètre  la  ligne  KH{p);=i  ittlZl^)  je  décris  une 

Hyperbole,  en  obfërvant  que  ZK  /0%-ï77j  doit  être 
un  premier  diamètre  dans  le  premier  cas ,  &  un  fécond 
/"yfg.  178.^  dans  le  dernier.  Je  dis  que  (à  portion  o  M 
fera  le  lieu  requis. 

Car  ayant  mené  d'un  de  ks  points  quelconques  M 
une  parallèle  MP  k  AD  y  laquelle  rencontre  les  lignes 
A B y  AEyD  G  ^  aux  points  P ^  F ^  G  5  on  aura  P F 

■=3~»&  ^i^  ou  DG  ET— .  Et  par  conféquent  iWTG  s:j^ 

•i-iï-f-^,  CG  ou  BG-\^CI>'::z''^  —  J  ,  puifquc 
CDzX  — ^.    Or  par  la  propriété  de  l'Hyperbole  ,  Z  K 

G  M  (  yy-+-— ^y-t-^^)'"+" — xx-\^  —  ^•+^f)jce 

qui  ,  en  mettant  pour  s  s  ^tt  &  j  leurs  valeurs 
t.tt^Béhh^^hct^ag^    n>ultipliant  les  extrêmes  &  les 

moyens,  &  divifant  par  2/,  donne  PéqUation  propofée. 
Donc  &c.  ' 

R  £  M  A  K  Q^U  E. 

334-  s  *iL  arrive  que  J/  ^  ç^ee^eehk  ^  j|  ^^  clair  que 

la  valeur*  de  tf  devienf  nulle  ou  zéro ,  &  qu*ainfî  la 
conftrudion  de  l'Hyperbole  devient  impoffible.  Mais  il 
faut  bien  remarquer  alors  que  Tcquation  propofée  s*a- 
baifle  toujours  ,  en  forte  que  fon  lieu  ,  qui  devroit  être 
une  ou  deux  Hyperboles  oppofces ,  devient  une  ou  deux 
lignes  droites.  En  effet  dans  nôtre  exemple  on  a  ré- 
duit réquation  donnée  â  cette  proportion  ee.  bb  —  afw 

Ggiij 
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S  S  ^ft.  yy  *^^  xy  ^^xx  ^  xty 

ce  \  d  où  9  en  efEiçanc  /^  qui  eft  ûul ,  muki* 
plianc  les  e^ttrêcnes  &  les  moyens  «  &  extrayant  de  parc  / 
&  d'autre  la  racine  quarrce  ,  l'on  tire  ey  -+  î— ^  ^  ^  ^ 

^  !i^— f  A^^^  — i//,  c'eft  à  dire  en  mettant  pour  —  s 
fa  valeur  ill:tJ!ii ,  &  divifant  de  part  &  d'autre  par  9^ 

y^ — af 

cette  équation  ^  -+  --,  -+  f  «a  — - — i  -+  ^^-_—  ou  j^ 

— 2Z~        ^^^-^  """5^"* 

^^  bb—i^f^^p^^f^_^ — r,  rechange  en  cette  au. 

tre/aa^ î.  X  dont  le  lieu  eft  une  ligne  droite  que  Ton 

conftruit  félon  Tarticle  506. 

La  raiibn  de  ceci  eft  évidente  par  la  formule  géné- 
rale du  Lemme  5  car  effaçant  dans  cette  formule  le  cer» 

me  H^'-i!quî  renferme  le  quarré  tt  que  Ton  fuppofe  égal 

à  zéro  ou  nul ,  elle  fe  change  en  tranfpofant  certains  ter- 
mes  ,  &  extrayant  les  racines  quarrées  en  cette  autre 

j^—JLx— rtsli  —  j^Zou  j~li^où  les  in* 


m  xt  m         xt 


connues  x^y  ne  font  plus  qu'au  premier  degré , &  dont 
le  lieu  par  conféqpent  devient  des  lignes  droites. 

Exemple    IL 

S  M*  O  N  demande  le  lieu  de  Téquation  donnée 
yy  —  XX -+ 1^/ -+^a;=b^. 

La   comparaifon   des   termes  correfpondans   donne 

i^.^lzii  0  y  parce  que  le  terme  xy  ne  ië  trouve  point 

dans  la  propofëe  j  d'où  l'on  tire  »£=«,&  par  confë. 
quent  w  c=  ^  i«».  JL=;  I ,  &  partant/;=î  xt.  5*.f  a  — a. 
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xrrt 


&  flinfi  •4-  itwmss — — «■— .^^4^-  en  cnetcant  pour 


r,  !l  ,  /  leurs  valeurs  — ^,1,7^5  d'où  te  connois  qu  il 

faut  prendre  dans  le  dernier  rerme  de  la  formule  —  ttic 
non  pas  — f  //»  afin  que  la  valeur  de  tt  foit  poficive.  Je 
conftruîs  ensuite  le  lien  en  cetre  force. 

Puifque  ^D  (r)  ss  —  a  ^  je  mené  par  le  point  ^  fiQ.  17^; 
parallèlement  â  P^  &  du  côté  oppofé  la  ligne  ^  Dsmaa-y 
&  puifque  J5£(«)ss^,  J€  tire  par  le  point  D  la  droite 
D  G  parallèle  à  ^  P  ,  fur  laquelle  je  prends  la  partie 
DC  [s)  ~7^  du  côté  àt  P  M  y&i  de  parc  &  diantre 
du  point  C  les  parties  CL  ^  C  K  ^  égales  chacune  â 
t  pr  f^\aa.  Eoiuire  du  fécond  diamètre  Z  K  (  parce 
qu'on  a  pris— «/^  dans  le  dernier  terme  de  la  for- 
mule )  qui  ait  pour  ordonnées  des  droites  parallè- 
les à  P  iLf,  &  pour  paramètre  la  droite  KH  {f)  zi^it 
—  Z/C,  je  décris  une  Hyperbole.  Je  dis  que  fa  portion 
OM  fera  le  lieu  qu'on  cherche. 

Car  ayant  mené  d'un  de  ks  points  quelconques  M 
une  parallèle  MP  i  •/^  D ,  qui  rencontre  les  droites 
A  P  yD  G  ^  aux  points  P  ^  G  j  on  aura  M  G  —  j'  H-  a  ^ 
CG  on  DG  —  De  tr x  —  \a^Sc  par  la  propriété  de 


^ 


l'Hyperbole   LK   {zt).   KH  {it)\t  CG    -+   çK 

{xx — ax-^^aa^tt).  GM  (/^ -H  1  ^j^-+-^ ^ )  j  ce 
qui  donne  en  mettant  pour  ^^  fa  valeur  ^^^^  Téqua^ 
cioa  même  propofée  yy-^i^y  —  xx-^ax  zio. 
Il  eft  évident  que  l'Hyperbole  cil  équilacere» 

53^»  JL  o  &  s  Qjj  E  les  deux  quarrésj^y  ic  xx(c  trou- 
vent avec  difïerens  fignes  &  (ans  fraâion  dans  une 
À]uatioa  ,  où  le  plan  xy  ne  k  rencontre  point  3  (on  lieu 
ièra  toujours  une  Hyperbole  équUatere.     Car  la  frac- 

cioaiLZ  d*  la  iormule  (èra  nnle  oa  zéro  }  &.  partant 
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£E  (»)  ï=  0,  &  m  sr  f.  D*où  il  fuit  que  la  fraâioo 
i^— --llLqui  multiplie  le  quarré  xx  dans  la  formule  de-' 
vient ^5&  qu'ainfi  on  aura — i-r:  1  ,c*cft  a  dire, 


1  ^ 


1  / 


que  le  diamètre  ZK  fera  égal  i  fon  paramètre  /CH, 
ou  ,  ce  qui  eft  la  même  chofe  ,  que  l'Hyperbole  fera, 
cquilatere.  Or  comme  la  formule  générale  fc. change, 
alors  en  celle  ci 

yy — xx^— iry-+  isx 


ti 

il  s*enfuit  qu'on  peut  s'en  fervir  d*abord  pour  trouver 
les  valeurs  de  r,i,  /,  qui  fervent  à  conftruire  THyper. 
bole  cquilatere  qui  eft  le  lieu  de  Téquation  donnée  3  ce 
qui  abrège  le  calcul. 

LEMME   FONDAMENTAL, 

Tour  la  conftrtiÛion  des  lieux  à  l' Hyperbole 

entre  fis  ^Jymptotes. . 

117 •  Soient  comme  dans  la  définition  première , 

deux  lignes  inconnues  &  indéterminées  ^ P  (x),  V  M 

{y)  qui  fadent  entr'elles  un  angle  donné  ou  pris  a  vo* 

Jonté  AP  M  '^  it  foient  de  plus  des  lignes r droites  don*' 

nées m^n, f^r^s.    Cela  pofé. 

F 10. 180..      I^  On  prendra  fur  la  ligne  ^ P:^\z  partiels  =5  w  j  & 

ayant  mené  \ts  droites B Esan^  ADts^r^ parallèles  â  PM^ 
&  du  même  côté  3  on  tirera  par  le  point  A  la  droite 
A  £  qui  eft  donnée ,  &  que  j'appelle  e  ,  &  par  le  point 
JD  la  droite  indéfinie  I> G  parallèle  i  AE\  fur  laqueL 
le  ayant  pris  les  parties  DC>»i3  C  K^ae  du  côté  que 
s'étend  ^  T' ,  on  mènera  parallèlement  à  P  M  te  du, 
même  côté  la  droite  indéfinie  CZ,&  la  ligne  KHtsaf^ 
'^An.  i)o,  On  décrira;  enfuite.'^  entre  \^s  Afymptotes  CL  ,  C  K^ 
!}!•  une 
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une  Hyperbole  qui  paflè  par  le  point  H.  Je  dis  qu'elle 
iëra  le  lieu  de  l'équation  ou  formule. 


xy 


Ixx 


n  s 
^  X 

ê 

rx 


m  ff 

e 


S  0. 


xy 

m 


-j,&par  laproprie- 


en  XX 


n  SX 
m 


*Art.  ICI* 


Car  Gilfsîf — tZ — r,CG  srlf 
té  de  l'Hyperbole  *c  GnGJ4(t 

— llf -l-fj)  ^CK*KH  Up) }  ce  qui  donne  en  dcli- 
vrant  le  ternae-x^rde  fradions,  &  mettant  par  ordre  tous 
les  termes,  la  même,  équation  xy  —  JUxx  —  —  y  &c- 
que  cy  detTus. 

!«.  On  mènera  par  le  point  fixe  ^,  une  ligne  indcfi.  F 10.  i8f. 
Die  ^j^ parallèle  à  PMiL  du  même  côté  3  &  ayant  pris 
for  cette  ligne  la  partie  ^B  =;  »z ,  on  tirera.  4^  s  »  parai- 
lele  à  ^  P  &  du  même  côté  ,&  par  les  points  déterminés 
^ ,  £ ,  la  ligne  ^  E  que  j'apoelle.  e  j  &  ayant  pris  fur  ^P 
la  partie  AB^r  du  côté  de  PM^  on  tirera  la  droite 
indéfinie  B  G  parallèle  à  ^  £ ,  fur  laquelle  on  prendra  les 
parties  BC  ^f  ^  c Kzi  f  da  côté  que  s'étend  PM^  & 
on  mènera  parallèlement  à  AP  &  du  même  côté  *  la 
droite  indéfinie  CZ  &  la  'igpe  ^H'ts/>.    On  décrira 
enfuite *  entre  les  afymptotès  CZ,  C^,  une  Hyperbole  *^rt,  130» 
qui  paflè  par  le  point  H.  Je  dis  qu'elle  fera  le  lieu  de  »Ji. 
cette  féconde  équation  ou  formule.' 


V— -J'J' 


m  s 

ê  - 


n  s 


ê. 


Car  ayant  mené  d'iin  de  fes- points  quelconques  m 
là  ligne  M  Q^ parallèle  i  AP  ^  ic  qur* rencontre  les  pa- 
lailcles  ^  £ ,  D  G ,  aux  points  i? ,  G  j  les  triangles  Sem- 
blables >tf^£,  A^y  donneront  AB  {m),  ^e  {e)  i. 
'AQj>VkPM  {y).,APo\i  BG  c:l^,&  AB  {m).  B Ê 

(f);5  v^Û.(;)«.^5=^.  EtparconféquentG;waj*f 

Ht- 


^ r   ÇG  tz'-^- —  i'  Or  par  la  propcteté  de  l'Hy- 

perbole  CG^GM  s=:  CXn/CK^  ce  qui  donne,  en  met- 
tant pour  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques,  &  déli- 
vrant le  terme  xy  de  fraâionsj  la  même  féconde  formu- 
le que  cy-deiTus.   Donc  &c. 

Co  H  O  L  LA  I  RE. 

358*  Il  eft  clair  i**.  Que  le  terme  xy  ft  rencontre 
toujours  dans  ces  deux  formules  ,  puifque  n'étant  muU 
tiplié  par  aucune  fraâion  ,  on  ne  peut  point  la  fuppofer 
nulle  pour  le  faire  évanouir.  2°.  Qu'il  ne  s'y  peut  ren- 
contrer que  l'un  des  quarrés  xx  ou jy^, lequel  s'évanoûic 

fi  la  fraâion  ~qui  le  multiplie  eft  nulle. 

PROPOSITION    V. 

ê 

Problème* 

,  539-  T  KOVVEK  le  lieu  d^une  équation  donnée  dans  U» 
quelle  le  flan  x  y  y?  rencontre ,  fans  aucun  des  quarrés  x  x  ^ 
v^  ^ou  feulement  avec  l^un  des  deux. 

Où  délivrera  le  plan  xy  de  fradiôns ,  &  on  compa* 
rera  les  termes  de  Téquation  donnée  avec  ceux  qui  luy 
répondent  dans  la  première  formule  lorfque  le  quarrc 
XX  s'y  rencontre,  &avec  ceux  de  la  féconde  lorfque  c  eft 
le  quarré^j'  ,  &  enfin  â^vcc  celle,  des  deux  qu'cki  vou- 
dra lorfque  pas  un  des  quarrés  xx&iyyv\Q  s'y  trouve.  On 
tirera  enfuite  de  la  comparaifon  de  ces  termes ,  des.  va- 
leurs des  quantités  nt^nyp  ^r^s  ^  par  le  moyen  defquel- 
les  on  décrira  une  Hyperbole  entre  fes  afymptotes  com- 
me Ton  a  enfeignc  dans  le  Lemme précédent^ en  oh/er- 
vant  toujours  de  mener  ou  de  prendre  du  côté  oppofë  i 
yi  P  Si  à  P  Mies  lignes  dont  les  valeurs,  font  ncgadveSb 
Les  Exemples  qui  fuivent  cclairciront  ces^  reglei. 
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Exemple    L 

340.  O  N  demande  le  lieu  de  xy-^ xx — rjrs:  0. 

Comme  c'eft  le  quarrc  xjc  qui  fe  rencontre  dan$ 
l'équation  donnée  ,  je  choifis  la  première  tormuIe3  & 
j'ai  par  la  comparailbn  de  Tes  termes  avec  ceux  de  la 

propofëe ,  i^  -i  t=;  1 ,  d*où  en   faifanc  «i  sr  ^  ,  je  tire 

»  c=  *.  1*».  ^  =5  £  ,  &  partant  s  =:  -.  }°.  — —  rtizo, 
parce  que  TinconQuë  x  ne  fe  trouve  point  au  premier 
degré    dans   Téquation    donnée  ,  8c  partant    r  ;zr  ^. 

^«  ÎLÎli — ;ii^  j:^^,  parce  qu'il  ne  fe  trouve  point  de  ter- 

mes  entièrement  connus  &  &  partant^  sliz::!!!..  Or 

comme  les  valeurs  de  A P  {m) ,  BE  (») ,  CD  (/), 
^2)  (r),  a://  (^)  font  toutes  pofîtives  ^  je  conftruis  le 
lieu  prccifément  comme  dans  le  Lemme  (yfg.  180.  )  en 
ebfèrvant  de  prendre  pour  les  lignes  les  valeurs  que  Ton 
vient  de  trouver. 

CarG;w  c=/— if  —  i^,  CG  ou  DG—DC=îi^%  F,  a.  ,«0. 

&  par  la  propriété  de  l'Hyperbole  CG^GM  rnCTC»  kH 
c'eft  a  dire ,  en  mettant  les  valeurs  analytiques  ^  i*équ^ 
tioB  même  donnée*    Donc  &c. 

Exemple    II. 

34^  •  S^  a  I T  xy^  Lyy — cy — ff  s^,  Téquation  donr 

il  faut  conftruire  le  lieu. 

Comme  c*efl:  le  quarré/jr  qui  (e  trouve  dans  Téqua- 
tioii  donnée ,  je  choifis  la  féconde  formule  3  &  j'ai  par 
la  comparaifon  de  k^  termes  avec  ceux  de  la  proposée  y 

!«.  — Z3  — t  /&  fi  Ton  fait  m  tr^,on  aura  »=  — b. 

m  .s 

a^îllsa  •  j  Ce  partant  i  ts  tf.    3^  rszc  4*.  «^ss/,  & 

Hhij 
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partant  p  t:iZ.     Ce  qui  donne   la  confkruâion  fitU 

vance. 
F I  G.  i8i.  Ayant  mené  par  le  point  Ûtuc  A  ^  une  ligne  indéfinie 
\A  ÔjfZx^WXt  i  I^  M  &c  du  même  côté  ,  6c  ayant  pris 
fur  cette  ligne , la  partie  ^ £  {m)  zza /]e  tire  £E  t=:k 
S  — n  parallèle  à  ^  P  6c  du  côte  oppofe^  &  par  les 
points  déterminés  j4 y  £  ,  la  ligne  AE  {e).  Je  prends 
fur  A P ^  la  partie  AD  (r)'— r  du  côté  de  PAf^Ôc  je 
tire  la  droite  indéfinie  DG  parallèle  à  AE  ^  &  comme 
les  points  2>,  c,  tombent  Tun  fur  l'autre  ,  parce  que 
DC  (j j  r=^,  je  prends  fur  cette  ligne  la  partie  Z>K  c^ 
du  côté  que  s'étend  P  M^&c  ayant  mené  parallèlement 

^   à  ^  P  &  du  même  côté  la  ligne  KH  if)  t=-?,  &  la 

droite  indéfinie  D  L  qui  tombe  ici  iur  A  P  ^  je  dé- 
cris entre  les  Afymptotes  DZ  ,  D /c^  une  Hyperbole 
qui  pafle  par  le  point  H.  Je  dis  qu'elle  fera  le  lieu  re- 
quis. 

Car  ayant  mené  d'un  de  Ces  points  quelconques  M  y  la 
droite  ^^parallele  i  AP  àc  qui  rencontre  Iqs  parai» 
leles  A  B  ,DGj  aux  points  F,  G ,  on  aura  G  M  ouMQ^ 

J^QF  —  FG^x^tl  —  r,  Z>G  ou  ^ftr!2,  & 

pariSintDGHGM^'^^Lt22^t^^CKHKHClY 

Ce  qui  donne ,  en  délivrant  le  terme  xjf  de  fradions  ,  l'é- 
quation propofée  xy  î-j-  ^jfy  — cy  — ff  tr  o. 

Rem  ARQ^xji; 

34^vS  I  l'on  prend  pour  l'arbitraire  AB  {m)  une 

atutre  valeur  que  a  p  celles  de  C K  {e)  &  de  iC/f  (/) 

^     changeront^  mais  les  valeurs  du  redangle  CKxK/i 

{ep) ,  &  àts  droites  AD  (r)  y  C D  {s)  demeureront 

toujours  les  mêmes  ^  car  elles  ne  renferment  dans  leurs 

^exprefSons  que  les   rapports  J!./J!.^  ^  ^  qui  ne  cha0<« 


•  r 

» 
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gCDt  points puifque.dans  le  criangle  AB E  l'angle  ABE 
«ft  donné  ^  &  la  raifon  w  (  qui  dans  cet  exemple  eft  i.  ) 

du  côte  AB  {m)  au  côté  BE  {n).  Or  comme  THy* 
perbole  qui  doit  pader  par  le  point  H ,  fera  toujours  la 
même*,  telle  grandeur  que  Ton  puiffe  donner  à  C  i\  (e)  ^^Art.  lou 
&  à  KH  {p)y  pourvu  que  le  redangle  c  khkH  de- 
meure le  même  {  il  s'enfuit  que  Ton  conflruira  toujours 
ia  même  Hyperbole ,  telle  grandeur  que  Ton  puifTe  pren- 
dre pour  Taroitraire  AB  )m). 

Exemple    II  L 
343*  IL  faut  conftruire  le  lieu  de  Téquation  donnée 

jcy  —  ay^bx'^cc  ^0^ 

Comme  pas  un  d^s  quarrés  xx  6c  y  y  ne  k  trouve 
dans  Téquation  propofëe  ,  je  puis  prendre  indifférem- 
ment Tune  ou  l'autre  des  deux  formules ,  par  exemple^ 
ia  première  ,  de  laquelle  comparant   les  termes  avec 

ceux  de  la  propofée  ,  j'ai  i^  —  —  (? ,  &  partant  n  ^0^ 
&1  w  es  ^  j  je  fais  m  ^a.  i^.ZLouj  ;zia.  3°.  r  ts  —  6, 
puifque— z3  0.    49.  rs^--^mp=i  ce  ^tc  partant  ^  =:  —  b 

^  ~ .     Or  ces  valeurs  de  m  ^n  ^r  ^  s  ^f  ^  étant  ainfî 

déterminées ,  je  conflruis  le  lieu  de  la  manière  qui 
fi^t.      - 

Puifque  AJ>  (^)=f-^^  V  je  "ca^Tie  parallelemept  à  Fig.  185. 
P  Af  6c  du  côté  oppofc  la  ligne  AD:=;i^î6c  puiTque 
B  E  («)=5^,  je  tire  la  droite  indéfinie  ÈG  parallèle  â 
AP  fur  laquelle  ayant  pris  les  parties  £)C(/)=s^, 
C K^e)  :=:  mx=2^a  du  côté-  que  s'étend  ^  P  ,  je  tire  la 

droite  indéfinie  CZ ,  &  la  ligne  K  H^h^iL:=:^f 

{parallèle  i  P  M  &c  du  coté  oppofé.     Je  décris  enfuite 
'Hyperbole  oppofée  â  celle  qui  ayant  pour  Al^mpto- 
tes  les  droites  CL  ^  C  K,  paffe  par  le  point  H.  Je  dis 

^     Hhiij 
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que  fa  portion  iiKléfinie  OM  renfermée  dans  Tangle 
J^j4  s  )  faite  par  la  droite  indcfinie  ^  P  &  par  la  ligne 
^  S  menée  parallèlement  i  P  M  &c  du  même  côté ,  iera 
le  lieu  cherché. 

Car  CM  ou  P  C-h  PJl/=/H-^  &  CG  ou  CD 
—  DG?=;^— ATjôcpar  conléquent  CG^  GM^=zaym^xy 
^ah^^hx=iCJ^  »  KH  (^^-J-tf^)  j  ce  qui,en effaçant 
de  part  &  d  autre  le  redangle  ab  ^ic  tranfpofant  à 
l'ordinaire  ,  donne  xym^ay^JfX'^ccz=zâ  quieftl'Çr 
quation  propoiëe. 

Il  auroit  été  inutile  dans  cet  Exemple  de  décrire  THy- 
perbole  qui  paflc  par  le  point  H  ^  car  aucun  de  Tes  points 
ne  pourroîc  tomber  dans  l'angle  PA  5  ^  où  Ton  fuppoiè 
que  doivenc  tomber  les  points  M. 

R  £  M  A  K  Q^U  E. 

344*  s  *i  L  arrive  qu'en  comparant  les  termes  de  la 
formule  avec  ceux  de  l'équation  donnée,  on  trouvât  que 
^  =  ^  )  on  voit  qu'il  (èroit  alors  impoffible  de  décrire 
l'Hyperbole  qui  en  devroit  £tre  le  lieu,  putfque  ik  puid 
fànce  qui  eft  égale  au  reâangle^^  feroit  nulle*  Mais 
alors  Téquation  fe  pourroit  toujours  abaiilèr  ^  en  forte  que 
fon  lieu  deviendroit  une  ligne  droite  5  car  effaçant  par 
exemple  dans  la  première  formule  du  Lemme  le  terme 

mp  ^  elle  devient  xy^^^Lx  x^^y^—x^^rx  *   ^^' 


:=:^)qui  étant  divifée  parL.«^j  donne  7^- — ^^r;=:^ç^ 
*  Art.  ici.  donc  le  lieu  *  eft  une  ligne  droite.  ^ 

PROPOSITION    VI^ 
Problème» 


345*  C  o  N s T RU 1 1. 1  t0ut  Utn  4»  fec*nd  degré ^  fi» 
éjoation  étant  domée. 
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Tous  les  termes  de  rcqu^^cion  étant  mis  d'un  même 
côté  y  en  forte  que  Pun  des  men^bres  foit  zéro  ,  je  diù 
tingue  deux  difièrens  cas. 

Premier  cas.    Lorfque  le  plan  xy  ne  fè  trouve  point 
dans  Téquation  donnée,    i^.  S'il  n'y  a  que  Tun  des  quar* 
tés  y  y  ou  X  AT ,  le  lieu  fera  une  *  Parabole,  z®.  Si  les  deux  *Art.  310. 
quarrcs  jfj'  bc  x  x  s'y  trouvent  avec  les  mêmes  fîgnes,  le 
lieu  fera  une  *  EUipfëou  un  cercle.  3®.  Si  ces  deux  quar.  *^r/.  314 
rés  s'y  rencontrent  avec  diflèrens  fignes  ,  le  lieu  fera 
une  *  Hyperbole  ou  deux  Hyperboles  oppofées  rappor-  *^r/.  jji. 
tées  â  Tes  diamètres. 

Second  cas,   Lorfque  le  plan  xy  fe  trouve    dans  l'é- 
quation donnée,     i^.  Si  pas  un  des  quarrés  yy  ic  xx 
ne  s'y  rencontre  ou  feulement  l'un  des  deux  ,  le  lieu 
fera  *  une  Hyperbole  entre  ks  Afymptotes.    i^  Si  les  *^'^*  JJ9* 
deux  quarrés  jrjf  bc  xx  s'y  trouvent  avec  difFerens  fî- 
gnes ,  le  lieu  fera  *  une  Hyperbole  rapportée  d  ks  dia-  "^Arf.  ai. 
mètres.    3^.  Si  ces  deux  quarrés   s'y  rencontrent  avec 
les  mêmes  fîgnes  ,  on  délivrera  le  quarré  y  y  de  frac- 
tions ,  &  le  lieu  fera  »  une  Parabole  lorfque  le  quar-  *  Art.  jio. 
ré  de  la  moitié  de  la  fraâion  qui  molciplie  xy  eft  égal 
â  la  fraction  qui  multiplie  le  quarré  xx  j  une*Ellipfe  "^Art.^i^ 
ou  un  cercle  lorfqu'il  eft  moindre  ^  Oc  enfin  une  *  Hyper-  *Jirt.  au 
bole  ou  deux  Hyperboles  oppofées  rapportées  â  fes  dia- 
mètres lorfqu'il  e(l  plus  grand. 

On  décrira  le  lieu  félon  l'article  j  10.  s'il  efl  une  Pa- 
rabole  ^  félon  l'article  314.  s'il  efl  une  Ellipfe  ou  un  cer. 
de  )  félon  l'article  33t.  s'il  eft  une  Hyperbole  ou  deux 
Hyperboles  oppofées  rapportées  â  ks  diamètres;  &  en- 
fin félon  l'article  339.  fî  c'eft  une  Hyperbole  entre  fes 
Afymptotes.  Tout  ceci  n'eft  qu'une  fuite  de  ces  qua- 
tre articles. 

COKOLLAIJIE. 

346.  \Jne  équation  du  fécond  degré  étant  don- 
née 9  comme  la  Seâion  Conique   que  Ton  trouve  par 


■»  '   k 


14^  LiT&B   Septix'mb. 

»  Art,  i  14.  les  règles  prefcrices  eft  le  lieu  *  de  toutes  les  valeurs  canr 

vraies  que  faufles  de  l'inconnue  y ,  qui  répondent  aux 
valeurs  tant  vraies  que  faufles  de  l'autre  inconnue  x  ;  it 
s'enfuit  qu'il  ne  peut  y  avoir  que  cette  feule  Seâion  qui. 
foie  le  lieu  de  l'cquation  donnée; 
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LIVRE     HUITIEME. 
Dts  Problêmes  indéterminés, 

PROPOSITION    GENERALE. 

347*    A  KOVVEK  le  lieu  d'une  infinité  de  f oints  qui  pi©.  184» 
ayent  tous. certaines  conditions  marquées 9  lorfque  ce  lieu  nefaffe 
foint  le  feeond  degré. 

1^.  On  fuppofera  comme   connues   &   déteriiiinées 
deux  lignes  droites  inconnues  &  indéterminées  ^P  {x)\ 
PM  (^),  qui  faffent  eotr'ellcs  un  angle  A  P  M  àoTiwi 
ou  pris  à  difcretion  5  &  dont  Tune  ^  P  ait  une  origine 
fixe  &  invariable  en  un  point  A ,  &  s'étende  le  long  d'u^ 
ne  ligne  donnée  de  pofition  y  l'autre  P  M  qui  détermine 
toujours  par  Ton  extrémité  M  ,  Tun  des  points  cherchés^ 
change  continuellement  d'origine  ,  &  foit  toujours  pa- 
rallèle à  la.  même  ligne.    iP.  On  tirera  les  autres  lignes 
que  Ton  jugera  utiles  â  la  folution  du  Problême  ,  &  on 
les  exprimera  par  des  lettres  3  fçavoir  ^  les  connues  parles 
premières  lettres  de  l'Alphabet ,  &  les  inconnues  par  les 
diernieres.   3®.  On  regardera. la  queftion  comme refoluë, 
&  après  en  avoir  parcouru  toutes  les  conditions  ,  on  arri- 
vera  enfin  à  une  équation  qui  np  renfermera  que  les  deux 
inconnues  x&^  mêlées  avec  des  connues.  4^  Cette  équa- 
tion dans  laquelle  on  fuppofe  que  les  inconnues  xicy 
ayent  au  plus  deux  dimenfions ,  étant  formée ,  on  en  cond 
ttuira  le  lieu  félon  les  règles  prefcrices  dans  le  Livre  pré-- 
ccdenc  5  &  le  lieu  ainfi  conftruit  refondra  la  queftion;' 
l'eut  ced  s'éclaircira  par  les  Exemples  qui  fuiv6nt^ 

Exemple    L' 

34^*    1  »^  ou  V  E  K  dans  l'angle  donné  B^Cle  point  F 1  «.  184.; 
jM^'tc\  qu'ayant  mené  de  ce  point  les  deux  droites  M  F^ 
iM  G  ,  qui  faiTent  fur  les  côtés  A B,  A  c y  toujours  vers 
la.même  part  ^  des  angles  xlonnés  MF B ^  MGC  \\^ 

'  •  li 


/ 


*  *  •.    » 
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droite  MF  foie  toujours  i  kt  «Irokc  JU  G  «»  U  railba 
donnée  de  ^  â  ^.  £t  comme  il  y  a  une  infinité  de  ces 
points ,  en  demande  la  ligne  qui  les  renferme  tous ,  & 
qui  en  eft  par  conféquent  le  lieu. 

Par  le  point  M ,  que  l'on  fuppofe  être  un  des  points 
cherchés ,  ayant  mené  la  ligne  M  P  paralkle  â^C  j  on 
confîderera  les  deux  droites  inconnues  &  indéterminées 
^P  {x)^  PM{y  ) ,  comme  connues  &  déterminées.  On 
prendra  fiir  le  côté  ^B  h  partie  ^B^  a^on  tirera  les 
droites  BC^  BD^  parallèles  i  MF^  M  G  ^  &  qui  ren* 
contrent  aux  points  c ,  D  >  Tautre  côté  ^  c  prolongé , 
s'il  eft  neceOàire  ^  &  on  nommera  les  connues  ^C ^c^ 
B  C.^fi  BDyg.  Prefencement  menant  JM  i!^ parallèle  â 
^J!,lc$  triangles  femblables  ^CB^PMF^tc  AB D , 
J(M  G,  donneront  ces  deux  proportions  :JlC{c).  CB 

(/)  ::  MF  {y).  MF  C=^,  U  AB{^).BD  (g)  ::  MQ^ 

ou  AP  {x)\  MG  r=~5  ce  qui  farisfait  â  la  première 

condition  du  Problême,  puifque  les  lignes  MF^MG, 
ibot  toujours  fuppofées  parallèles  aux  deux  mêmes  droi- 
CCS  BC^  -B  D ,  qui  font  fur  les  côtés  AB  ^AC^  les  an- 
gles  donnés.  Or  par  la  féconde  condition  qui  refte  â  ac- 
complir ,  il  faut  que  MF(fl).  M  G  (^)  :  :  ^ ,  ^  j  d*où 

Ton  dre  Téquation  y  es  ^4t^^^  renferme  toutes  leî  con- 
ditions du  Problême,  &  dont  le  lieu  fera  par  conféquenc 
^Art.^ot.  celui  que  Ton  cherche.  II  fe  confttuit>  ain(î. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  A  P^  la  partie  A  H  tz^  ^  £bic 

menée  HE  =1^  parallèle  à  P  M  6l  d\x  mètac  côté ,  & 

foit  tirée  la  droite  indéfinie  A  E.  Je  dis  qu'elle  fera  le  Hea 
de  tous  les  points  cherchés  M. 

Car  ayant  mené  par  un  de  /es  points  quefcon^ues  M 
les  droites  MP^M  ^  parallèles  aux  deux  côtés  A  C  ^ 
AB  ,& les  droites Af/?^ il/G,. parallèles  à  JJ  c,  BD.U 
qui  font  par  conséquent  fur  les  deux  côtés  A  B  ^A  C  ^ 
les  angles  donnés  }  on  aura  â  caufe  des  triangles  fembla- 
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hki  jiHE  ,  ^P  j«  ,  cette  ptoportios  j  AH  (h). 
HE('j)^i  ^P  (xJ.PM  6';»'^,&à  caufedcs 
triangles  feroblables  ^ C^,  PM  F^  6c  AMD ,jMi  G, 
ces  deux  autres  ;  AC  (c),  CB  (f)  ::  MP  (^^  M  F 

— ^:j&  AB  (a).:PB  {gj  ::  A/^ou  AP  (x).  MG 

«£i.  Et  par  confcquent  MF  (iî).  m  G  (U)  -..a.  h. 
Ce  qui  étoît  propofc* 

Je  n'ai  refolu  cette  queftion  par  le  calcul ,  que  pour  Fig.  i«f. 
la  rapporter  i  la  Propofition  générale ,  &  commencer 
par  des  Exemples  (impies  &  ailes  i  en  faire  voir  l'appli<» 
carion  j  car  on  peut  refoudre  ce  Problême  fa»  aucun 
calcul  y  &  dUine  manière  plus  facile  en  cette  forte. 

Soient  tirées  les  droites  -^  a:  ,  ^  z ,  qui  faflcnt  Çog^S 
AC y  les  angles  donnés  KAB  ^  LAC^Sc  qui  foient 
enrr'èlles  en  la  rai/bn  donnée  de  a  à  6.  Soient  menées 
les  droites  KM^LM^  parallèles  aux  côtés  AB^Ac^ 
&  qui  fe  rencontrent  au  j>oint  Af  j  par  où  ,  &  par  le  fom- 
met  A  de  Tangle  donne  BAC^  foit  tirée  la  ligticAM: 
je  dis  qu'elle  fera  le  lieu  cherche. 

Car  ayant  mené  d*un  de  fes  points  quelconques  £  les 
droites  ER^E  S^  parallèles  iAK^AZion  aura  â  eau- 
fe  des  triangles  femblables  A  ER^  m  A  K  ^Sc  A  ES 
MAZ^ces  proportions  ER.AK  ::  A E.AMiiES. 
AL.    ïX^^ït^utER.ES:.AK.AZ:.a.b. 

Exemple    II. 

349*  Les  parallèles  AByCD.étznt  données  depia   lU 
poGtion  j  trouver  le  lieu  de  tous  les  points  M  tellement       *      * 
placés  entre  ces  lignes ,  qu'ayant  tiré  \ts  droites  MP^ 
il/ G}  qui  faflènt  avec  dles  toujours  vers  la  même  parc 


emr'eUes  en  la 

Ayant  pris  pour  l'origine  fixe  des  indéterminées  ^  P 
(  X } ,  un  point  quelconque  ^  de  la  ligne  AB^H\ts  deux 

1  ij 
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droites  ioconnuc's  &  indéterminées  AP  (x)jPM{y) 
étant  fuppofées  connues  &  déterminées ,  on  mènera  les 
lignes  ^  c,  AE  , parallèles  aux  deux  droites ^mp^mG^ 
êc  on  nommera  les  connues  ^  c^c*yA  B  yf  -^  Cela  fait , 
on  prolongera  P  M  jufqù'â  ce  qu'elle  rencontre  CD  en 
J|  Scies  triangles  femblables  CAE^F  MGy  donneront 

\aC{c).  A  E{f)  Il  MF  (c — y).MG^'I=^.  Or  fe- 

Ion  la  condition  du  Problêmequirefleâ accomplirai! faut 
que  MP  {y).  M  G  (î^^^)  :  :  ^.  ^  5  d'où  Ton  tire  Téqua^ 

tion  r  :=:  ■■^^^■qui  renferme  toutes  les  conditions  du  Pro- 

f^  Art.  )07.  blême  y  &  dont  le  lieu  qui  eft  *  une  ligne  droite  indéfi* 

nie  H  M  menée  parallèlement  i  A  B  en  forte  que  v^H 

Bs  -—L^  y  éft  par  conféquent  le  lieu  cherché. 

Exemple    lll. 

Fi  g.  187.  35^*  -L/  ^vx  points  A^B  y  étant  donnez ,  en  trou- 
ver un  troiHéme  M  ,  tel  qu'ayant  mené  les  droites  MA^ 
M  B  y  elles  foient  toujours  entr'elles  en  raifbn  donnée 
àt  a  i  b.  Et  comme  il  y  a  une  infinité  de  ces  points  M^ 
il  eft  queftion  de  décrire  le  lieu  qui  les  renferme  tous. 

Il  peut  arriver  trois  diflèrens  cas  félon  que  a  eft  moin- 
dre y  plus  grand  >  ou  égal  ib. 

Premier  cas.  Par  le  point  M  ^  que  je  fuppofe  être  un 
de  ceux  qu'on  cherclie ,  ayant  mené  la  ligne  MP  per- 
pendiculaire fur  A  B  (car  n'y  ayant  point  d'angle  donné 
dans  le  Problême  ,  on  choifit  l'angle  droit  comme  le 
plus  fimple),  &  les  deux  droites  inc9nnucs  &  indéter- 
minées A  P  (x)  y  P  M  (y)  étant  fuppofées  connues  & 
déterminées ^  on  nommera  la  donnée  AB^  ir^ôc  à  eau- 
-fè  des  triangles  reAangles  A  P  M  y  B  P  M^  on  aura  Jes 


quarrés^-/W  z:i  xx^yy^BM  zzccn^icxr^xx^yy. 
Or  par  la  condition  du  Problême,  A  M   (xx^yy). 

BM   {ce — kTx-^  xx^yyj  ::  aa.  bb.    D'où  (en  mul- 
tipliant les  extrêmes  &  les  moyens  &  divifant  enfuite 
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par  h  b^^^^a  a  )  où  forme  cette  équation  j^jr  -+-  xx  *    *  **^  * 


*— ,^^^""a  ^s  qui  renferme  la  condition  du  Problême. 

&  dont  le  lieu  qui  eft  par  conféquent  celui  qu'on  deman. 
de,  fe  tonftruit  par  le  moyen  de  Tariicle  312.  (Liv.  prc* 
ced.  )  en  cette  forte. 

Soit  prife  fur  la  ligne  ^P  ^\z  partie  •/^  c  6=s  ^^^   ^i»  F  i  c  1I7. 
côté  oppofé  à  P  ^  i  &  foit  décrite  du  centre  c ,  &  du 
rayon  CD  ou  C£  tr— l-i-la  circonférence  d'un  cer. 

cle.  Je  dis  que  fa  portion  DM0  renfermée  dans  Tangle 
P^  O  )  fait  par  la  ligne  ^  P  8c  par  la  droite  ^  O  menée 
parallèlement  à  F  M  èi  du  même  côté  j  fera  le  lieu  de 
réquation  que  Ton  vient  de  trouver. 

Car  ayant  mené  d'un  de  (es  points  quelconques  Af ,  la 
perpendiculaire  MP  fur  yi  Ji  ^  on  aura  par  la  propriété 

d  u  cercle  "c5^  — ^^  ou  EPnpD^  PM^  r'eft  à  dire 
en  mettant  pour  ces  quarrés  leurs  valeurs  analytiques  ^ 
l'équation  précédente. 

Si  Ton  Aippofe  à  prefent  que  les  points  M  tombent 
<ians  l'angle  s  ^  H  oppofé  tu  fommet  à  l'angle  M*^  O 
<lans  lequel  on  a  fuppofé  en  faifant  le  calcul  qu'ils  étoient 
fitués  y  on  trouvera  en  faifant  *  ^  i'  s>«-.  x  ,&  PM  c» — y  ^  »  jirt.  504» 
la  même  équation  que  cideflus,  tant  par  la  condition 
du  Problême ,  que  far  la  propriété  de  la  portion  R  ME 
de  la  même  circonférence  que  Ton  vient  de  décrire  j  : 

<l'où  il  fuit  que  cetre  portion  eft  le  lieu  de  tous  les  points 
•cherchés  M ,  lorfqu'ils  tombent  dans  l'angle  R^  E.  Et 
£  l'on  fuppofe  enfin  que  Jes  poiocs  M  tombent  dans  l'an- 
gle BAK  &i  enfuite  dans  l'angle  £^(?^  on  trouvera  de 
même  ^en  obfervant  de  faire  P  M  a»^-/  »  lorfqu'il  tom* 
be  de  l'autre  côtd\le  la  ligne  ji  B  \^  A  P,=s.^x ,  lorf. 
que  le  point  P  tombe  de  l'autre  côté  du  point  fixe  yij 
que  les  portions  Dit,  £0^  de  la  même  circonférence  c,     r    : 

feront  les  Keux  de  ces  points }  &  qu'ainfi  la  circonferen- 

I«  •  ■  • 
1  nj 
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t:e  entière  qoi  a  pour  diamètre  la  ligne  i)  £  »  eft  le  lieo 
complet  de  tous  les  points  requis  M. 

SiCênd  Ci».  On  trouTera  par  un  raifoonemeiic  Sembla- 
ble à  celui  du  premier  cas  ^  cette  équation  y  y  -4-*  ^  « 


%  Msex      •       a  ae c 


é.  donc  le  lieu  (êconftruic 


F 1 6«  i8S-       Soit  prife  fur  uéP^h  partie  ./^  C«a  -^%  du  côté  de 

/^il/  j&  foit  décrite  du  centre  C,  Ac  du  rayon  CD  ou 


CE  8s«  -lil—on  cercle.   Je  dis  que  fa  circonférence  fera 

le  lieu  de  tous  les  points  requis  M.  Cela  fë  prouve  de 
même  qœ  dans  le  premier  cas. 

Si  l'on  confidere  dans  ces  deux  cas  que  la  circonfe* 
rence  qui  a  pour  diamètre  D  £  »  &  qui  eft  le  lieu  de  tous 
les  points  cherchés  M  ^  doit  couper  la  ligne  ^j9  en  deux 
points  Z),  £,cels  que  ^D.DBii  a.b^ic  AE.  EBii 
a,  b  5  puifque  le  point  M  tombant  en  D  la  droite  A  M 
devient  ^Dj&jSAft-BDj&de  même  que  le  point 
M  tombant  en  £  >  la  droite  ^  M  devient  AE^UBM^ 
£  £  :  on  abrégera  de  beaucoup  ks  conftruâions  précé- 
dentes. Car  il  efl:  vifible  qu'ayant  divifé  la  ligne  ^^ 
prolongée  du  côté  qu'il  fera  neceâaire ,  en  deux  points 
jD,£,  tels  que  AD.DB  ::  a.  ^,&  AE.EB  ::  a.b,^  la 
ligne  T>  E  (êra  en  Tun  flc  l'autre  cas  le  diamètre  de  la  cir- 
conférence qui  eft  lieu  cherché. 

Tmfièmi  cas.  Puifque  dans  ce  cas  a^mb^  Téquation 
»  An.  J07.  précédente  fc  change  en  celle-ci  xmm  \  c  5  d'où  l'on  voie  * 
F I  G.  189.  <]<ie  fi  Ton  ppemi  A  P  égale  â  la  moitié  de  ^  i?  &  qu'on 

tire  la  droite  PM  perpendiculaire  fur  -r^  i? ,  cette  ligne 
PM  îndéfininMnt  prolongée  de  part  &  d'autre  y  fera  k 
lieu  de  tous  les  points  requis  M.  Ce  qui  eft  d'atlleuis 
évident  par  les  £lemens  de  Geoaietrie» 

Ex£MplbIV., 

f  1  G.  190.        35'*  O  £  u  X  lignes  droites  BE^DN^  indéfimment 
.  probogées  de  parc  &  d'aucfe  du  point  D  »  étant  données 
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et  bofitlDii  for  un  pito  ^  avec  no  point  c  iiors  de 
ces  lignes  }  foie  imagioé  un  angfe  donné  C£  M  fc  moii^ 
voir  par  ion  fommec  E  le  long  de  jD  £  ^  en  force  que 
fon  coté  E  C  qui  rencontre  D2/  en  iV  »  paâe  toujours 
par  le  même  point  C ,  &  que  Ton  antre  côté  S  M  foie 
toû^oors  troifiéme  proportionnel  à  27' C  y  C£.  On  de- 
mande le  lieu  de  tous  les  points  M  dans  ce  mouve* 
ment. 

Soient  menées  C^  parallèle  i  DJ^^Uc B  qui  fafle 
fur  D  £  au  point  JS  un  angle  égal  à  Tangle  donné  CEM^ 
du  côté  qu'il  fera  neceflaire  ,  afin  que  CE  tombant  fur 
Cj5  la  droite  E  M  tombe  fur  DE.  Cela  pofé  je  diftin- 
gue  la  queftion  en  trois  difïèrens  cas  :  car  ou  k  fbmmer 
£  de  Tangle  donné  CE  M  fe  meut  fur  la  droite  I7£  de 
Faotre  côté  du  point  B  par  rapport  au  point  A  \  ou  en* 
tre  les  points  ^ ,  ^  3  ou  enfin  de  Pautre  côté  du  point 
A  par  rapport  au  point  S. 

Premier  cas.  Lorfque  le  fommct  E  fe  meut  fur  la  li- 
gne 2)  £  de  Tantre  côcé  du  point  B  par  rapport  au  point 
A.  Ayant  mené  du  côté  du  point  c  la  ligne  A  Qj^\ 
faflè  fur  I>£  au  point  A  Tangle  SAQ^  égal  â  Tangle 
ABC  y  on  tirera  par  Tun  des  points  cherchés  M^  que  Ton 
regarde  comme  donné ,  la  ligne  MP  parallèle  kAQ^iiL 
qui  rencontre  D  £  en  /'^  &  on  aura  deux  triangles  fembla^ 
blés  CBB ,  EPM\  car  les  deux  angles  CEE ,  EPM^  font 
égaux  chacun  à  l'angle  donné  C£^ ,  &  de  plus  les  angles 
BCE^PE  M  y  iomt  auffi  égaux  encr'eux  -,  puifque  dans  le 
triangle  C-S£  Vaagk  excerne  Cf:P  ou  Ç£Af -+  PJ^Mtà 
égal  aux  deux  internes  oppofés  BCEU  CEE  ou  CM  M.  Si 
dioAcl'oti  oomose  les  données  AD  y  a  ^AB^i  i  B  C^c^ 
Se  leiîficoDntt&  &  indéterminées  AP^x^PM^y^  ^£s^i 
<m  aura ,  tant  â  caufe  des  parallèles  DN^  AC^  que  de 
la  condicion  du  Problème  ,  ces  proportions  AD  {a). 
A E(K)'r.C2^.CEiiCE.EM.iCB{€).EP  (x^K)v. 
E  B  {f^^^b).  P  M  {y)  >  d'où  Ton  forme  (en  multipliant 
les  extrêmes  &  les  moyens)  ces  deux  équations  axmmmax^ 
wMmCK^ic  Mywmzj^^àx^^  qui  )  eh  preoant ,  pour  abréger. 


I 
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/s 4Hh^)  &  faifanc  ëvanottir  z^y  fe  reduifeot  à  celle  d 
xx^^Sx^^^jwmo  qui  ne  renferme  plus  que  les  incon^ 

nues  X  &  jf^  &  dont  le  lieu  ,  qui  eft  celui  que  Ton  cheru. 
*  Art.  jio/  che ,  fe  conftruic  *  ainfi. 

Soit  prife  fur  la  ligne  AP  y\z  droite  ^  i^  c:— du 

côte  de  PM\  &  ayant  mené  F  L  parallèle  à  P^W  ,  foit 
prife  fur  cette  ligne  du  côte  oppofë  à  /'JVf ,  la  partie 

JF  G  S=  — . .  Soit  décrite  du  diamètre  G  L  qui  ait  pour  ori^ 

gîne  le  point  G  ,  pour  paramètre  GH  ts^ ,  &  pour  or*. 

données  des  droites  L  M  parallèles  à  ^  P ,  une.  Parabo* 
le  qui  s'étende  du  côté  de  P  Ai.  je  dis  que  (a  portion, 
indéfinie  OAf  renfermée  dans  l'angle  i^-^^  fera  le  lieu 
de  tous  les  points  cherchés  M. 

Car  ayant  mené  d'un  de  {^%  points  quelconques  M\ 
la  ligne  M  ^parallèle  à  ^  Z'  &  qui  rencontre  le  dia- 

mètre  ci  en  Z  ,  on  aura  ML  om  P F-zzax —  —  &  GL 
c3^-4-— ,&  par  la  propriété  de  la  Parabole  ^  ML 
(xx~^JLx^tli)  i=:LG^GHlly^tl£\ictx\\x\ 

h  f 

en  tranfpofant  à  l'ordinaire  donne  Téquation  xx  —  -^x 

-r-^/  SS^,  qu'il  falloir  conûruire; 

SecmdcM.  Lorfque  le  fommet  £  parcourt  la  partie 
3j4.  Il  eft  clair  dans  ce  cas  que  les  points  M  tomberont 
de  l'autre  côté  à^  DE  ^  puifque  l'angle  donné  c E.M 
fera  toujours  plus  grand  que  l'angle  c  £:p  qui^diminufi 
continuellement.  Ceft  pourquoi  j'ai  P  M  ^:^ — jr,  ta 
comme  je  trouve  par  un  raifonnement^femblable  au  pre-* 
cèdent,  la  même  équation  ^  il  s'enfuit  que  la  portion  AGO 
de  la  Parabole  que  l'on  vient  de  décrire ,  fera  :1e  lieu  de 
tous  les  points  M  5  puifqu'elle  donne  auilj  par  fa  propriété 
cette  même  équation. 

T/oifiéme  cm^   Lorfqqe*le.  fommec  fê  meut  de.  Tautre 

côté. 
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coté  du  point  if  par  rapport  au  point  £:  W  eft  clair  en;- 
core  dans  ce  cas  que  tous  les  points  cherchée  M  doivent 
tomber  au  deflbus  de  la  ligne  D  £  ^  &  on  trouvera  eom- 
nie  dansle  premier  cas^Z).i#£::  CiST.  CE  ::  ce.  EMix 
CB.  EP.  Et  partant  ^D.  CB  ::  AE.  EP.  D'oi^rôn 
voit  que  ^i'  e(t  plus  grande  ,  moindre,  ou  égale  i  EA 
félon  que  C.B  e&plus  grande ,  moindre ,  ou  égale  â  ;^  Z) . 
&  qu'amû  prolongeant  -rf^au  deffous  de  DE  vers  K 
tous  les  points  cherchés  M  tombent  dans  Tàngle  B^K 
dans  le  premier  de  ces  trois  cas  ^dans  fon  complément  â 
deux  droits  DAK  dans  le  fécond  cas ,  &  enfin  fiir  la 
droite  A  K  dans  le  troifiéme cas.   Je  fuppofè  ici  qïuee* 

foit  plus  grande  que.*/f  D\£l  connne  faifant  PM  s  : y^ 

parce  qu'il  tombe  de  Tautre  côté  de  AP  ^  je  ne  trouve 
plus  la. même  équation  que  dans  le  premier  cas  je  ne 
fais  plus  d'attention  âtla  conftruâion^  de  ce  câs* ,  G'eft 
pourquoi  nommant  â  l'ordinaire  AP^.x  -^  i?Jl/  y  î  far- 
rive  i"  cette  équation  xx^  r^Ar-^-îfy  srr^v  dani  la- 

quelle  gtiic- — a^  dont  le  lieu  qui  eft  celui  que  Ton  cher- 
che eft  une  portion. indéfinie  ^  M  d'une  autre  Parabole 
que  la  précédente  laquelle  s'étend  vçrs  le  côté  oppQfé ,  , 
&  qui  fe  conftruit  *  en  cette  fôrre,^  »  ^^       . 

Soit  prifc  fur  AP  de  l'autre  côté  de  Pitf  la  partie         '       '^ 

jLS  t=^i  foit  menée  ST  £=— parallèle  i^  J^*&  du 

côté  oppofé  à  P  JW  j  foit  décrite  du  diamètre  TS  qui 
ait'  pour  origine  le  point  7",  pour  paramètre  une  ligne 
■.H",  Ccpourordonnées  dèis  droites  parallèles  iAP^  une 

Parabole  qui  s'étende  du  cdté  de  P  M'.  Sa  portion  ipdë* 
finie  JLM  renfermée  dans  l'angle  P  AK  fera  le  lieu  de 
tous  les  points  cherchés  M  dans  «e  dernier  cas  ^  où  l'on 
{ôppoie  que  Ci?  furpaflë^i). 

Il  eft  donc  évident  que  le  lieu  cherché  de  tous  jes 
points  M  eft  compoic  de  deux  portions  indéfinies;  de 
diflèrentes  Parabole^  y  dont  l'une  AGo  m  s'étend  du 
côte  de.Cf^  l'autre  AM  du  côte  oppofé^  &  partent 


> 
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louccs  deux  du  point  A  j  car  le  côté  CE  àt  l'angle 
donné  CE  M  tombant  fur  CA  parallèle  â  DiV,  il  eft 
clair  que  CN  devient  infinie,  &  qu'ainfî  £  A(  eft  nulle 
ou  xero ,  puifqu'on  a  toujours  NC.  C En  CE.  E  M  : 
c'eft  à  dire  que  le  point  M  fe  confond  avec  le  point  E 
qui  tombe  fur  le  point  D.  D'où  Ton  voit  que  ^  i^  eft 
une  ordonnée  au  diamètre  J G, &  ^5  au  diamètre  STi 
ce  qui  donne  lieu  à  la  conftrudion  fuivante  qui  eft  gé- 
nérale. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  indéfinie  ^P  de  part  &  d'au. 

tre  du  point  £  les  parties  Bb^BR, égales  chacune  à  U 
quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  D  ^  ^  AS, 
B  Cioa  mènera  par  les  points  de  milieu  f,  5 ,  l'un  de  A  0, 
l!autre  deAKy  les  droites  EG,ST,  parallèles  à  AQ^  & 
égales  chacune  à  la  troifiéme  proportionnelle  i  4  ^i) ,  & 
à  A3 i fçavoir , /G  du  côté  oppofë au  point  C, & ST  du 
roômc  côté.  Cela  fait ,  on  décrira  deux  diflferemes  Pa- 
raboles dont  l'une  aura  pour. diamètre  GE  Se  pour  or- 
donnée FAySi.  l'autre  pour  diamètre  TS  &.  pour  or- 
donnée SA  5  je  dis  que  leurs  portions  indéfinies  M^GOM 
feront  le  lieu  complet  de  tous  \ts  points  cherchés  M, 
Car  BO  ou  SR  =: tl,&  partant  .///ou  7  ./sTO  ^\b 

if.'*I«i^^  &  de  même  AS  où  7^X5=!^ — h^ 

,^t£..   Donc  &c. 

On  peut  remarquer  en  paflam  que  fi  l'angle  donné, 
qui  fe  meut  par  fon  fomniet  le;iong  de  la  ligne  DE r  étoii 
cçal  au  complément  à  deux  droits  dé  l'angle  C-EU  /fans 
-rien  change*  feu  refte  $  c'eft  à  dire  que  1«b  pbiots  -»^  to«i- 
^flent  iùi-  li  ligue  E  M  prolongée  ^e  l'autre  ôôoé  du 
boint  E  :  le  lieu  de  tous  ks  poia«s  ^  fe»oii  alws  ies  por- 
«ons  reftantes  des  deux  P^ftbolcs  qutTxjn  in^xstàeàé' 

Cntt.  y.      ',  '   \  J.  ' 

■  Si  les  poiats  ^ ,  5 ,  -C ,'  éloienc  fftués  difwieuMacnt 
de  ce  qu'on  les  foppoft  datos  cette  ^gow  v«à  iaqoellc  on 
a  accommodé  le  rai^ntienvent  i  ^n  arriveroit  coûjours 
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comme  ]*od  vient  de  faire  i  deux  équations  qui  oe  pour*» 
roient  être  difièreotes  des  précédentes  que  par  quel- 
ques iignes ,  &  dont  les  lieux  Croient  par  coniequeia 
des  portions^  de  Paraboles  qug  l'on  décidroic  avec  la  roè- 
me  facilite.  j 

Le  Comte  Roger  de  VintimiUe  a  propofé  ce  ProblêoM 
avec  quelques  autres  dans  le  Journal  de  Parme  du  mois 
d'avril  /de  Tannée  1 65^3.  ce  qui  a  donné  occafîon  au  Père 
Saquefius  as  fake  imprimer  un  petit  Livre  â  Milan ,  dans 
lequel  il  avoue  qu'il  n'a  p4  refoudre  celui  ci  ^  quoiqu'il 
faiJTe  aflez  parottre  par  U  folution  des  autres  qu'il  ed  topc 
verié  dam  la  Géométrie. 

]^  X  £  M  P  L  £     V. 

352.  XJ  N  E  ligne  droite  inJcfinie  AP  étant  donnée  Fie.  iji. 
de  poficion ,  avec  deux  points  fixes  ^^  Cj'un  fur  cette 
droite,  &  l'autre  au  dehors  -^  fbit  décrite  une  Parabole 
^  M  qui  ait  pour  paramètre  une  ligne  quelconque  »  & 
pour  axe  la  ligne  ^ P  dont  lorigine  foit  en  itf  ^  &  fbit 
menée  du  pomt^donné  'C  une  perpendiculaire  CiWicet- 

\^  Parabole.  On^  demande  le  lieu  de-tous  les  points  M  ^. 
dont  il  efl  vrHbie  qu'il  y  a.  une  infinité  >  puifque  cbaju 
géant  continuellement  de  paranietres  ,  on  peut  décrire 
une  infinité  de  Paraboles  différentes  ,  qui  ayent  toutes 
pour  axes  la  même  dtoite  indéfinie  ^P ,. dont  Torigioe 
ibit  toujours  en  A. 

Ayant  mené  par  le  point  donné  C  la  perpendiculaire 
CB  iùr  ./^  P  ,  &  par  un  des  points  chercbés  M  que  Ton 
regarde  comme  donné ,  les  droites  M  P  ^M  K  ^  parallè- 
les à  ^  C,  «^  P,  &  1^  tangente  ^  7"  ^  on  nommera  les 
données  ^B  ^  a.^  BC^  B \  U\ts  inconnues  &  indéter» 
minés  ^P,xj  PJ\4",/^ce  qui  donne  c/c—^ — y  y 

^  M  Kzs^a  — f  X.  Or  par  la  condition  du  Problême , Tan* 
gle  CMTed  droit  ^  &  par  conféquent  les  triangles rec. 
tangles  TPM^  CKM ,  feront  femblables  ^ car  fi  Ton  ôte 
des  angles  droits  CMT^  KMPy}e  même  angle 

Kkij 
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"^Art.iu  les  reftcsCJVfiCjT' il/ P,  feront  égaux  DoïicTP^{ix). 

&ii.  PMiy)i:CK  (i^^y).  KM  ( ^ -F x ),  d'où  Ton  forme 

en  mulciplianc  les  extrêmes  &  les  moyens  cette  ëqux- 
tionj'j^  —  i^  -+  ixx  ^  lax  ES^,  dont  le  lieu  qui  cft 

•  jfrt.  )ix.  ççjyj  qu'on  demande  eft  *  une  EUipfe  que  Ton  cooftruit* 

♦-rfr/.  )if.  en  cette  forte. 

Ayant  mené  j4 D  sî^  perpendiculaire  i  AP  te  du 
côté  de  P  M^  &  tiré  la  droite  indéfinie  D  L  parallèle  â 
A? ^  on  prendra  for  cette  ligne  la  partie  DE  cr-^^  ducôté 
oppofé  à  PM ^iL de  part  âc  d*autre  du  point  £  les  parties 

EF ^  EG  égales  chacune  â  f^\aa^:^bb.  Enfuite  de 
Taxe  F  G  qui  ait  pour  paramètre  une  ligne  G  H  double 
de  JF  G ,  on  décrira  une  Eliipfe.  Je  dis  oue  fa  portion 
^MO  renfermée  dans  l'angle  P^D  eft  le  lieu  de  Té- 
^uation  précédente  \  6c  par  confêquent  de  tous  Iqs  points 
cherchés  M  ^  lorfqu*ils  tombent  dans  cet  angle. 

Car  prolongeant  P  M  ,  s'il  eft  neceiTaire ,  jufqu'â  ce 
qu'elle  rencontre  l'axe  f  G  en  Z ,  on  aura  l'ordonnée 
MZ  STj^ — y  y  &  F-L  STj^H'Ar,  &  par  la  propriété 

de  rEllipfe,  FZ^ZGoq  eTf^^EZ  {\bb—ax—xx). 

Z  M  (\bb  —  by-^yy  )  ::  F  G.  G  H  ix  u  i  ^ce  qui  don- 
ne en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens -Ibb^^xax 
— -xxjccr^^^ — by^^yy^  Donc&c. 

Si  Ton  fuppofè  à  prefent  que  les  points  M  tombent 
dans  les  angles  B  AD  ^  B  AR^on  trouvera  toujours  la 
même  équation  que  ci-defTus^  tant  par  la  condition  du 
Problême  que  par  fa  propriété  de  TEHipfe  ^  en  observant 
de  faire  AP  sr  —  x ,  &  PM  c=  — y ,  lorfque  le  point  P 
tombe  de  l'autre  côté  de  l'origine  A  ^^P  M  ^à^  l'autre 
côté  de  la  ligne  A  P.  D*oà  il  fuit  que  \qs  portions  de  TEl. 
lipfe ,  que  Ton  vient  de  décrire ,  renfermées  dans  c^s  an* 
gles  font  le  lieu  de  ces  points. 

On  doit  remarquer  qu'il  eft  impoffible  qu'aucun  des 
points  cherchés  M ,  tombe  dans  l'angle  PAR^  oppofé 
au  fommet  â  l'angle  S  A  D  dans  lequel  cft  (îtué  le  point 
4omié  c ,  d'où  doivent  partir  toutes  les  perpendiculai- 
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tes  aux  Paraboles.  Car  fi  d'un  poioc  quelconque  pris 
dans  cet  angle  PAR,  on  mené  des  droites  comme  M  P^ 
MTy  perpendiculaires  fur  ^P  &  CM^  il  e(l  vifible  que 
les  points  Py  Tj  tomberont  du  même  côté  du  point  À^dc 
par  confequent  que  cette  ligne  Af  7*  ne  pourra  être  tan. 
-gênte  en  M  comme  le  demande  la  queftion. 

Si  Ton  fuppofe  que  u4 P  (x)  devienne  nulle  ou  zéro  ^ 
Tcquation  précédente  vy — by--+ixx -+^  x  tzok  chan- 
géra  en  celle-ci j'jr — oy  s  ^^  dont  les  deux  racines  font 
y  xno^iLyz^h'yCe  qui  fait  voir  qu'en  tirant  A  o  parak 
lele  &  égale  â  ^  C^  le  lieu  des  points  cherchés  M  pafTera 
par  les  deux  point  ^,  o.  On  prouvera  de  même  en  fup. 
pofant  que  le  point  P  tombe  de  l'autre  côté  de  l'origine 
A^  &  failànt  A  P  {  —  x)  s  ^^  (^),  que  ce  même  lieu 
pafféra  par  les  points  B  ^C\àt  forte  que  l'Eilipfê doit  être 
<iécrite  autour  du  reâangle  A  SCO.  Ceci  donne  lieu  d 
une  nouvelle  conftruâion  que  voici. 

Sôit  formé  le  redangle  ^Bco ^  &  foit  décrite  *.au.  ^^^^  ^7^* 
tour  de  ce  reâangle  une  Ellipfe^  dont  Taxe  F  G  parallèle 
aux  côtés ^ B ^OCy foit â ion  paramètre  GHy commet 
eft  â  X.    11  eft  évident  qu'elle  fera  le  lieu  cherché* 

R.  B  M  A  K  QJJ  E     L 

353*  Si  1^  nature  des  lignes  courbes  telles  que  A  M 
étoit  exprimée  par  l'équation  générale  ^"  es  Ar"*^"*^"*  (  les 
lettres  m^n,,  marquent  les  expofans  des  puifiances  de  y 
&  X  tels  qu'ils  puiflent  être)  qui  renferme  *  non  feule.  "^Art,  1x9. 
ment  la  Parabole  ordinaire ,  mais  encore  celles  de  tous 

les  degrés  â  l'infini  5  on  auroit  TP  *  (!Lx).  P  M  {y)i^  *Art.  ijt^ 
X:K{b — y).  JCJIi  (^H-^)  :  ce  qui  donne  j'^ — by^^xx 


^ax  t±o^  dont  le  lieu  qui  eft  celui  qu'on  cherche, 

€ft  une  £nipfe  que  Ton  conftruira  félon  l'article  311.  on 
bien  félon  l'article  176.  fi  l'on  obfèrve  que  cette  Ellipfe 
doit  pafier  autour  du  reâangle  donné  ABCO  ^  &  que 
fon  axe  F  G  parallèle  aux  côtés  AB^OCy  doit  être 

Kkjij 
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à  foa  paramètre  6  if  en  la  raifon  donnée  de  m  i  n. 

R  £  M  A  R  Q^  £     IL 

r  i  c.  iji,       354»  S  1  le  centre  E  de  TEllipiê  qu'on  vient  de  décru 

re  tomboit  fur  l'origine  A  de  Taxe  commun  AP  àç  toutes 
les  Paraboles  ^  -M  j  &  l'axe  -F  G  de  l'Ellipfe  fur  Taxe  A  F 
des  Paraboles  :  cette  ElHpfe  couperoit  toutes  ces  diâèren- 
te&.Paraboles  a  angles  droits.  On  peut  énoncer  ce  Théo- 
rème de  la  manière  qui  fuit. 

Fi  G.  I9X.       Soient  une  infinité  de  Paraboles  comme  ^M  de  tel 

degré  qu'on  voudra  ^  qui  ayent  toutes  pour  axe  commun 
la  même  ligne  AP  ,  dont  1  origine  eft  toujours  au  même 
point  A  'y  &  (bit  une  Eiiipfe  qui  ait  pour  centre  le  point  A^ 
(3c  dont  Taxe  F  G  fitué  fur  AP  foit  à  fon  paramètre ,  com- 
me le  nombre  m  expofant  de  la  puifTance  de  AP  (x)  eft 
au  nombre  n  expofant  de  la  puiUancede  PM  (y)y  dans 
l'équation  générale^" = x*  ^'••**  qui  exprime  la  nature  des- 
Paraboles  ^M.  Je  dis  que  cette  Ellipfe  coupera  toutes 
ces  Paraboles  à  angles  droits. 

Par  le  point  M\  où  elle  coupe  teJie  de  ces  Paraboles 
qu'on  voudra^  ayant  mené  la  tangente  MTi  cette  Para« 
bole,  &  M  S  perpendiculaire  à  cette  tangente  ^  il  eft  quef- 
tion  de  prouver  que  MS  touche  rEllipfeau  point  M.  Pour 
en  venir  à  bout ,  on  tirera  la  perpendiculaire  M  P  fur 
Taxe ,  &  ayant  dommé  les  indéterminées  A^P ,  x  ^  PM^y  ^ 
&  la  donnée  PG ,  r/  }  on  aura  par  la  propriété  de  TEl- 

lipfe  FPn  PG  {tt  —  xx),  p  At  {yyY^ im.  »,  &  partant 
myy  zsntt—nxx.  Or  à  caufe  des  angles  droits  TPM^ 

fArf.  xir^TMS^  il  vient  TP  *(^Ar).  PM  (y)  ::  P  M  {y).  PS 

«2£2,  &  par  confcquent  ^SouAP^PS  g?"**^*^^ 

■v~en  ^mettant  poor  myy  la  valeur  que  Ton  vient  de 

trouver  i»//<-^x  AT.  D^ùiiVùnvoitque  AP.  AS::  A  F.  A^, 
*»  Art.  yf.  &  qn'ainfi  *  la  ligne  M  S  touche  rEllipfè  au  point  M. 

Ce  qu'il  fallait  ^€. 


s. 
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Exemple    VL 

355*  Soient  imaginées  une  infinité  d'Hyperboles  F  i  g.  195. 
qui  ayenc  toutes  pour  Afymptotes  communes  les  mêmes 
droites  ^P^  A  O ,  données  de  pofition ,  qui  font  entr'elles 
un  angle  droit  PAO  ^  &c  foient  connues  partir  d'un 
point  donné  c  une  infinité  de  perpendiculaires  comme 
C  A/  à  ces  Hyperboles.  On  demande  le  lieu  de  tous  les 
points  M ,  où  chacune  des  droites  CM  rencontre  l'Hy- 
perbole â  laquelle  elle  eft  perpendiculaire. 

Ayant  tiré  les  mêmes  lignes  que  dans  l'exemple  pré- 
cèdent )  8c  les  ayant  nommées  par  les  mêmes  lettres  ^ 
on   arrivera  de  même  â  cette  proportion  TF  *  (x).  *-^^.io7. 
P  M  {y)  ::  CK  {b — y).  K M  {a- — x)  5  ce  qui  dphne 
cette  équation  y  y  —  bj  —  xx^ax  ^0^  dont  voici  *  le  *  Art.  ^o. 
lieu.  ^^J35* 

Ayant  pris  fur  l'Afymptote  AO  parallèle  à  P  M^  la 
partie  AD  S^i^,  &  mené  D L  parallèle  k  A P  y  on 
prendra  fur  cette  ligne  la  partie  D  E  t:z\a  du  côté  de 
PM  9  &  de  part  &  d'autre  du  point  E ,  les  parties  EF  y 

E  G  ,  égales  chacune  i  P^^aa — Ibb  ou  y\bb — \aa 
ièlon  que  a  eft  plus  grand  ou  moindre  que  b.  On  décri- 
ra enfuite  de  la  ligne  F  G ,  comme  premier  axe  dans  le 
premier  cas,  &  comme  fécond  dans  le  deuxième  ^  deux 
Hyperboles  oppofôes  équilateres.  Je  dis  que  leurs  por- 
tions renfermées  dans  Tangle  P^  o  ^  feront  Iç  lieu  de 
cette  équation ,  &  par  conféquent  celui  de  tous  les  points 
cherches  M. 

'  Car  prolongeant  PM  (s'il  eft  neceflàire)  jufqu'à  ce 
qu'elle  rencontre  l'axe.  /  G ,  en  X ,  on  aura  l'ordonnée 
MZ  's:i\b—y  yèc  la  partie  £  Z—  x  —  -;^5ôc*par  la  *-rfrr,  127^ 

propriété  des   Hyperboles    équilateres    £L    Hh  EP 

{xx^ax^'^bb)  ^ITm  {"^bb^by^yy).  Donc&c. 
Si  a:ssï'i\\a,  cenftftiâiot)  précédente  n'a  plus  de  lieu, 
car  la  valeur  du  demi  axe  £2?  ou  £  G  devient  nulle.  Et 
comme,  réquatioo  précédente  devient  celle- ci  jf^  —  ^jr 
^.^^jcx^jix  sz^^oafy^mmmay^laasmxxmmax^^aa 
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de  laquelle  extrayant  de  part  &  d'autre  la  racine  qtiaf< 
rce  ,  il  vient j^ — 7^  sr^  —  iaouyzz  ^,&t(ï— /s  x. 
,^—^a  ouy  z^a  —  x  j  il  i*enfuit  que" fi  Ton  achevé îe  recr 
Fi«.  1J4.  cangle  ^BCO^èc  qu'on  tire  les  deux. diagonales  ^C, 

£  0  :  elles  feront  le  lieu  de  tous  les  points  cherchés  M. 
Car  la  diagonale  ^  c  eft  le  lieu  de  la  première  équatioa 
j^  n^  X ,  &  l'autre  diagonale  £0  e(l  le  Jieu  de  la  deuxième  : 
yzzia  —  X.,  ' 

tiQ.i^is.        31<5.  J)i  la  nature  des  lignes  courbes  qui  ont  pourr 

Afymptotes  les  droites  ^S  j  \a  o  y  ctoit  exprimée  par. 
"^Art^  119,. l'équation  gjînerale  x'*^"^;  i«*"**qui  renferme  ♦  lesHy:. 
^Art,  XV7.  perboles  de  tous  les  dégrés  à  rinfini  ^  on  aiiroit  TP^ 

(-x).  PJlf  (/).::  Cii:(^r—y).,iC  Af  (f—Jk:)j  ce, qui 


donne  yj'' — by — -^x  H-i^x  t=;.v  ,  dont  le  lieu  fe 

Ayant  trouve  le  point  £  comme  dans  Pexemple ,  on 
prendra  fur^D^  de  part  &  d'autre,  du  point.  jE,  les  par^ 

ties  BE^  EG  y  égales  chacune  i  V^aa J!Hb  ou 

—  +  • 

vULky — r'-^aa^  félon  que  naa  eft  plus  grand  ou jnoin. 

dre  que,  wi^.  Enfuite  de  la.  ligne  i'G'comtne  prcjnier 
axe  dans  le  premier  cas ,  &  comme  (ècond  dans  le  deu- 
xième, qqi  K>it  à  fôn  paramètre  en  4a  raifon  donnée  de 
m  à  »,  on  décrira  deux  H]rperboles  oppofôes  :  leurs  por- 
tions  renfermées  dans  l'angle  0>^^  feront  IcJieu  qu'on 
,  cherche.. 


Sii.^::  V;».  V»)l'équacioaj'jr*>«^j'«-«.^xx—{-^i£XM« 
r  ï «.  ij4*.fe:change  en. celle-ci  j'^'^^jr/^i. — Xxx'+~Z.axm^9, 


quelle .  extrayant  de  parc  iSc  d'aacre  la  xacioe  quarrée ,  il 

vient 
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vient  »  —  i**  K--.X A^- —  4 '^  K- ,  ou  v«Ar^«  i  & 

4.,  ^JL— t«.xK-i^;'«  y^^oMy:^  f/JL^x^JL,  D'où 
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il  fuit  que  fi  Ton  achevé  le  redangle  ABCO^  &  qu'on 
rire  les  diagonales  B  o  ^\A  c  -^  ces  deux  lignes  droites 
feront  le  lieu  de  tous  les  points  cherchés  M  :  car  la  dia- 
gonale AC  eft  le  iïeu  de.  la  première  équation jf  sa  x  f/^ , 

&  Tautre  diagonale  £  Q  le  lien  de  la  féconde  y  ema  A^JL. 

'  X  r      «-^^ 

On  prouvera  de  même  que  dans  l'ElIipfe,  que  les  Hy.  Fie.  ijj. 
perboles  oppofces  qui  font  le  lieu  cherché ,  doivent  être 
décrites  autour  du  redangle  donné  ABCO  j  &  comme 
Taxe  FG^  parallèle  aux  côtés  A B,  oc^  doit  ctreàfon 
paramètre  en  la  raifon  donnée  de  »a  à  »,  il  s'enfuit  qu'on 
peut  décrire ,  fi  Ton  veut ,  ces  Hyperboles  par  le  moyen 
dcTarticle  176.  (Liv.4.) 

Rem  A  iiQj,uE    ir. 

J57-  Si  le  centre  £  de  THyperbole  -ff  JF  C  tomboit  Fi.^,  j^j^ 
fur  le  point  A^  &  fon  axe  F  G  fur  la  ligne  -/^P  ^  je  dis 
que  cette  Hyperbole  couperoit  à  angles  droits  toutes 
celles  qui  ont  pour  Afyraptotes  les^ droites  AP^  ^o  j^ce 
qu'on  peut  énoncer  ainfi. 

Soient  une  infinipé  d'Hyperboles  de  tel  degré  qu'on  Figv  195^ 
voudra  j  qui  ayent  toutes  pour  Afymptotes  communes 
les  mêmes  droites  AP ^  AO  ^  qui  font  entr'cUes  un  an. 
gle  droit  >  &  foit  une  Hyperbole  ordinaire  F  M  qui  ait 
pour  centre  le  pointa  ^  &  dont  le  premier  axe  F  G  fitué 
itir  A  P^  foit  à.  fon  paramètre  comme  le  nombres  expo, 
iant  de  la  puiflance  de  ^  P  (  x  )  eft  au  nombre  n  expofant 
de  la  puiilance  de  P  iW  (/  )  dans  l'équation  générale  x^^f 
SL  ^•-*«  qui  exprime  la  nature  des  Hyperboles  MA  M. 
Je  dis  qae  l'Hyperbole  F  M  coupe  à  angles  droits  toutes  - 
ces.  diflferentcs  H  y  perboles. 
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Ayant  mené  par  le  poinc  M  où  elle  coupe  telle  de 
ces  Hyperboles  qu'on  voudra ,  une  tangente  MT  à  cet- 
te  Hyperbole  ^  &  une  perpendiculaire  M  S  â  cette  tan- 
gente }  il  s'agit  de  prouver  que  Tangle  TMS  fera  droit, 
pour  le  ifaire  »  on  tirera  M  P  perpendiculaire  fur  TA- 
fyinptote^  P }  &  ayant  nommé  les  indéterminés  AT^x  -^ 
P  ili  )jf  )  &  la  donnée  jp  G ,  i  /  ^  on  aura  par  la  propriété 
de  THyperbole  -F M  cette  proportion  FP^ PG  ( x  x^^tt). 

PM  {jf)  :t  m.n^6c  partant  my y  zz  nxx — ntt.    Or  â 

*  jin.  %yj.  caufe  des  angles  droits  TPM,  TMS , il  vient  TP *  (tx\. 

PM  (y)  xiPM{yY  PS  :=:222.    Et  par  confequent  ^S 

ou^P — PS  N^  ,?**->» 3^  J^  if  en  mettant  pour  myy  la 
valeur  qu*on  vient  de  trouver  «Arx— -«r/.   D'où  Ton 


^An.  \xu 


voit  que  AS  t^  troifîéme  proportionnelle  â  AP^Af^^ 
&  qu'ainfî  ♦  la  ligne  M  S  toucûe  THyperbole  FM  aa 
point  M.    Ce  qu^ il  fallait  démontrer. 


Exemple    VIL 


Fi  4.  if(. 


^5^*  La  Parabole  SA  C  étant  donnée ,  on  demande 
le  Iku  de  tous  les  points  ilf ,  tels  qu'ayant  mené  de  cha^ 
cun  de  ces  points ,  deux  tangentes  M B  ^M  c^i  cette 
Parabole  M'angle  BMC  qu'elles  comprennent  ibit  tou* 
jours  égal  à  un  angle  donné. 

Il  peut  arriver  que  Tangle  donné  BMCbÀK  aigu ,  ob* 
tus,  ou  droit  j  ce  qui  fait  crois  difïerens  cas. 

PYémitfCM.  Lorfque  Tangle  donné  i5  AfCeft  aigu. 
'^Art.ito.  Ayant  mené  ♦'Taxe  AD  de  la  Parabole  donnée  BAC^ 

qui  rencontre  les  tangentes  MB  ^M  c,  aux  points  P,  G, 
on  tirera  fur  cet  axe  des  points  touchans  i?,  C,  &  du 
point  de  concours  M  ^  tes  perpendiculaires  B  D ,  CE , 
X  M  P.  Et  ayant  mené  M 2^  qui  faïïe  for  l'axe  AD  Tan- 
gle  FN  M  égal  â  Tangle  FMG  tomptement  â  deux 
droits  de  Tangle  donné  BM  c,  on  nommera  les  incon^ 
nues  &  indéterminées  A  P^x  iP  M  ^y  ^^  FjS  ^A  G,f^ 
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&  le  paramètre  de  l'axe  j4  D  ,  fçavoir ,  ^  ^,  <«  j  lequel 
ell  donné,  puifque  la  Parabole  SAC  oA.  donnée.  Cela 
pofé  )  i  caufe  du  triangle  reâangle  f  P  Af ,  on  aura  le 

quarré  FM  s  s  s  —  isx  ^xx^-^yy,  lequel  étant  di- 
vifé  par  i^G  (  J — /)  donnera  iir:iiil^f:22Z=-  FN^i 

caufe  des  triangles  femblables  JFMG,  FM N  ^  U  par- 
tant 1>  iV  ou  f  P — FN  g.»«-»*i--^^~**~JJ .  Je  cherche 

à  prefent  par  le  moyen  de  la  Parabole  donnée  SAC  des 
valeurs  de  /-+*,^^,&  / — '  par  rapport  àxSiy^tfitk 
qu'étant  fubftituces ,  dans  la  valeur  de  f  iV ,  cette  ligne  ne 
renferme  plus  dans  Ton  expreiCon  d'autres  inconnues  que 
X  &/.    Ce  que  je  fais  aiou. 

Les  triangles  femblables  FP  M  ,  FDB  i  &  Gp m^ 
G£C,donnent //»(/—*)  PM  (y)::  FD^  {is^SD-*  {y/as).*  Art.  ix. 
fxGP(x—t).rM  {y)  ::  GE.  {it).  CE  (f^at).  D'où  je  ♦^«.7. 

forme  ces  deux  équations// — ixj  — 12^/-|-xAra«tf,& 


/ 


tt'^ixt—^t^xxtsmo  i  c'ç(k  â  dire  (en  fàifanc^sai 

xx-^  ^^  pour  faciliter  le  calcul }  ss^^pS'-^-^xxsBO^Sittm^ 

ft-^xxmsao.  Je  retranche  la  féconde  équation  de  lapre. 
miere,  &  j'ai  ss^^tt—ps-^ptamo  qui  ë^anc  divifce  par 
i_^  donne  i-^-Zos/  ;  &  partant  jamfi^^t^  &  sss^ps 
^^tStsMps^^xx  â  caufè  de  la  première  équation ,  d'où  je 
tire  st^=sixx.  Si  Ton  ôte  ^xx  valeur  de  4//  àtpp  va- 
leur de  jj-4-i/x-4-rr ,  on  formera  enfin  cette  égali- 
té 55— zJ/-+-//«*^/— 4Arx,  &  extrayant  de  part  & 

d'autre  la  racine  quarrée,  on  aura  s-^tzBirP^ pp^^^xx 
m  t^  -^^  en  mettant  pour^  fa  valeur  xx^122.. 

Si  Ton  nwt  â  prefent  â  la  placrde  /-J-/,  //^  &  j— r, 
leurs  valeurs   1  x  •+- 1^  ,  x  at  ,  &  ^J^^^^-^^j;  dans 
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Ton  prend  fur  l'axe  la  partie  T/'jZ  égale  au  paramètre 
jif^{a)^U  qu'on  tire  j^^r  parallèle  à /^  il/ ,&  qui  ren- 
contre en  T  la  droite  M  N  prolongée  autant  qu'il  fera 
neceflàirei  il  eft  vifible  que  la  ligne  j:^  fera  donnée, 
puifque  dans  le  triangle  redangle  N QjT^  Tangle  HNT 
qui  eft  égal  à  Tangle  donné  BMC  tUt  donné ,  &  qae 
de  plus  le  côté  iSTi^qui  eft  égal  au  paramètre  u(  J^àt 
Taxe  de  la  Parabole ,  eft  aufli  donné.  Soie  donc  la  don* 
née  i^=3  b^Ui  caufe  des  triangles  femblables  Jf^F M^ 

NdTyXm  aura  cette  proportion,  KP  f— ~=~ry 

■  T  M{y)  ::  a.b^  &  partant  4^  î^^^-f-^x  tz^bx^^ab 
c'eft  â  dire  en  ôtant  les  incommenfurables^^«.iij^x 

-4-^ a: -i- _-v  —  i^bbi=:0^  dont  le  lieu  ( qui  eft  celui 

*  jirt.  J3#.  qu'on  cherche  )  fe  conftruit  *  ^n  cette  forte. 

.&  iiz.  Soit  prife  fur  l'axe  ^  D  de  la  Parabole ,  la  partie  ^H 

•*  4  ^  +■  —^  du  côté  dePMiic  de  part  &  d'autre  du  point 
H  les  parties  HI,  HK ,  égales  chacune  â  ^^^^^^^ .  ^ 

^  m  JL 

ibit  décrite  du  premier  axe  IK  qui  foit  â  fon  paramètre 
j:Z. comme  ^^  ëft  à  ^^,  une  Hyperbole  ^âf.  Je  dis  qu'el- 
k  fera  le  lieu  de  l'équation  que  l*oa  vient  de  trouver. 

.  Car  Jf P^x— 14  —  -Il ,  «cpar  la  propriété  de  l'Hy- 
perbole 'hT^Hk  {xx^\ax^^x^l.aa  ).  PM 

ijy)  :  :IK.  KL  ::  a  a.  bb  j  ce  qui  donne ,  ^n  multipliant 
les  extrêmes  &  Iqs  moyens ,  l'équation  précédente. 

Il  eft  à  propos  de  remarquer  que  dans  ce.  cas  J^^ 
fera  toujours  moindre  que  FF  5  puifque  l'angle  F ITM^  ' 
qu'on  a  pris  égal  au  complément  â  deux  droits  dé  l'an- 
gle donné ,  eft  obtus.  C'eft  pourquoi  ^^^"^V  valeur  de 

fP  —  FN  doit  erre  pofitive  j  &  par  confequent  x  doit 
toûjours.furpafler^^.    D'où  l'on  voit  que  quoiqu'il  y  ait 
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une  portion  de  l'Hyperbole  oppofée  i  KMqui  foit  ren- 
fermée  dans  Tangle  PAP^  fait  par  la  ligne  ^  F  &  par 
la  droite  A  V  menée  parallèlement  â  F  if^  &  du  même 
côté^  elle  ne  peut  pas  néanmoins  faire  partie  du  lieu  des 
points  M  }  parce  que  AI  étant  moindre  Q^t\a^  Tindé- 
terminée  AI  qui  feroit  alors  moindre  que  AI^  feroit  i 
plus  forte  raifon  moindre  que  \  a. 

Second  cas.  Lorfque  Tangle  donné  efl:  obtus.  En  fup- 
pofant  que  les  points  M  tombent  dans  Tangle  P  AT^^ 
de  par  un  raifonnement  lèmblable  â  celui  du  premier  cas/ 
on  trouvera  la  même  équation  ^  &  par  confequent  la 
conftrudion  du  lieu  demeurera  la  même.  Mais  il  faut 
obferver  dans  ce  fécond  cas  que  F  N  fera  plus  grande 

que  FP yii  qu'ainfî  la  valeur  ■  de  FP — FN de- 

viendra  négative  ^  d'où  il  fuit  que  x  fera  toûjous  moin** 
dre  que  7^,  &  partant  que  le  lieu  cherché  fera  alors  la 
portion  de  l'Hyperbole  qui  s'étend  du  même  côcé  de  la 
Parabole  ^  laquelle  fe  trouve  renfermée  dans  cet  angle 
TAf^.  Et  comme  en  fuppofant  que  les  points  M  tombent 
dans  Tangle  D^  P^^on  trouve  encore  la  même  équa» 
cion ,  il  s'enfuit  que  cette  Hyperbole  entière  fera  le  lieu 
-de  tous  les  poincs  cherchés  M. 

De-là  il  eft  évident  que  fi  une  Hyperbole  'KM  eft'te 
lieu  de  tous  les  points  Ai  lorfque  Tangle  donné  BMC 
efl:  aigu ,  fon  oppofée  fera  le  lieu  de  tous  ces  points  lorf- 
que Tangle  donné  fera  égal  au  complément  â  deux  droits 
de  Tangle  BMC^  parce  qu'alors  lés  lignes  données  a  &c  6  ^^ 
qui  déterminent  la  conftrudion  des  Hyperboles  demeu-  "  *' 

rent  les  mêmes. 

Tmfième  cas.    Lorfque  Tangle  donné  efl:  droit.    Il  efl  F  i  g.  19^ 
clair  que  F2^t(k  alors  égale  à  /P,&  qu'ainfî  la  valeur  *97- 

^^^^''^  de  F P  — FIT  fera  nulle  ou  zéro.    D'où  Ton  '  ' 

voit  ♦  que  fi  Ton  prend  fur  Taxe  ^  D  prolongé  vas  fon,  ♦  Art.  foS. 
origine  A  la  partie  AP  iin^a^&i  qu'on  lui  mené  la  per. 
pendiculaire  indéfinie  P  M  }  cette  ligne  qui  n'eit  autre 

Lliij 
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que  U  dircârîce  comme  Tod  peut  voir  dans  les  définitiotts 

de  la  Parabole  ,  fera  le  Ueu  cherche. 

fio.  196.    \   i$9*  s  i  I*on  mené  le  demi- fécond  axe  JFfO>&  qu'on 
197-  tire  lliypothenufe  KO  j  les  triangles  reâangles  KHO^ 

2^ ^JT  leronc  fcmblables  :  car  puifque  le  fécond  axe  eft 
moyea  proporcionnel  entre  ie  premier  I K  U  Ton  para- 
mètre iCX^il  i^enfuit  que  K/i*.  HO^tilK.  KLii  aa. 

hb.iL  qu'ainfi  KH.HO  iiNSJ.^)^  âj  (*)•  L'angle 
H  KO  (qui  félon  la  dcfînicioo  11.  du  3.  livre,  eft  égal 
â  la  moitié  de  l'angle,  faic  par  les  Âfymptotes  de  THy. 
perbole  K  M)  fera  donc  égal  â  Tangle  Q^KT  i  c'eft  i 
dire ,  a  Tangle  donné  BMC^  &  on  aura  NQJja).  QT 

Or  fi  l'on  pofe  l'hypochenufe  KO  à\x  triangle  reâangle 

KHO  fait  par  les  deux  demi- axes  Jf  ^,  ff  O,  fur  le 

premier  axe  JK  depuis  le  centre  H",  en  ^  &  5  j  il  eft 

*Art.  74*    clair  *  que  ces  deux  points  feront  les  deux  foyers  de 

THyperbole  7C  Af  &  de  fon  oppofée  i  &  que  iî  ^^^i^, 

puifiqiae  if  -R  C=  ^^777^  &  -^ H— ^-«4-  -il.   D'où  l'on 

voit  que  le  foyer  R  de  l'Hyperbole  KM  t^  encore  le 

*Dtf.^.^.  foyer  *  de  là  Parabole  lAC  ,  &  que  5^(î-±lt*\. 

**  *  HO  (li^^Ii)  xxHO  (l2^^II).  AK  (i^),putf. 

qu'en  nittltipliant  les  extrêmes  &  les  moyens ,  on  forme  le 
même  produit.    Ce  qui  donne  lieu  à  ce  Théorème. 

Fie.  ijtf.        Si  f^l:  la  diftance  SR  des  foyers  d'une  Hyperbole 

K  M^on  prend  du  côté  de  S^  la  partie  KA  (roiiîéma 
proportionnelle  â  cette  diftance  5JR,  &  i  la  moitié  HO 

«  Art.  4."   de  ion  iecond  axe  j  &  qu  ayant  décrit  *  une  Parabole 

^  ^  C  qui  aie  pour  foyer  le  point  K  »  &  pour  axe  la  li* 
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gne  ji  R  dont  l'origine  foie  en  yf ,  on  tire  d'un  poinc  quel- 
conque M  de  THyperbole  K M  deux  tangentes  MB ^ 
MC^i  cette  Parabole  :  je  dis  que  l'angle  BMC  qu'elles 
comprennent  ^  fera  toujours  égal  â  la  moitié  de  l'angle 
fait  par  les  Afymptotes  )  &  que  (î  l'on  prend  le  point  M 
fur  THyperboie  oppofëe»  l'angle  compris  par  les  tangen- 
tes  9  fera  toujours  égal  au  complément  â  deux  droits  de 
la  moitié  de  l'angle  fait  par  l^s  Afymptotes. 

ExemplbVIIL 

^60.  vj  NS  ligne  droite  indéfinie  BA  P  étant  don-  Fig«  19t. 
née  de  poiition  fur  un  plan  avec  deux  points  fixes  A^D^ 
l'un  fur  cette  ligne  &  l'autre  au  dehors  \  on  demande  le 
lieu  de  tous  les  points  M ,  dont  la  propriété  foit  telle 

2 n'ayant  mené;^de  chacun  de  ces  points  aux  deux  points 
xes  j4  ^  D  ^  les  droites  M  A  ^  M  D  :  Isl  ligne  A  M  (o'xkT 
toujours  égaie  à  la  partie  ME  de  l'autre  droite  DM^ 
prife  entre  le  point  iW  &  le  point  E  où  elle  rencontre 
la  ligne  M  P. 

Du  point  donné  D  &  du  point  M  que  l'on  fiippofe 
être  Tun  des  points  cherchés ,  ayant  mené  Its  perpendi* 
culaires  B  D  ^  ilf  F,  fur  la  ligne  ^?,  on  immmera  les 
données  AB ^  la^BD^ii-y  Scies  inconnues  &  indé- 
terminées ^  P  ^  x  ^  P  A/ ^  y  :  écon  aura^F  ^FiS^puif- 
qM  (fyp'J  AMiz,  ME.  Or  les  triangles  femblables  E£D, 
EPM^  donnent  EBo^xAE  —  ^£  (xx  —  im).BD  , 
(%b)  ::  Et  (x).  PM  (y).  En  multipliant  donc  les 
extrcmes  &  ks  moyens ,  on  formera  cette  équation 
xy — Myzi  b  X ,  qui  renferme  la  condition  marquée  dans 
le  Problème^  &  dont  le  fieu  qui  cil  ^  une  Hyperbole  équi-  ^Art^nf: 
\9Ê&tt  entre  les  Afymptotes  fe  cônftruit  ain& 

Soit  tirée  la  ligne  A  D  que  l'on  divifera  par  le  milieu 
ea  c,  par  où  Ton  mènera  les  droites  c  F  ^CG  ^  l'une  pa- 
talleie  9c  l'autre  perpendiculaire  i  AP  :  foient  décrites 
entre  les  Afymptotes  CF  ^CG^  indéfiniment  prolongées 
de  parc  &  d'autre  du  point  C^  par  les  points  D^  A^¥  *Arf.  ijo. 

131. 
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*Def.i6.     les  deux  Hyperboles  oppofces  DM^^^M^  qui  font* 
HI.  équilaceres.  Je  dis  qu'elles  feront  le  lieu  complet  de  cous 

les  points  cherchés  M. 

Car  les  Afymptotes  CF^  CG  ,.divifent  les  droites  ^ B\^ 
BD  tn  deux  parties  égales  9ux  points  L^  K ^  puifque 
^Z)  efl:  divifée  par  le  milieu  en  C  ^  &  partant  lorfque 
les  points  P  tombent  fur  ./^It  prolongée  indéfiniment 
du  côté  de  B^  comme  Ton  vient  de  ruppofer  en  faifanc 
le  calcul,  la  ligne /^Z  ou  CH  srx — a^H M^^y — ^j, 
^Afi.i^o.  &    P^r    ^^    propriété  *  de    1  Hyperbole   CH^H M 

(xj — é^y  —  bxr^ab)  7ZCK  n KB  {ab)}Ct  qui  don- 
ne xy  —  ^y  3  bx. 

Si  l'on  fuppofe  à  pre(ênt  que  les  points  /^  tombent  fur 
B  A  indéfiniment  prolongée  du  côté  de  ^  ,  ou  fur  la 
partie  déterminée  ^  £  5  on  trouvera  toujours  (  en  ob-^ 

fervant  de  faire  ^Pzs x^  &  P  M  s — j^lorfqu'ils 

tombent  de  l'autre  coté  du  point  ^  &  de  la  ligne  AP] 
la  même  équation  xy — ayzzbx^  tant  par  la  condition: 
marquée  dans  le  Problème  que  par  la  propriété  de  THy^. 
perbole  jiMoxx  D  Af,   Donc  &ç. 

CoilOL«L  A  I  HEi 

m 

3^1*  j3e-la  il  eft  évident  que  les  parties  MKt^^ 
M  S  des  deux  droites  A  M  ^  DM  ,  comprifes  entre  le 
point  M  &  Tune  ou  l'autre  des  Afymptotes,  font  égales 
entr'elles.  Car  i^.  Lorfque  l'Afymptote ,  comme  c  jF ,  eft 
parallèle  â  la  ligne  A  P,  Tangle  R  S  Jlf  eft  égal  à  l'angle 
^EM^U  Tangle  S  R  Mi  Tangle  M^E,.  1^:  Lorfque 
TAfymptote ,  conwne  c  G  ^^d  perpendiculaire  â  A  Py 
l'angle  RSM  fera  le  coraplementâ  un -droit  de  Tangle 
^  E  Ma  caufe  du  triangle  reâangle  Slr^E ,  &  de  même 
l'angle  S  RM  ou  fon  oppofé  au  fommet  ARL  eft  le 
complément  â  un  droit  de  l'angle  EA  M  i  caufe  éa 
triangle  redanglc  RAL.  *Donc  puifque  les  angles  E^M^ 
AEM,  font  égaux ,  il  s'enfuit  que  le  triangle  RM  S  fera 
^,  ifQfceHe,&  qu'ainfi  les  côtés  HJi^MS,,  fèront-égaux 

entr'eux^ 
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cntr'eux.  Ce  Corollaire  nous  fournit  le  Théorème  fuivant. 
Si  Ton  mené  d'un  point  quelconque  M  d'une  Hyper*^ 
bole  ëquilatere ,  deux  droites  MD  ^  MA^  aux  extremi- 
tés  d'un  de  fes  premiers  diamètres  ^  D  ^  lefquelles  ren^ 
contrent  Tune  ou  l'autre  Afymptote  aux  points  R ,  5  :  je 
dis  que  les  parties  MRy  Af  «S r  de  ces  deux  droices  fe^ 
root  égales  entr'elies. 

Exemple!  X. 

j6l.  D'EUX  cercles  E  G F^B NO ^dontks centres  Fie.  199^ 
font  c ,  il ,  étant  donnés  ^  &  ayant  mené  par  un  point  quel- 
conque G  du  cercle  E  G  F  une  tangente  indénhie  G  NO 
qui  coupe  l'autre  cercle  B  NOen  deux  points  N^O^  par 
lefquels  foient  tirées  les  tangentes  N  M  t  o  M  \  on  de- 
mande le  lieu  de  tous  les  points  de  concours  M. 

Ayant  tiré  MP  perpendiculaire  fur  CA^  qui  pafle 
par  les  centres  c,  ^ ,  àes  cercles  donnés  j  on  mènera  les 
droites  CG ^  AM^  qui  feront  parallèles  ,  puisque  Tune 
&  l'autre  efl:  perpendiculaire  lur  la  même  droite  GO 
qu'elles  rencontrent  aux  points  G^Q^^^  &  on  nommera 
les  données  AB  on  AO  ,  a  j  CE  ou  CF  ou  CG ,  ^ - 
CA^  Ci  &  les  inconnues  &  indéterminées  ^P  ,  x  j 
PM^y.  Cela  fait  ,  les  triangles  reâàngles  femblable; 
AO  M^AQJ>  ,  donneront  A  M  {Vxx^yy).AO  {a)  :: 


Mif 


AO  (a).  A/2^^^ Et  menant  CH  parallèle  i 

GO^  qui  rencontre  en  H ,  M  A  prolongée 3  s'il  eft  neceflàip 
re/ on. aura  à  caufe  des  ^triangles  reâangles  fembla- 
blcs  Af^i',  CAH^  cette  proporyon  :  P -^  {x)iAM 

(y"xx4-^)::-rf2fbu CG^AoS^b^  7J==  \  ^^  i^h 

\  \xx^yy  f 

ce  qui  donne  b  t^xx\^yy^s^aa^cx ,  c'cft  â  dire  ,  en 
ôcant  les  incommenfurables  ^  réquationjry 


«»imx_lls=:#,  dont*te  lieu  eft  *  une  Parabole  •  ut»  "^  Ari.  j4î* 

Ellipfe>ou  une  Hyperbole  feloo  que  CE  (^)  eft  égale*, 

Mm 
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plus  grande  «  ou  moindre  que  Cjt{c).  Voici  la  conftruc- 
CÎQO  ^\ji  dernier  cas. 

Soit  prite  (ur  la  ligne  j4P\z  partie  jiR  £^-±11-  du 

côté  oppofc  iP  M  iUdc  part  fi(  d'autre  du  point  X  ie$ 
parties  R/,JiKy  égales  chacune  à  -i^.  j  &  foit  décri. 

te  du  premier  axe  I Bi  qui  ait  pour  paramètre  JCZ=s^ 

une  Hyperbole.  Je  dis  que  fà  portion  indéfinie  Z)  Jlf  ren- 
fermée  dans  l'angle  PA  D  fait  par  la  ligne  w^  P  ^  par  la 
droite  ^  D  menée  parallèlement  à  PM  &  du  mêmçcô^ 
té ,  fera  le  lieu  de  cette  équation. 

Car  par  la  propriété  de  THyperbole,  RP  *^— A/ 

ce  qui  donne  Téquation  précédente. 

Si  Ton  fuppofeâ  pr^fent  quç  les  points  ^tombent  dans 
Tangle  KA  D  qui  eft  à  côté  de  l'angle  P^  P ,  on  trouvera 
encore  (  en  faifant  AP  Œ  —  x)  la  même  équation^  d'où 
il  fuit  que  la  portion  déterminée /Z)  de  THyperbolc/^/, 
avec  la  moitié  entière  de  l'Hyperbole  qui  lui  efl;  opporée 
fera  Iç  lieu  de  ces  points ,  Çc  qu'ainfi  ces  deux  Hyperboles 
oppofées  çompofeQt  le  lieu  complet  de  tous  les  points  cher- 
cnés  M  :  où  Ton  doit  obfcrver  que  la  portion  S IT  ren- 
~  fermée  dans  le  cercle  B  NO  eft  inutile ,  puifqu'aucun  des 
points  de  concours  M  des  deux  tangentes  NM^  OM^  i 
ce  cercle ,  ne  peuvent  tomber  au  dcdaijs, 

W  ç(l  i  propos  de  r««na?Qttei!  oatt  ^A{  ■■V,*.. \ 

^_4^^  ..   ..^ ......  ,  .- 

mJ^  K  K,  -t^^lKn  KZ  ^  coipipc  l'on  voK  çu  mctunc 

pour  ee«  lignes  leurs  iraieurs  analytiques  j  &  qu'aia- 

•-rfr*.  74..  fi  puifqué  le  redîingle  JK*KZ  vaut  Iç  quarré  dç  h 

moitié  4u  fécond  axe,  Iç  poinç  \A  fera  *  Tuo  des  foyers 
^e  l'Hyperbole  I M.    Or  puifque  A I  ovl  ^R  —  RI 


£^,  il  s'enfuie  qu'on  peut  abrçger  la  conftruâion 
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precëd%ire  en  cette  forte. 

Soient  prîtes  fur  la  ligne  ^  c  du  côté  de  C,  les  parties 
^/,  yi K y  ttoiCiétnes  proportionnelles  à  *^/(^^^), 
jiS  {a),bià^ £{i—^i)^^B  (4^)5  &foiedC  décrite^' 
du  premier  axe  /it,  6c  du  foyer  j4^  deux  Hyperbote&  ^jirt.yé. 
oppofées.  Il  eft  cvideiic  (Qu'elles  feront  le  lieu  de  tous  \t% 
points  cherchés  M* 

Lorfque  C£  (^  )  eft  plu^  grande  que  C^é  (  r  j^  la  conf^ 
rrudion  de  TEllipie  qui  efl  le  lieu  des  points  cherchés 
/f ,  fe  fera  de  la  même  mdrtiire  que  pour  l'Hyperbole, 
en  obfervant  de  prendre  la  partie  A  K  de  lUutre  côté 
du  point  A  par  rapport  âu  poidt  C.   Et  énfitt  lotfqde  C  E 

(^)«c^  (^),il  h*y  aura  qu'a  prendre  fur  la  ligne  ^C  du  ^^^^  i^^- 
côté  de  C,  la  parti*  AI  troiftcmè  pfoportionnélié  à  AJ^ 
Abyèi  décrire enfuitc  ufte  Parabole  qui  ait  pour  foyer  le 
point  >,6^pour  a)te  la  ligne  lA  dont  t'origine  foit  en  /. 

COKOLLAIIIE     L     PûOtL     l'ËlLIIPSE     &     LES 

HY^E  JLBOLiS     Ot»  POSE  ES. 

3^5*  De*l A  il  eft  évident  que  G  de  Tun  des fovôfJ  Fie,  i^j^ 
>i  d'une  Ellipfe  ou  de  deux  Hyperboles  oppofées  ,  dont 
k  prettiiér  a^^e  eft  /a%  on  décrit  u»  cercle  quelconque 
i  2^0  }U,  qu'ayant  pris  fur  cet  axe  les  parties  ae^  a  f^ 
troifîémes  proporciôonelks à ^IC ^ «^i? ;6cà^IyàLAB^ 
(  i^avoir  j^  £  du  côté  du  point  K  ^  Se  ^  f  d\x  cdté  da 
point  /)  on  dé.crive  du  diani^tre  JBf*  un  cercle  EGFz 
il  eft  évident ,  dis.  je ,  que  fi  Ton  tire  d'un  poinc  quelw 
conque  M  de  la  Seâion  ^  deux  tangentes  M  2f,  M  0, 
au  cercle  BNO^  la  hgne  O  2/  qui  joint  les  points  tou» 
chans  étant  prolongée  ,  s'il  eft  neceflàîre ,  touchera  too» 
jours  l'autre  cercle  E  GF. 

Coi^OLLAI&E    IL    PûUK    LA    PARABOLE.. 

)64#  \  L  fuit  encore  de  la  refolution  de  ce  Problême,  F  f  •»  M0I 
que  (l  du  foyer  A  d'une  Parabole  J  M  dont  Taxe  //fa 

M  m  i  j 
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foD  origine  en  I,  on  décrit  un  cercle  quelconque^AT^} 
&  qu^ayanc  pri^  fur  Taxe  du  côté  de  Ton  origine ,  la  par- 
tie j4  jF  troisième  proportionnelle  à  ^/^  iA  B^on  décri- 
ve un  cercle  ^G-F  du  diamètre  AF  i  &i  qu^enfin  Ton 
tire  d'un  point  quelconque  M  de  la  Parabole  deux  tan- 
gentes M  Ny  Alu  ^zw  cercle  B  NC  :  la  ligne  N O  qui 
joint  les  points  touchans ,  étant  prolongée  ^  s'il  eft  necef- 
faire,  touchera  toujours  le  cercle  ^  Cr  f  en  un  point  G. 

Exemple    V, 

Fie.  xou  3^5  U  NE  ligne  droite  indéfinie  •/^P  étant  donnée 
xoi.  icj.  fur  un  plan ,  avec  un  point  fixe  F  hors  d'elle  ;  trouver 
le  lieu  de  tous  les  points  M  y  dont  la  propriété  foit  telle, 
qu'ayant  mené  de  chacun  de  ces  points  une  perpendicu- 
laire M  P  {\XT  A  P  ^S)L  zw  point  F  une  ligne  droite  iWf-Fj 
la  raifon  àé  M  P  i  M  F  Toit  toujours  la  même  y  que  cel- 
le de  la  donnée  a  i  h  donnée*^. 

Ayant  mené  du  point  donné  jF  fur  la  ligne  A  P  h 
perpendiculaire  FA  ^  6c  d\i  point  M  que  l'on  fuppofe 
:trc  Tun  des  cherchés,  une  parallèle  M^Jl  ^ P^  on 
nommera  la  donnée  A  F  ^  c?  Se  les  inconnues  &  indé* 
terminées  A  P  ^  x  ^  P  M^y  y  qui  font  entr'elles  un  an- 
gle droit  A  PM.    Cela  pofé ,  le  triangle  rcAangle  M^ 

donne  M  F^^^F^icCm^icy^yy)-^  MQ^  {xx)  ytc 
â  icaufe  de  la  condition  marquée  dans  le  Problême  on 

atjra  M  P  {yy).  MI*  { c  c^^zcy  ^yy  '-\'  x  x  )  H  a  a.  bb*^ 
d'oij  (en  multipliant  les  moyens  &  les  extrêmes)  on  tire 
cette  équation  aayy ^-^bbyymmmxaacy ^ aaxx^ aacc ts^o ^ 
donc  il  s'agit  maintenant  de  conftrijire  le  lieu.  Pour  en 
venir  â  bout ,  il  faut  didinguer  trois  difïèrens  jcas  félon 
que  a  eft  plus  grand ,  moindre,  ou  égal  ^br 

Premier  cas.  En  divifant  par  a  a  —  ^  ^ ,  on  trouve  cet- 


hinie  '       m         as  I       s  M  ce 


te  équation  ^'y n^*^ — n-*^*"t" — rz=*» 

*^rt.  314.  donc  le  lieu  çft  une  Ellipfë  *  que  l'on  conftmic  eo  cecce 
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Soie  prife  fur  A  F  an  côté  de  J,  la  partie  A  C=a  ^^. ,  F  i  c.  201. 

&  ayant  mené  par  le  point  C  une  parallèle  KH  à  ^P, 
fuient  prifes  fur  cette  ligne  de  part  &  d'ajtre  du  point 

C^\ts  parties  CH^CK ,  égales  chacune  à  r^^ttLL.^  En- 

fuite  de  Taxe  iC  H"  qui  fbit  â  fon  paramètre  /c  z  comme 
a  a  —  iif  ciïà,  aay  {oit  décrite  une  Ellipfè.  Je  dis  qu'elle 
fera  le  lieu  de  Téquation  précédente ,  &  par  conféquent  ^ 
de  tous  les  points  cherchés  M. 

Car  par  la  propriété  de  TEllipiè  ^KE^eH  ou  CH 

KH.^  KL  :  :  aa^b.aa  -,  ce  qui ,  en  multipliant  les  extrê- 
mes &  les  moyens, rend  la  même  équation  que  ci  deflus. 

Puifque  CH  .  C^*::  KH.  KZ::  aa — bb.  aa^  il 
s'enfuit  que  le  demi-axe  CB  ou  CD  =  --^  ;  &  qu'ainfî 

*  a  s — b  b  *— *  ^ 

partant  le  point  F  td*  l*un  des  foyers  de  cette  Elliplequi  *^rt.  jj. 
a  pour  grand  axe  la  ligne  SD.Ces  remarques  nous  four- 
niflenc  une  conftrudion  beaucoup  plus  fimple  que  la  pré- 
cédente :  La  voici,  \ 

Soient  prifes  fur  i^^  du  <^tc  dé  ^  la  partie  FB 
„_if_,&  du  côtéoppofc  la  partie  f  Da»~~.    Ayant 

pris  1) G  égal  iSF  ducôté  de  F5 foit  décrite  des  foyers 

f,  G ,  &  de  l'axe  5  D  *  une  Ellipfe  5  il  eft  évident  qu'elle  *Art. }(, 

fatisfera  i  la  queAion. 


i*éte  ..  »» 


Second cof.  On  aura  dans  ce  casj^j^  [  •  ^^_^^j^—  ^^— --  x x 


MM  te 


ss  « ,  parce  que  a  eft  moindre  que  h.    Le  heu 

de  cette  équation  fera  deux  Hyperboles  oppofecs ,  que 
Von  pourra  conftruire  félon  Tarticle  531.  (Liv.y  ).  Après 

M  m  iij 


Avoir  faic  les  mêmes  remarques  ,  que  «ians  le  cas  prcce- 
dérit ,  oo  trouvera  cette  conArudion. 
F I  •.  xox.      Soient  prifes  fur  FA  du  côté  du  point  ji  \ti  partie» 

i?^=«  il.,  JFÏ)^J±..  Ayant  pfis  DG  égal  à  -51^ 

*-^r#.  7<«  du  côté  opporé  au  poioc  i^,  fôiêiic  *  décrites  dés  foyêf^ 
F^G^ii  du  premier  axe  £D^  deux  Hyperboles  ôppo« 
féeâ  BM iDM.  £lles  (èront  le  lieu  de  cous  les  points 
cherchés  M. 

Tr§ifiéme cm.  L'équacion  générale  àayy^u^^bhyy ^^ x^iacy 
-|-  aàxx^aéicc:=:o  (è  changeant  en  cette  autre  x  x — x  cy 
^cc'sszo ^  parce  que  ««:ti^i,  (on  lieu  eft  une  Parabole 

Fie  loj..  ^'^'  ^ft  facile  de  tônftruire  feloo  l'arckle  jio.  (  Liv.  7.  )^ 

mais  on  voit  tout  d^un  coup  &  fans  avoir  befoin  d'aucua 
calcul ,  que  (1  l'on  décrit  une  Parabole  qui  ait  pour  di* 
reàrice  la  ligne  .>^ P,  &  pour  foyer  le  point  F^  félon  qu'il 
e(l  enfeigtié  dans  la  définicipn  première  du  premier  Livre^. 
tWt  {tt^  le  lieu  requis. 

CoHÔLLAIRE      I. 

^éS.  I  L  eft  clair  dafis  le  premier  cas,  que  Cf  {—^^  )  - 

\ékM*^bb)  Kum'^bbl  Xaa-^bbÀ  ^ 

trouve  la  même  chofê  dans  le  fécond  cas  :  ce  qui  donne 
lieu  à  ce  Théorème. 
FxG.  2.9I.       Si  dans  une  EUipie  ou^^eux  Hyjperboles  oppofées  qui 
xou  ont  pour  centre  le  point  C ,  pour  toyeris  les  deux  points* 

/,  G, & pow  pi-emier  àxe  la  ligne JTD,  on  prend  C^ 
troifiéii>e  proportionnelle  à  CF^c  B  ^du  côté  du  foyer 
jF  ^  &  qu'on  metie  la  droite  indéfinie  ^  P  perpendicu- 
laire fur  J3  D  :  je  dis  que  fi  d'un  point  quelconque  M  de 
la  Seâion^  Ton  tire  /ur  ^P  la  perpendiculaire  MP^ 
&  a»  foyer  F  la  droite  -M  /  i  la  railbn  de  Af  P  iMfy 
fera  toujours  Fa  même  que  du  premier  axe  J3D  à  la  diC 
.    tance  F  G  des  foyers, 

iDaAs  lei  Corollaires  fuivans  cette  ligne  droite  ibdé* 
£niê  ^  P  s'appellera  DireBrtce  à  Tégard  de  ces  deoK 
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SeâioDS  )  auffi-bien  qu'à  Tégard  de  la  Parabole.  D*oà 
Ton  voie  qu'il  eft  facile  de  décrire  une  Seâion  coaique 
qui  ait  pour  foyer  un  point  donné  F  ^  pour  diredricè 
une  ligne  donnée  de  pofîcion  itf  P  ^  &  qui  paffe  par  uq 
point  donné  M  :  car  tirant  au  foyer  F  h  ligne  MF,  ù 
fur  la  diredrice ^ P  h  perpendiculaire  MB ,iL  non>- 
oiant  les  données  MP^a  ^M  F^i  ^  il  n'y  aura  qu'à  dé- 
crire le  lieu  des  points  M  tels  que  M  P  toit  toujours  â 
M  F  comme  a  t^  ih. 

» 

CqkollaiheIL 

367*  5)  I  Ton  joint  deux  points  quelconques  M ^  ITy  Fie»  104. 
d'une  Seâion  conique  ^  par  une  ligne  droite  qui  rencon-  ^^1» 
tre  la  direârice  en  c  ;  &  que  du  foyer  F  ^  on  tire  les  droi. 
tes  ¥ M^  F N^  JC  :  je  dis  que  la  ligne  FC  coupe  en 
deuK  parties  égales  l'angle  NF  H  complément  i  deux 
droits  de  l'angle  NF  M  ^  lorfque  les  points  M  y  N  ^ 
tombent  fur  une  Parabole,  Ellipfe,  ou  Hyperbole  \  & 
l'angle  NF  M  ^  lorfqu'ils  tombent  fur  deux  Hyperboles 
oppofëes. 

Car  tirant  les  perpendiculaires  M  P  ^  -^  j^fur  la  di- 
reâricé,  &  la  ligne  ND  parallèle  â  ^i^  ^  les  triangles 
femblables  MPC ,  N^S ,  &  MFC ,  NBC ,  donnent  M  P. 
N^.i  MC.  Ne  ::  MF.  ND.  Et  partant  MP.  MF:: 
N^  ND.  Or  par  la  propriété  de  la  Seâion  cQuique  qui 
a  pour  dtreâ^rice  la  ligne  Pd^  &  pour  foyer  le  point  F^ 
on  aura  MP^  M  F  :t  NQ^NF*  Les  lignes  ND  ,NF, 
feront  donc  égales  eptr*elles  ^  c'eft  pourquoi  dans  le  pre* 
mier  eas  l'angle  NDF  ou  CPH  fera  égal  à  l'angle  C/ AT, 
&  dans  le  feeond  l'angle  FDN  ou  çfM  fera  égal  â  Tan. 
gic  CFN.   Ce  ^u'il  falloir  prouver. 

*  •  - 

CoROLLAIHl      II  L 

5^S»  13  E-L  A  on  voit  comment  on  peut  décrire  une  F  i  ••  ie4« 
Parabole  ,  £llipfe  ,  ou  Hyperbole  qui  paffe  par  trois 


i8o  Livre   Muitie'me. 

points  donnes  A2 ,  7^^  p  ,  &  qui  aie  pour  foyer  le  point 
donné  F. 

Soient  menées  par  le  foyer  F ^  les  droites  FC^  F By 
qui  divifent  par  le  milieu  les  angles  NF  H^N  F  K^  corn- 
plemens  à  deux  droits  des  angles  donnés  M  F N ^  OFN\ 
&  par  les  points  C  ,  £  ,  où  elles  rencontrent  \t%  lignes 
M  N yON ^  qui  joignent  les  points  donnés ,  foit  tirée 
une  ligne  droite  indéfinie  CE»  Soit  décrite  une  Sedion 
conique  qui  ait  pour  dirèârice  la  ligne  CE  ^  pour  foyer 
le  point  f  ^  &  qui  pafTe  par  le  point  M  :  il  eft  clair  fé- 
lon le  Corollaire  précèdent  qu'elle  paiZèra  aufli  par  le» 
deux  autres  points  N^  o. 

Co&OLLAlBtElV. 

F  ro.  uoj.        }69.  vj  N  tire  encore  du  Corollaire  fécond  une  ma* 

aiere  de  décrire  deux  Hyperboles  oppofées  qui  ayent 
pour  foyer  le  point  F  -,  &c  dont  Tune  d'elles  pafle  par 
deux  points  donnés  ilf,  O  ^  Se  l'autre  par  un  point  don- 
né  -AT. 

Soit  menée  par  le  point  F  la  ligne  PE  qui  di^ife  par 
le  milieu  Tangie  H  F  o  complément  i  deux  droits  de 
l'angle  MF  Q  formé  par  les  droites  F  M  ^  FO  y  tirées 
du  point  F  aux  deux  points  M  yO  ^  qui  doivent  fe  trou- 
▼er  dans  la  même  Hyperbole  j  &  ibit  encore  menée  par 
le  même  point  F  la  ligne  J^  C,  qui  divife  en  deux  parties 
égales  Tangle  M  FN  formé  par  \t&  droites  F  M  ^F  Nr 
tirées  du  point  F  aux  deux  points  M  ^  N^  qui  doivent 
tomber  fur  les  deux  Hyperboles  oppofées.  Par  les  points 
E  y  C,  où  les  lignes  F£.^  FC ^  rencontrent  \ts  droites 
MO  y  M 2^ y  qui  joignent  les  points  donnés  ,  ibit  tirée 
une  ligne  droite  indéfinie  E  c.  Soient  enfin  décrites  deux 
Hyperboles  oppofées ,  cça\  ayent  pour  foyer  le  point  F\ 
pour  direârice  h  ligne  £  c  ,  &  donc  Tane  d'elles  pafle 
par  le  point  M  ;  il  eft  évident  qu'elles  fâtisfont  â  la  que^ 
cion. 

Co&oL.  y. 
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c  o  r  o  l  l  a  i  r  e.    v. 

37^*  Les  mêmes  chofes  étant  pofées  que  dans  Je  F  i  g.  xoAm 
Corollaire  fécond  j  il  eft  vifiWe  que  l'angle  M  F  2^  dif*        ' 
ference  de  l'angle  €BM  &;  de  fon  complément  a  deux 
droits  CF  H  ovi  C  JF  ^,  diminue  â  mefure  que  le  point 
27^  approche  du  point  M  j  de  forte  qu'il  s'évanouit  tout- 
à-fait  ,  lorfque  le  point  N  tombe  fur  le  point  M.    L'an- 
gle C  F  M  fera  donc  égal  alors  â  fon  complément  â  deux 
droits  3  &  par  confequent  il  fera  droit.    Or  comme  la  li- 
gne iVfiV'  devient  alors  la  tangente  MTy  puifqu'elie 
pafle  *  par  deux  points  infiniment  proches  de  la  courbe-  "^Art.  i8& 
on  voit  naître  une  manière  générale  &  toute  nouvelle 
de  mener  d'un  point  donné  M  fur  une  Seâion  conique 
une  tangente  MT  ^  un  foyer  F  avec  Taxe  qui  pafle  par 
ce  foyer  étant  donnés. 

Car  ayant  trouvé  la  dire<9brice  comme  il  eft  enfêigné  dans 
le  Corollaire  fécond  ,  on  mènera  du  point  donné  M  au 
foyer  F  la  droite  -MF,  fur  laquelle  on  tirera  la  perpendicu. 
laire  TT  qui  rencontre  la  diredrice  en  T^  par  où  &  par  le 
point  donné  M  on  tirera  la  tangente  cherchée  M  T^ 

Exemple   XI. 

Y7\  Dbux  angles  K^M^  a:^^,  mobiles  autour  Vi%.»6^ 
des  points  fixes  ^  j  M ,  étant  donnés  fur  un  plan ,  avec 
une  ligne  droite  indéfinie  F  K  qui  ne  pafle  par  aucun  de 
ces  points }  foit  imaginé  le  point  de  concours  K  des  deux 
côtés  AKyMK  vfc  mouvoir  le  long  de  la  droite  F  K  6c 
^  '  propofé  de  trouver  la  nature  de  la  ligne  courbe  que 
rit  dans  ce  mouvement  le  concours  M  des  deux^au^ 
très  côtés  AM  ^BM^  prolongés  lorfqu'il  eft  neceflaire 
^e  l'autre  côté  des  points  ^ ,  JT. 

Sur  >#  J ,  comme  corde ,  je  décris  de  l'autre  côté  du 
point  M  y  un  ar<;  de  cercle  capable  d'un  angle  B  D  A 
qui  vaille  quatre  droits  moins  les  deux  angles  donnés 
KAMr^^M  ^^bL  ayant  achevé  te  cercle  entier  dont 

Kn 


fxtl  Lit  HE     HuiTlE'MB* 

cet  arc  fait  oarrie ,  il  peut  arriver  que  la  droite  iiidcfinie 
P  K  tombe  jcoute  entière  au  dehors  de  ce  cercle  «  ou  qu'el- 
le pa0e  au  dedans  ,  ou  enfin  qu'elle  le  touche  ce  qui  fait 
trois  difiêrens  cas  que  j'explique  en  particulier. 

Premier  cm.  Du  centre  C  du  cercle  BBAÈ\t  mené 
fur  V K^  la  perpendiculaire  C9  qui  le  rencontre  aux 
points  D»  £>  &  k  ^^^^  pai&r  par  le  point  l><plu5  pro« 
che  de  la  ligne  ¥  K  que  l'autre  point  E  )  les  deux  côtés 
Djt ,  BBy  des  deux  angles  D^  P ,  D  B^  égaux  aux 
angles  KjiM^  KBM  ^  lefquels  côtes  étant  prolongés 
"vas  D  rencontrent  la  ligne  P  K ,  aux  points  G ,  H.  Or 
par  la  cooftruâion  l'angle  B  D^  plus  les  deux  angles 
DkAP^DB  Q^  vaut  quatre  droits  î  &  comme  le  même 
angle  BDA  plus  les  deux  angles  Dy^jff,  DB  ^^vzMt 
i^x  droits  >ii  s'enfoit  que  les  angles  BAP^  BAQ^^vû- 
lent  deux  droits ,  &  qu'ainfî  it^ lignes  AP^  B^Aont^z^ 
f  atleles  entr'elles.  Cela  pofé. 

Soit  mené  du  point  K  fur  lesdeux  côtés  AD^BD^ 
Jes  perpendiculaires  KR^KS^icàçs  points  A  ^  M^  fur  les 
deux  autres  côtés  BQ^.AP,  les  perpendiculaires  J/^ 
MP ,  qui  rencontrent  BQ^  aux  points  7,  Q^  Soient  les 
données  fjE  CS^^fDS  b^  BIzic^  Al^d^  PGt^g^ 
PH  tzh^DG:=i  m^VH  s:  »  5  &  les  inconnues /K^  s«, 
APziz  XyP M  szy  -,  &  à  cauie  des  triangles  rcdangles 
iëmblables,  GBP  ^  G  KR^on  aura  ces  deux  propor. 

tions :  GDim"^  GPU)  uGK  (%-g).  Git—f^^fl.  Et 

m 

CD  ( m).Bf{k}'. :  GK  ( fr-g ). ^je«, t^dl .  Or  les  crian- 

gles  reâaogles  ièmblables  GDf ,  EDjê  t  donnem  anffi 
4?I>  <»),  D^  (^)  î:  £Z>  (rf— *).  i*D— îLlif^  c^  par. 

tantilD-J-DC?  ou  ^G«.liz££±22,  &  ^G-|-G1 

tou  ^je^^^**»j->-gt~gf^^.  parce  que  ,w,w^ 

•4- g  g  à  caufe  du  triangle  reâangle  DBG.    Mais  les 
triangles   reâangjes  jiRSi^  APM  ionc  ièioblables 


•  n: 


•■s     ;    • 


1 

car  retranchanc  des  aogles  égaux  K^M^  D^ P  le 
même  angle  KAP^Ïei  reftes  K^^^P  ^m  ^  feroac 
égaux  i  &  par  conféquent  w^A  (î£:î£5-  J.  hk  (^  **"" *^  J  ;  : 

AP  (x).  /'-af  (>),d'où.l'oo  lire  xs^  *Jl:*Ul, 

**— *j 
Mainceoanc  les  ciiacgles  reâangles  ièmblabies  HDP^ 

ITKS  donnent  H  S  ss:^^'*^*t.  JC  5  ssiilii  j  &  les 

irîugles  reâanglcs  femblai^les  HFD^EJSDj  donneoc^ 
DH(n).  Df{h)vi  DE  ia^6).DB  S^tlf.  Etpar^ 

tant  ^D-t-DH  ou  £H  tilizf±ÎZliL ,  &  i?/f — HS  ou 

^  o  S  ■■■   ■ .'■■i..i(..  ■>■  «m    ■   ■>,  parce  que  nn  'ssh^' 

^hhi  caufe  du  triangle  reâangle  DFH".  Of  les  trian- 
gles redangles  BSK,  B  J^J^,  font  jfemblables  j car  rei 
nranchant  des^ angles  égaux  IX£ Q^  KBM^Xç  même- 
angle  DSM^Xes  reftes  iC  SS^M^Q^  feront  égaux  j  & 

par  cooféquent  S  S  {^^^^)j  S  K  (iSiif  ^  :  :  bq^x^). 
SM[y-^d),  D'où  l'on  tire  ;^=îip*ii±ili±:l*i. 

Comparant  cette  dernière  vaipur  de  iz;^  avec  h  prece* 
dente  »  multipliant  en  croix  ,  en  Êiiiant  pour  abréger 
G  H  (g-+*)  es/,  OH' arrive,  enfin  en  divifant  par  ai/ à» 
cette  équation. 

7  / 

dbiir  le  lieu  que  Ton.  pourra  conftrtiire  (elon  rardcle  314» 
f  Li V.  7;  )  fera  une  EUipfe ,  parce  que  le  terme  -  x  x  fera  tod. 


îpurs  précédé  dans  ce  premier  cas  du  figne  «+  ^  en  quek 
que fituation que fe puiâent  trouver  les  points ^^3^k. 

Second  cas.    Après  avoir  SKHnmé  les  lignes  par  les  F 1  o.  xo^ 

Nn  i|,  .      :    :  * 


£(4  L  I  V  K  1    H  U  I  T  I  B^  M  1. 

mêmes  lettres  que  dans  le  premier  cas ,  &  fait  les  même^ 
xaifonnemens }  on  Arrivera  â  cette  équation. 


^ui  ne  diffère  de  la  précédente  qae  dans  quelques  fignes, 
&  dopt  le  lieu  que  Ton'  pourra  conftruire  félon  l'article 
331.  (  Liv.7.)  fera  codjours  deux  Hyperbolesoppofces,par- 

ce  que  le  terme  txx  fera  toujours  précédé  du  figne  — 

dans  ce  fécond  cas. 

Comme  le  plan  xy  ne  (è  rencontre  point  dans  les 
deux  équations  précédentes  ,  &  que  Tangle  ^  PM  eft 
drpit  s  on  connoît  d*abord  que  Tun  des  axes  de  TEllipfe 
dans  le  premier  cas ,  &  des  Hyperboles  oppofées  dans  Je 
*ifecond  doit  être  parallèle  aux  lignes  ^P.BQj^ii qu'il 
a  avec  fon  paramètre  la  même  raifon  que  EF  {a)k  FD 

{6)  y  parce  que  la  fraftion  ^  qui  multiplie  le  quarré xx ex- 
prime ce  rapporf . 

'  Lorfque  le  point  iC  en  parcourant  la  ligne  indéfinie  KF 
arrive  au  point  O  où  cette  ligne  rencontre  la  circpnfe- 
rence  ,  il  eft  clair  que  ks  côtés  ^M  ,  JB  M  ^  qui  décri- 
vent  par  leur  point  de  concours  M  THyperbole  B^  M 
deviennent  parallèles  entr'cùx  i  qu'ils  fe  coujenc  vers  le 
côté  oppofé  ,  pendant  que  le  point  K  parcourt  la  partie 
jQ  L  de  la  ligne  K  F  renfermée  dans  la  x:irconference  5 
4ju*Us  deviennent  encore  parallèles ,  lorfque  le  point  K 
tombe  en  L  ^  après  quoi  ils  fe  rencontrent  de  nouveau 
ver6  le  même,côté.  D^oii  Ton  voit  que  le  point  M  décrit 
THyperbole  B^M ,  pendant  que  le  point  K  parcourt  \ts 
deux  parties  indéfinies  de  la  cfroite  KF  qui  tombent  de 
part  &  d*âutre  de  la  circonférence  j  &  qu*il  décrit  fôn 
oppofée,  pendant  que  \t  point  K  parcourt  la  partie  0£ 
j-çnfermce  dans  la  circonfercijce. 
F 1 6.  %o%.      Troifiéme  cas.    Comme  dans  ce  troifîéme  cas  la  droite 
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indéfinie  JP K couche  la  circonférence  du  cercle  BDAE 
^n  quelque  point  P^  il  eft  clair  que  le  point  D  des  deux 
autres  cas  le  confond  ici  avec  le  point  F,  &  qu*ain(î  les 
triangles  DFG  ^  DPHj  s'évanouiflent  :  c*eft  pourquoi 
on  fe  fervira  en  leur  place  des  triangles  DAEy  BSE^  de 
la  manière  qui  fuit.     ^ 

Soient  les  données  AE  S^  »  EJBzs  t  ,  £J^S  m^ 
AFzigiBPsi  h,  Blmç^  AI  ii^ditc  les  inconnues 
jp  K z=i  sç^j  A P :=3  x]^  P  M zz y.  Les  triangles  redangles 
TKR^EPA  font  femblables }  car  Tangle  KFR  ou  fon 
oppofé  au  fommet  TFA  fait  par  la  tangente  f  7"  &  la 
corde  FA^z  pour  mefure  la  moitié  de  Tare  AF  ^  de 
même  que  Tangle  FB  A  .Et  partant  FE{m).EA  {a)  :: 

KF  IsQ.  FR  :=:ZS.     Et  SF  (m).  FA  (g)  ::  FK  {xj. 

JC  jR  as  15-.  Or  les  triangles  redangles  femblables  ÀRK^ 

APM,  donnent  AR  ou  Ar-ArfR  (lii^).  RKnJ^\'.  ; 

AP(x).PM(y)i  d'où  l'on  tire  g  s  ^""^  ■ .  On  trou- 
vera  de  même  Va  caufè  des  triangles  redangies  fèmbla* 
blés  ÈF£y  FKS,  que  F  S  s=iS,  &  KS  c:i5-i  &d  caufe 
des  triangles  reâangies  femblables  BSK^  BQM^  que  BS  ou 

ce  qui  donne  ;^  S=  r-^^^^^rV  • 

Comparant  ces  deux  valeurs  de  z^^  multipliant  en  croix  ^ 
&  mettant  par  ordre  les  termes  ^  on  trouve  cette  équation 

yy4-rfy — ^ ^^    ■  y —    f^  ,  -y  rr^,  dont  le  lieu  fera 

toujours  une  Parabole  que  Ton  peut  conftruire  félon  l'ar- 
ticle 5i«.  (  Liv.  7.)  &:  qui  aura  fon  axe  parallèle  aux  droi* 
tesv^P,^^ 

Il  eft  donc  évident  i^.  Que  le  lieu  de  tous  les  points 
cherchés  M  (ërà  toujours  une  Seâion  conique ,  dont  l'axe 
ou  Tun  des  axes  fera  parallèle  aux  lignes  A  P  ^  B^  &  en 

n  iij 


Fi«.  lotf. 
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particulier  qu'il  6ra  «ne  Ellipfe  dans  le  premier  cti  ,defni 
rly perboles  oipporées  dans  le  fccood  «&  une  Parabole  da«f 
le  ttmSémc  ;  &  que  dans  le  preotiîer  &  le  iêcond  cas  «  Taxé 
qui  eft  parallèle  à  ^i',  aura  avec  (on  paracaerre ,  la  même 
raifpo  que  EPi  FD.  i^.  Que  daos  le  premier  &  le  croi(ic» 
cas  les  deux  points  fixes  ji^  B  ,auto«v<ierquels  coumeor 
tes  angles  mobiles  K  AM^  KBM  lomberonc  toujours- 
du  mftme  côté  de  la  li^e  J^  /C ,  au  lieu  que  dans  le  fécond 
ils  peuvent  tomber  non  feulement  du  même  côté  de  cette 
ligne  ^  mais  encore  de  part  &  d'autre  ;  parce  que  la  circon* 
ference  du  cercle  ^BBEfxxt  laquelle  ils  font  fitués ,  efl 
coupée  alojps  en  deux  portions  par  la  ligne  tK. 

Rem  a  RQ^ui    I« 

r  I  •.  MO.        ^**  *^-  W  N  B  ligne  quelconque  qui  paffe  par  Tun  des 
1.017/108/   points  fixes  A  ou  3^  comme  AM  j  étant  donnée ,  on 

pourra  toujours  trouver  £ur  cet<e  ligne  le  point  M  où^ 
elle  rencontre  la  Sedion  qui  eft  le  lieu  requis ,  en  cette 
forte.  Ayant  mené  la  droite  AK  qui  faiSe  avec  A  M 
l*angle  MA  K  égal  â  Tangle  donné  oui  doit  tourner  au- 
tour du  point  fixe  A  ^  on  mènera  au  point  K  où  elle 
rencontre  la  droite  F  K  ^  par  le  point  fixe  JB  ,  l«angle 
KBM  égal  â  Tautre  angle  donné  ^  qui  doit  tourner  autour 
de  TautKe  noint  fixe  i^  ^  êc  le  point  M  où  le  côté  B  Ai 
de  cet  angi^  rencontre  la  ligne  A  M ,  fera  celui  qu'on 
cherche,  x^  Lorfqùe  le  point  K  ^n  parcourant  la  ligne 
FK^k  trouve  tellement  ntué  que  le  côté  A  M  de  l'an- 
gle iC^^Af  tombe  Air  la  ligne  AB  j.il  eft  vifible  que  le 
point  de  concours  JH  des  deux  côtés  A  M^BM  ^  tom- 
be alors  fur  le  point  B ,  &  qu'ainfi  le  lieu  des  points  H 
paiTe  par  le  point  fixe  JB  ^  on  prouvera  de  même  qu'il 
paiTe  par  le  point  A. 
F I Q.  Mi%      De- là  on  voit  que  pour  décrire  la  Sedion  conique  qvi 

eft  le  lieu  des  points  cherchés  M ,  fans  avoir  befoin  àt% 
équations  précédentes  »  il  n'y  a  qu'à  mener  comme  dans 
Texemplq  les  droites  A  P  ^AI  ^iax  lefq^iielles  %yMt 
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xroa vé  »  félon  cette  remarque ,  les  points  où  elles  rencon. 

trent  tz  Seélion ,  fld  achevé  le  reâangle  qui  a  pour  côtes 

ces  deux  lignes  ^  il  n'y  aura  qu'à  décrire  *  autour  de  ce  ^^nr,  17^ 

reâangie  >  TËllipie  ou  les  deux  Hyperboles  oppofées  (  fe»  ^  ^7^^ 

Ion  que  i*  K  tombe  au  dehors  ou  au  dedans  du  cercle  ) , 

dont  Taxe  qui  eft  parallèle  à.  A P  foit  â  fon  conjugué, 

comme  le  quarré  de  S  F  eft  au  quarré  de  D  F,    Si  la  Sec 

tion  efl;  une  Parabole  {  ce  qui  arrive  lorfque  la  ligne  Kt  F  i  g.  108^ 

touche  le  cercle  £Du4)^on  trouvera  lur  la  ligne  AI 

le  point  où  elle  rencontre  la  Seâion  ,  &  on  décrira /e- 

Ion  l'article  170.  {  Lîv.  4.  )  une  Parabole  qui  paffe  par  ce 

points  &  par  les  deux  antres  donnés  A^B\  &  dont  les 

-diamètres  (oient  parallèles  aux  lignes  AP  ^B Q^ 

Kema&q^bIL 

373  jLoiiSQj7E  le  point  K  en  parcourant  la  ligne  Fie.  icy* 
9  Ktik.  tellement  lîtué  que  le  côté  ^  ^  de  Tangle  KAM 
combe  (ax  A  B  ^  il  eft  clair  non-fêulement  que  le  point  M 
tombe  en  jB  -,  mais  auiE  que  le  côté  BM  de  Tangle  KBM 
•devient  tangente  *  en  B  de  la  ligne  courbe  qui  eft  le  lieu  *Art.  188; 
du  point  M^  puifque  le  point  M  peut  être  regardé  alors 
comme  étant  infini  ment  près  du  point  B.  D'ouil  fuit  que 
pour  mener  une  tangente  de  ce  lieu  en  B^\\  n'y  a  qu'à 
mener  par  le  point  A  une  ligne  droite  ^C  qui  fade  avec 
BA  un  angle  B  AC  égal  â  l'angle  donné  KAM^Utu 
ttt  enfuite  une  ligne  BD^  qui  tafle  avec  SC  Tangle  CBD 
^alirautreangle  donné  JT^Af  ;  car  le  côté  BM  decec 
angle ,  qui  devient  BD  »  touchera  la  Seâion  en  B.  Il  en 
eft  de  même  de  Taucre  point  fixe  A. 

De>là  on  tire  encore  une  manière  trés-facile  de  décri-  F  i  o.  1093 
re  la  Sedton  conique  qui  eft  le  Heu  de  tous  les  points  M 
ÛLns  avoir  be^n  des  éqiiations  précédentes  ,  ni  même 
d'atscœ  calcul.  Ayanc  mené  par  le  point  fixe  B  une  tan- 
|;ente  BD^U  par  l^antre  point  fixe  A  une  parallèle  AE 
±  cette  rangence ,  00  trouvera  "^  fur  cette  ligne  le  point  *  Art.  ^ju 
X  où  elle  rencontre  la  Seâion ,  8c  l'ayant  divifée  par  le 
mitie»  en  Ji  on  tirera  BH ,  fur  laquelle  on  cherchera  *  *  An.  $71^ 
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auffi  le  poinc  G  où  ellereaconcrc  la  Seâion.  Cela  fait, 
»  Art.  i6u  on  décrira  *  du  diamètre  £G  &  de  Tordonnce  HA  on 
i6i.  JFf  £,  une  Scdion  conique,  qui  fera  celle  qu'on  deman- 

de.  Car  il  eft  vifible  que  la  ligne  £G  qui  divife  par  le 
milieu  en  H  la  ligne  A  E  terminée  par  la  Seâion  &  pa- 
rallele  à  la  tangente  en  ^,  en  fera  un  diamètre  qui  aura 
pour  ordonnée  la  ligne  AH.  Où  Ton  doit  remarquer 
que  lorfque  le  point  H  tombe  entre  les  points  ^,  G,  la 
Sedion  eft  une  Ellipfe  5  que  lorfqu*il. tombe  de  part  ou 
d'autre  de  ces  deux  points ,  ce  font  deux  Hyperboles  op. 
pofées  3  &  qu'enfin  lorfque  la  ligne  £G  eu  infinie ,  la 
r         Seâion  eft  une  Parabole. 

Fie.  110.       Î74*  Cet  exemple  nous  fournit  le  moyen  de  faire 

paiïer  par  quatre  points  donnés  A^B^  H^  M^  une  Sec- 
tion conique  d'une  efpece  déterminée. 

Car  i"".  Soit  la  Seâion  conique  une  Ellipfe  3  dont  \% 
grand  axe  (bit  à  fon  paramètre ,  en  la  raifon  donnée  de 
aïb.  Je  forme  le  triangle  A  BHyCn  joignant  trois  des 
points  donnés  par  des  lignes  droites  3  &  du  quatrième 
point  M^  je  fais  pafler  par  les  points  \^^  i?,  les  angles 
^ ^ X, -M 5 a:  ^ égaux. aux  angles  G -^-ff,  R£  A^  com- 
pléments â  deux  droits  des  angles  H  A  B  y  H  B  A.  Je 
décris  fur  AB  comme  corde  de  l'autre  côté  du  point 
M  un  arc  de  cercle  BDA  capable  d'un  angle  qui  vaille 
quatre  droits  moins  les  deux  angles  KAM^  KBMi 
&  du  centre  C  de  cet  arc ,  je  décris  un  autre  cercle  dont 
le  rayon  CF  foit  au  rayon  CD  du   pxemie»,  comme 
a-^i  eft  â  ^  -^-  ^  s  ^  du  point  de  concours  K  des  deux 
côtés  AK  ^  BK  y  des  angles  MAK^  MBK ,  je  tire 
une  tangente  KFicQ  dernier  cercle.    Maintenant  je  dis. 
que  fi  l'on  fait  mouvoir  le  point  K  le  long  de  la  droite 
indéfinie  FK-yle  point  de  concours  M  des  deux  autres^ 
côtés  A  Mj  BM  ,  prolongés  lorfqu'il  fera  neceffaire  de 
l'autre  côté  des  points  A  ^  B^  décrira  dans  ce  mouve- 
ment rEUipfè  (^u'on  demande.    Car  il  eft  évident  ieion 

ce 


•"" 
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ce  qu'on  a  dit  dans  le  premier  cas  de  l'exemple^  que  le 
lieu  des  points  M  iera  une  Ellipfe  ,  donc  le  grand  axe 
fera  à  Ton  paramètre  comme  EF  i^a)  i  D  t  (^}^&  de 
plus  qu'elle  paflera  par  les  points  u4  ^  M  ^3^  H  ^  puif- 
que  le  pi)iDt  K  étant  en  G  »  le  côté  ^  M  tombera  lur 
AH ,&L  le  corc  £  M  (\^v  B  A. 

1^  Lorfque  c*eft  une  Hyperbole  ou  deux  Hyperbo-  ^ 
les  oppofees  qu'il  eft  queflion  de  décrire  par  quatre  points 
donnes  j4 ^B^  H ^  M^  &c  dont  le  grand  axe  foie  à  foa 
paramètre  en  la  raifon  donnée  de  a  à  ^  ^y\sL  conftruâioa 
demeure  la  même» excepté  que  le  rayon  Ci^  du  cercle 
concentrique  au  cercle  BD^  E^  doit  être  au  rayon  CD^ 
comme  a  —  A  eft  i  a-^^^L 

3^.  Lorsqu'il  s'agit  de  décrire  une  Parabole  par  qua- 
tre points  donnés  A  ^  3y  H ^  Af.  Ayant  décrit  comme 
dans  le  premier  cas  le  cercle  BDAE ^  oq  mènera  du 

t^oinc  de  concours  K  une  tangente  â  ce  cercle  ,  qui  fera 
a  droite  indéfinie  fur  laquelle  faifant  mouvoir  le  point 
K  ,  l'autre  point  de  concours  M  décrira  la  Parabole  qu'on* 
demande. 

Comme  Ton  peut  mener  d^un  même  point  deux  tao^ 
gentes  â  un  cercle  ,  il  s'enftiit  qu'on  peut  décrire  deux^ 
différentes  Seâioufs  coniques  qui  fàtisfont  également  lorf. 
que  le  Problême  eft  pofCble  y  car  lorfque  le  point  K  tom-^ 
be  au  dedans  du  cercle  qui  a  pour  rayon-  C  F  ^  iïcd  vh- 
fible  que  le  Problême  e(t  impoffible. 

On  pourra  décrire  la  Seâioi>  conique  par  le  moyenr 
de  Tes  axes  en  fe  fêrvant  de  l'article  371*  ou  par  le  moyenr 
d'un  de  Tes  diamètres  &  d'une  ordonnée  â  ce  dianiiecre,, 
CD  fe  ferTant  de  l'article  3  73* 

4 

COHO  L  L  AI  IkB      IL 

S75*  On  tire  encore  de  cet  exemple ,  une  nouvel-  Fic.'ui. 
le  manière  de  décrire  une  Seâion  conique  qui  pafle  par 
cinq  points  donnés  AiB^H^M^N.  Car  ayant  joint 
tsois  q,uekonques>  de  ces  points  «^  ,  .9 ,  /f  ,  par  des 

Oo 
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lignes  droites ,  on  fera  pzffer  par  les  aurres  points  M ,  2V, 
&  par  les  deux  poJDtsfîxes  ^,£,  les  angles  M^K  ,N^Sy 
égaux  chacun  à  l'angle  H^i  fj  complément  à  deux  droits 
de  l'angle  H^M,  &  les  angles  MSK.NSS  égaux 
chacun  à  l'angle  ^BZ  complément  â  deux  droits  de 
l'angle  ABH-jit.o'a  tirera  parles  points  de  concours 
KyS  ^  une  ligne  droite  indéfinie  Sy  K  ^  fur  laquelle  fai' 
fànt  mouvoir  le  point  K  ^  il  eft  clair  que  le  point  de  con- 
cours M  décrira  dans  ce  mouvement  la  Seâion  conique 
qu'on  demande  }  puifqu'elle  palTera  par  les  cinq  points 


*9« 
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De  la  confiruâiion  des  Egalités, 

PROPOSITION    I. 
Probiêmc. 

37^^  v>  O  K  s  T  n  u  I  m  t0Ute  égalité  donnée^  dans  la^ 
^elle  tmccnnué  ne  fe  trouve  qu* au  premier  de ffé. 

Soit  en  premier  lieu  l^inconouc  x  égaie  à  one  ou  à  pla- 

iîeurs  frayions  fimplcs  ,  telles  que  —  ,  ou  ~,  ou  illt 

&c.   Ayant  fak  c.bwa.l^  il  eft  c\a^x  que  cette  quatrié* 
me  proporrionnelle  /  =:  —  j  &  fi  l'on  fait  f.lwe.my  Xon 


c 
l        ai 


aura  «i;=::li  — —  5  &  faifant  enfin  z.m::  b.n.  û  vient 

»s:S:^^=;lil.en  mettant  pourM  fa  valeur iL'.  Delbrte 

qu'on  aura  l'inconnue  x  égale  â  /;  ou  à  «i ,  ou  à  ii  ji&ç., 
félon  que  x  fera  égale  à  i^,  ou  d  llf,  ou  i  llli&c.  Qr 

il  eft  vifible  qu'en  augmentant  le  nombre  des  propoiu 
tions ,  autant  qu'il  fera  necellàire ,  on  trouvera  toujours 
une  ligne  droite  cgaie  â  une  fraâion  fimrple  donnée., 
tel  que  puifle  être  le  nombre  des  dimenfians  de  fon  nu- 
meraxeur.  D*oà  Ton  voit  que  Ton  pourra  toujours  trou- 
ver  une  ligne  x  égale  â  une  quantité  composée  de  plu- 
fieurs  firaâions  fimples  j  car  ayant  trouvé  en  particulier 
'des  lignes  droites  égales  â  chacune  de  cç%  fraâions ,  il 
ii'y  aura  qu'à  les  ^ijouter  y  ou  retrancher  félon  qu'il  fera 
;  marqué  par  les  -fignes  <+^  — .   Qu'il  lai  lie ,  par  éxem- 

:ple,  trouver  une  ligne  x=: 4-4-- li^l^  — 111^ ,  cm 

ajoâcera  les  deux  lignes  hs=:^6i  l=tlti  la  ligne  a 

pour  en  compofèr  une  iêule ,  de  laquelle  ayant  reciaxi. 

O  o  ij 
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elle  la  ligne  m  t=:  ILlll ,  le  refte  fera  la  valeur  cherchée  de 

rinconnuë  x  ,  c*eft  â  dire  qu'on  aura  ^sr^-H^-t*^ 

Soit  en  (êcond  lieu  Tinconnuë  x  égale  â  une  ou  â  plu. 
iieurs  fraâions  compofées ,  c*eft  à  dire  ^  dont  les  dénomi- 
nateurs aycnt  plufieurs  ternies.  On  cherchera  d'abord ^ 
comme  Ton  vient  d'enfejgner  ci-defTus,  une  ligne  égale  au 
deûommateur  divifé  par  une  ligne  arbitraire^ lorfque  cha^* 
cun  de  (es  termes  n'a  que  deux  dimenfîons ,  par  un  plan 
lorfqu'ils  en  ont  trois  ^  par  un  folide  lorfqu'ils  en  ont  qua* 
tre,  &c  y  ce  qui  reunira  tous  les  termes  du  dénominateur 
«n  un  feul ,  lequel  étant  iubftituë  en  leur  place ,  changera 
la  fraéîion  compofée  en  une  ou  en  plufieurs  (impies  ielon 
que  le  numérateur  eft  compofé  d'un  ou  de  plufieurs  ter- 
mes ^  &  a^yant  trouvé  comme  ci-defTus  une  ligne  oui  leur 
foit  égale ,  elle  fera  celle  qu'on  cherche.  Ceci  s'éclaircira 
par  les  exemples  qui  fuivent. 

.    On  demande  une  ligne  x  =  tiJ^nilL  je  cherche  à'z^ 

bord  une  ligne  m  =:/^ti^  c*eft  â  dire  égale  au  dénomi- 
nateur ^/4^^^  divifô  par  la  ligne  a  -,  ce  qui  donne  bb-^af 
^asiam^iL  ayant  trouvé  enfuite  une  ligne  iia=SM^^~^^* 

^'      ^  ^'  ;  il  eft  clair  que  la  ligne  irherchce  x  s  ».    De 


»m 


même  fi  Von  dcmandoit  une  ligne  x  5=  tLt^^'Allr'ttff  ^  on 
tîouveroit  une  ligne,  m  s  ^ii -J- 1! -4-  -S  c'eik  à  dire  égale 


au  dénominateur  rf^^Z-t-rr/^-J-^jf  divifé  par  le  plan  af}^ 
ce  qui  donne  afm  zzaaf-^^ccf^bff^  &  enuiite  une 


<iucM  ligne.  s= — /- ~  -i---  —  -  =5  X.  II 

.en  eft-àinfi  de  tous  le^^iutres  exemples  que  chacun  k  peut 
former  â  plaiiîr. 

Il  eft  inutile  d'avertir  que  fi  l'on  demandoic  une  ligne 
je  égale  â  une  ou  i  plufieurs  fraâions  tant  fimples  que 


\ 
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compofées }  il  faudroic  chercher  en  particulier  des  lignes 
égaler  i  chacune  de  ces  fraâions ,  pour  les  ajouter  enfui. 
te  ou  les  retrancher  les  unes  des  autres ,  félon  que  les 
£gnes  •+•  bu  —  le  feroient  connoîcrc. 


COROLLAIHE     I. 

377*  II'  cft  facile  par  le  moyen  de  cette  Propofîtioa 
de  trouver  i^.  Une  fraâion  (impie  ^  ou  ^>  dont  le  déno. 

minateur  ou  le  numérateur  a  foit  donné  ^  égale  â  une 
ou  â  plufîeurs  fraâions  fimples  ou  cômpofëes  ^  car  il  n  y 
aura  qu'à  trouver  une  ligne  x  égale  a  la  ligne  a  muhi. 
pliée  ou  divifée  par  ces  fraâions.     Qu'il  faille  trouver 

par  exemple  ,  une  fraâ;ionfs>-îf±^.4«ll,  il  eft  vifî- 
ble  qu'il  n*y  aura  qu'à  trouver  une  ligne  x=^iï^~^ 

1.  •  1*.  Un  plan  a  x  ^  dont  l'un  des  côtés  a  eft  donné , 

égal  à  un  ou  d  plufîeurs  plans  fi  compofc  qu'ils  puiiïent 
être  )  car  il  ne  faut  pour  cela  que  trouver  une  ligne  x 
égale  â  tous  ces  plans  divifés  par  a.  3^  Un  folide  aa  x 
OMabx  ^  dont  deux  des  côtés  a^  a^oxx  a^h  ^  font  don- 
nés,  égal  â  plufîeurs  folidess  puifqu'il  ne  faut  pour  cela 
que  trouver  une  ligne  x  égale  â  tous  ces  foiides  divifés 
par  le  quarré  a  a  ou  par  le  plan  ab.  4^^.  Un  furfolide 
a^x  ou  abcx  dont  trois  côtés  a^a^a^  ou  a^by  c  ^  font 
donnés ,  égal  â  plufîeurs  furfolides  ^  puifqu'il  ne  faut  en- 
core  pour  cela  que  trouver  une  ligne  x  égale  à  tous  ces 
furfolides  divifés  par  le  cube  a^  ou  par  le  folide  abc^ 
£t  il  en  eft  de  même  de  plufîeurs  produits  de  cinq  di- 
men fions  ^  de  fix  &c.  que  Ton  peut  toujours  réduire  en 
un  ieul  dont  tous  les  côtés ,  excepté  un  ^  foient  donnés. 

COROLLAIKE      IL 

37o*  JL/£«la  on  voit  que  pour  trouver  un  quar- 
ré  égal  â  plufieurs  plans  donnés  ^  il  les   faut  réunir 
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cous  en  un  (èul ,  &  trouver  cnfuite  une  moyenne  propor- 
cionnelle  entre  (es  deux  côtés  ^  car  il  eft  clair  qu'elle  fera 
le  côté  du  quarré  qu'on  demande.  Qu'il  faille,  parexem. 

pie ,  trouver  un  quarré  a;  x  ^ss  — 11!**^^^  t(les  lignes 
^i^f^y^ift^^^^  ^onc  données) ,  je  cherche  une  ligne  Wma^ii 
^SSZ^tï  pour  avoir  un  plan  em  mss —  iLUJrrtltï^^ 

ayant  trouve  «ne  moyenne  proportionnelle  x  entre  les 
deux  côtés  ^,  ;»,  du  plan  tm^iX  eft  clair  que  xx  :r/»i 

ce ei'^^e  e  hh 

Pour  trouver  une  ligne  x  dont  le  quarré  x*  foit  égal  à 
pluHeurs  furfôlides  donnés  ^  je  cherche,  comme  ci  defTus^ 
un  quarré  ^^^gal  à  tous  les  furfôlides  donnés  di  vifés  par 
le  quarré  a  a  donné  ou  pris  a  volonté.  Je  prends  enfuite 
une  moyenne  proportionnelle  x  entre  les  deux  lignes  ad 
;^,&  je  dis  qu'elle  fera  celle  qu'on  demande }  car  xxa^i^s;^^ 
& ,  en  quarrant  chaque  membre  ^  x^^esaaz^z^^c^tH  â  dire 
x^  égal  à  tous  les  furlblides  donnés. 

K£MA  ».Q^UE. 

J7^-  Ci^u o  I  Qjo  E  la  méthode  que  Ion  vient  d'ex* 
pliquer  foit  gênerai  pour  tous  les  cas  poffiblès  y  il  ne  s'en- 
fuit pas  néanmoins  qu'elle  foit  toujours  la  plus  (impie. 
C'ed  pourquoi  je  vais  donner  ici  des  exemples  particu* 
liers  que  Ton  reibud  d'une  manière  plus  aifêe  en  s'écajr* 
tant  un  peu  de  la  méthode  générale^  &  qui  pourront  fei- 
vir  de  méthodes  pour  tous  les  cas  femblables.     . 

j^.  Soit  x  c  ^Jlilllii-   le  cherche  d'abord  une  ligne 
m  sli^  èc  fubftituant  à  la  place  de  ^^  fa  valeur  cm ,  je 

trouve  X  s:  '''^'^''^  T  —  ^^~"  ^  t  d'où  je  connois  qu'en 

faifant  r  H-  w.  c — m  :  :  m.  » ,  j'ai  cette  quatrième  propor- 
tionnoUe n  iii^K.  Il «ft -donc  vifible qu'on  n'a eubeicrin que 
de  «deux  proportions  pour  tfroavek-  la  valeur  <ie  x  ^  -au  iwa 


De  la  coNiTAucTfOiii  DIS  Egalité' 5.    195 

que  û  i*^Dn  tente  la  méthode  générale  ^  on  trouvera  qu'il 
eo  faut  au  moins  trois. 

2^  Soit  X s  f^aa^éfk  Je  fais  un  triangle reâangle» 
dont  l'un  des  côtés  s^ ,  &  Tautre  s^  j  &  Ton  hypothe* 
oufe  fera  la  valeur  de  x.   S'il  falloit  trouver  une  ligne  x 

«  K  aa  —  ^^,  il  n'y  auroit  qu*à  trouver  une  moyen- 
ne proportionnelle  x  entre  les  deux  lignes  a  ^  i  U 
a  —  i  )  car  fon  quarré  xx  doit  être  égal  au  produit 
des  extrêmes  aa^^bb.  Ou  bien  je  fais  un  triangle  rec- 
tangle dont  rhypothenufe  ::r^,  &  Tun  des  côtés  ^M-^ 
l'autre  côté  fera  la  valeur  de  x. 

^^  Soit  XX  £r/JH-4f  ^ — tma.  Je  prends  Thypothe- 
nufe  m  d'un  triangle  redangle  dont  Tun  des  côtés  cr/> 
&  l'autre  cri  ^,  &  ayant  trouvé  une  autre  ligne  »  s:  —, 

j*ai  AT  AT  sr  mmm^nn  &  xS  f^mw^-^nn  que  je  refous  com- 

me  je  viens  de  faire  x  s  r  ^^  «— ^^  dans  l'exemple  pré- 
cèdent. 

4^ Soit  enfin  x^saj/—  fflîlili*.  Je  prendsnne  moyen. 

ne  proportionnelle  entre  les  côtés  a^fy  du  plan  af^ 
pour  avoir  un  quarré  £  ;::^afy]t  trouve  enfuite  un  quarré 
mmzz  bb  ^  U  y  &  un  autre  quarré  nn  tncc  — f  bb  par 
le  moyen  de  deux  triangles  reâangles  ^  comme  dans  le 

fécond  exemple  jêc  j'ai  par  la  fubftitution  xxm/j- 

&  trouvant  enfin  une  ligne  j:;«  —,  ij  vient  xmmV  ss^^gg 
que  l'on  refbud  comme  ci-deffus. 

PROPOSITION    IL 

Problème. 

380.  TnouvER./^/  racines  de  toutes  firtes  J^  Egalités 
dm  fécond  degré. 

Toutes  les  Egalités  èfx  fecond  degré  fe  peuvent  ré- 
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daire  â  Tune  de  ces  deux  formes ^xjc*iq:4;<«—^^  S 0,0» 
*  iir/.  }75«  xx^^x^^^s^  ^en  trouvant  une  ligne  a  *  égale  i 

toutes  les  quantités  connues  qui  multiplient  Tmconnuë^^ 
^  u1rt,fyi.  8c  un  quatre  ^^  ^  cgal  a  cous  les  plans  entièrement  con* 

DUS.    Cela  pofé. 
Fia.  m.        «^  Soit  jcx-+^x« — 4^  :no.  Je  forme  un  angle  droit 

C^  Jï  dont  Tun  des  côtes  C^  SZ^a  ,  6l  Taurre  côté 
«^ffS^}&  ayant  mené  Ihypotbenuie  iS  C  prolongée  au 
delà  de  C  Je  décris  du  centre  C&  du  rayon  ^  •/#,  un  cercle 
qui  coupe  MC  en  deux  points  £  ,  Z),  Je  dis  que  les  droitei 
BD,  B E\  lont  les  deux  racines  de  Tégàlité  propofée 
xxZ+ax — ^^.fçavoir  *£  la  ratine  vraie,  &  SDIsl  fauffe 
de  Tégalrté  XX  H--5^x. —  6if  ir: 9,  fie  au  contraire  SD  \z 
vraie &££  la  fauOe  de  régalitc  xx — ax  —  bbtizo. 

Car  faifant  iï£=x,  on  aura  BD  ou  BE  ^^  ED^ 
~  ^  -+  X  5  &  fi  Ton  fait  jî  D  es  -^  x  ,  on  trouvera  M  B 
ou  BD  —  E  D  S=i — X  —  a.    Donc  en  l'un  fii  Tautre  cas 

DB«*£rixx-+ i*x  tr  ^/J  (^^)  par  la  propriété  du 
cercle ,  c'eft  à  dire  x  x  -+  ^  x  —  ^  ^  es  tf.    Au  contraire  fi 
Ton  fait  SZ)  C3x  oa5£  —  —  x^on  trouvera  Dit»  J£ 
ZZxx  —  a X  tubi  ou  XX  —  ax — J^^rr^. 
F 1  G.  ti).        1^.  Soit  X  X  HjT  ^ X  H-  ^  ^  ^  ^'   J^  forme  comme  dans 

le  premier  cas^  un  angle  droit  C^  B  dont  Tun  àts  côtés 
C  ^  sr  7  ^ ,  &  l'autre  ^B  xnb'^ic  ayant  mené  une  droi- 
te  indéfinie  B  D  parallèle  à  ^C  /]t  décris  du-centre  C& 
du  rayon  C4/^  un.arc  die  cercle  qui  coupe  la  ligne  it^D  aux. 
points  E^D.  Je  dis  que  les  droites  BE^  £D,  (ont  les  ra- 
cines de  régaltté  propofée  xxTjT^x  -+  ^^  cr^  ♦•  fçavoîr 
les  deux  vraies  de  Tcgalité  xx  —  ax^bh  "zzo^  &  les 
deux  fauffes  de  l'égalité  xx  ^ax  ^  bb  ^^no. 

Car  achevant  la  demi- circonférence  A  E  D^HT  ^  flC 
menant  les  parallèles  EF yDG  à  A 3  i  on  aura  en  faî- 
iànt  B  E  ou  ui  Fzn  X  ^  le  redangle  j4  F  ^F  H  zzax 

— xxsrf£  (bb)  par  la  propriété  du  cercle.  De  roê- 
me  fi  Ton  fait  £ O  ou  ^G  S  ^ ,  on  aura  ^ G  «  GH  ss^x 

^—xxzzGD^ibb)  :  c'eft  à  dire  en  Tun   fie  L'aurfC 
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cas  XX — ax-^6è  s:*.  Si  Ton  veut  que  Jf£  ou  «^Jsr 
— x,&  BD  ou  y4G  ss — ^^on  trouvera  ^j?«  ff/f  "S 

'^GHGHzz---x.x  —  ax:=:F£o\lGI>\66)c'c{ki 


Si  le  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  C,  &  pour  rayon 
la  droite  Cv^,  ne  coupe  ni  ne  touche  la  parallèle  BD 
(  ce  qui  arrive  toâjours  lorfque  A B  fùrpafle  C^  )i\çs  ra- 
cines de  l'égalité  feront  toutes  deux  imaginaires  :  mais  s'il 
la  touche  en  un  point ,  Tes  deux  racines  Bb^bi>,  devien- 
Bcnt  égaies  chacune  aci  rayon  Cui, 

R  E  AT  A  X.  CLD  1. 

jSl.  Lorsque  dam  une  égalité  l'inconnue  neftrem 
contre  qu'au  quatrième  &  au  fécond  degré ,  on  peut  tod. 
jours  réduire  oeitc  égalité  en  une  autre  où'  l'iaconfluë  ne 
monte  qu-'au  fécond  degré  :  de  manière  que  ees  fortes  d'é. 
galités  ne  paflènt.que  pour  être  du  fécond  degré 

Soitparexemple^*--^^^^— ^^^^S*.  Je* fuppofe  F i c  «^ 
une  inconnue  x  qui  foit  telle  que  fon  reâangle  par  la        ^    ^ 
donnée  a  foit  égal  au  quar»c  j^j;.,  ce  qui  donner  ^^^k 
Et  mettant  à  la  place  de  xj,  cette  valeur  ^  * ,  &  i  la  pla* 
ce  de  ^♦fon  quarré  aaxx.,]c  change  l'égalité  donnée 

a^  -r-a  a  z^ — a  a6imm0en  cette  autre  at  x — a  x é  b  mmo 

où  l'inconnua  X  ne  monte  au'au  fecond  degré.  J'en  cher! 
chc  les  racines  x ,  comme  l'on  vient  d'enëigner ,  &  prel 
■anc  des  moyennes  propoït ionnelles  entre  la  donnée  a  & 
k$  valeurs  de  fcs  racines ,  je  dis  qu'elles  exprimeront  iet 
iTAleiurs  cherchées  de  l'inconnu*  ;^  :  c«  qui  eft  évident 

PR.O  ROSIT  ION    UL 

Problêiiie. 

^^  T  «>P  u  T 1 1.  /^  mie  Mtrt  vofe  ks  rjuims  Jiàs< 
i^ès  Jm/èc0»d  deyrè  Jmu  ^'ilfritntctjfém  i,  ehamerlmp- 
éanimurwiê.*mtmfM4uré*.  ^ 


\ 
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F I  G.  lis*      ^'*-  ^^^  xJtfHJTrfx  —  ^^s;^.    Ayant  décrit  un  cercle 

quelconque  ^JsDy  dont  iç  diamètre  ne  foit  pa^  moin* 
dre  que  les  données  a  U  è  —  r  je  fuppofe  ici  que  ^  fur* 
paiTer)  i  on  infcnra  dans  ce  cerclera  commencer  par 
un  de  fes  points  quelconques  «^ ,  deux  cordes  ^  B  zz  a\ 
ji  Dzzf^  —  ^'  &  ayant  prolonge  ^  iJ en  /* en  forte  quq 
D  i^  ::::  r ,  on  décrira  de  fon  centre  C,  &  du  rayon  C  F , 
un  autre  cercle  concentrique  qui  coupe  aux  points  F ^e^ 
G^Hy  les  cordes  ^D^uib  prolongées  Je  dis  que  ^G 
elï  la  vraie  racine ,  &  ^  K  la  fauffe  de  j'cgalitc  xxh-  ^x 
—  ic  ^O'y&c  qu*au  contraire  ^ G  eft  la  Fauffe ^  &l  ^  H 
eft  la  vraie  racine  de  xx-^-ax. — ictrio. 

CsLt  ^  Fou  ^D-+  DFzn  6,  D F  ou  i^E  zzc^U 
faifant  ^G  ou  J?/i  n:x  ,.on  aura  >^/f  r::^-+x.  Or 
par  la  propriété  du  cercle  EGFH^k redangle  ^^ n ^p 
(ic)  tzG^n^ H  i^x  ^  ax).  Si  Ton  triait  i  prefenc 
^  H  c:: — y,  on  aura  ^G  ou  ^  H  ou  AH--^^B  ~ 
~-x — a ,  &  par  conlequent  G^  «  AH  sr^  x-+  ^Jir  com- 
me auparavant.  Donc  foit  que  Ton  là(Ie  ^^G  x:zx  ou 
AH  ss  —  #r,  on  trouvera  toujours  XX H-i^JT — -bc  :^o^ 
On  prouvera  de  même  que  ^  G  eft  la  racine  fauffe ,  & 
_^if  la  vraie  de  Tcgalitc  xx — ^x  —  bc  s:^. 

F 1 6.  x\6.      ^^'  ^^^^  xx^HX^bc  'zzo.   Ayant  décrit  un  cercle 

quelconque  ^-S-D,dont  le  diamètre  ne  ibitpas  mom- 
dre  que  les  données  a  hi  b^  c^on  infcrira  dans  ce  cer. 
cle»  à  commencer  par  un  de  /es  points  quelconques  A  ^ 
^cux  cordes  v^J5  SZét ^AD  r^lb^ç  :  &  ayant  pris  fur 
AD  l^  partie  DFzz  f  j  oa  diécrira  de  Con  contre  G  Bt 
d^ri^Qj^  i  F  un  autre  cercle  ironceatiiqw.  qui  ^coupcM 
ies  cordes  A  Dt  A B  ,2lux  points  i^ »  & ,  âr; fjL  •  je  ^ 
que  A  G  6c  A  H  font  les  deux  racines  vraies  de  Tcgali- 
çc  XX — ^x— i-^rt=:(f,&  les  deux  fatïifes  dej^x-+iïx 
^bc  rr  0.  Cela  fe  démoxitredft'même  que  dans  le  pre* 
mier  cas.  .     *,    . 

Si  le  cercle  qw  a  pou#  r»yonC^'4*t(MiciK>ici«i  rtckn^ 
contrôle  la  ligne  A  £  en  aucun  point  ^  il  ^''enfi^Hpraît  que 
les  deux  racines  de  l'égalité  feroîent  iqfiàgiiMires. 
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ÀVEKTISSEMENT. 

Tout  l'artifice  dont  je  me  fers  pour  «onftruine  ies  ëga^ 
Utci  qui  n*o6c  qu'aine  wcooauë  »  ou  pour  trouver  les  ra- 
cines ,  confifte  i  introduire  dans  cette  égalité  une  nou- 
velle inconnue  ,  en  forte  qu'on  en  puiOe  tirer  plufîeurs 
équations  qui  renferment  chacune  les  deux  înconnuSs 
&  qui  foient  telles  que  deux  quelconques  de^ces  équa«^ 
tions  renferment  enfemble  toutes  les  quantités  connues 
de  la  propofee  ^  car  autrement  en  fàiùaa  cvaooilir  Vin^ 
connue  nouvellement  introduite,  oniie  xetrouveroit  pas 
Tégalité  propo/ée.  Je  cboifîs  enfuite  entre  ces  équations 
deux  des  plus  fimpies^Sc  en  ayant  con(h-mt  fep^n-émenc 
ks  lieux,  leurs  points  d'inrer^dions^me  donnent  les  ra« 
cines  que  je  cherche.  11  y  a  oTe  l'artâ  introduire  Tincon. 
tiuë  ;  car  ii  faut  que  les  lieuK  que  Ton  »re  de  la  propo^ 
fét  •,  ibient  les  plus  fimples  qu'il  fc  pui=fle  :  par  exem^ , 
fj  régahté  eft  du  quatrième  degré  3  il  faut  que  les  lieur 
des  équations  qu'on  tire  ne  padeot  point  le  fécond  degré  i 
que  parmi  ces  lieux  il  y  ait  toujours  un  cercle  comme 
ccant  le  plus  fimple ,  &  auffi  une  Parabole ,  une  Hyper. 
.  bole  cqufhitere  &c.  Or  c'eft  ce  quej'ai  tâché  d'execu» 
ter  dans  les  Lemmes  &  les  Propositions  qui  fuivear. 

LEMME    FONDAMENTAL. 

.PimrU  CênfitnHi^n  des  Egalaés  au  troiféme  (jr  au  quatrième 
àtffi  ^piT  U  mojfen  4fun  cercle^  ^  d'une  Parabole  donnée. 

3^3*  Soit  propolée  Tégalitc  x^^xhx^ -J^ac xx 
'^.^s^dx  —  «y«ss9,daDs  laquelle  x  eft  Tincoimiuë,  & 
M^-k^c^  dyf^  font  les  données ,  &  ibtt  foppofée  une  au., 
are  iocoiioiic  ^  telle  que  fon  reâangle.par  la  connue vf  , 
ibic  ^al  4M1  wdangle  àt  x-J^b  par  x*  Ce  qui  dooae  ks 
cquftcioas  fuivaetes. 

!•.   aysK^xx'^bx  ^  de   laqueHe  quarrant   chaque 
membre,  on  trouve  x^'^ibx^^  bbxx:=: aayy  i  te 
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mctcanri  la  place  dex*4- 1  ix^ ,  fa  valeur^^// — ^^^^x  jc 
dans  l'égalité  propoiéé  x*  &c.  on  la  changera  en  cecce 
féconde  cquadoi|. 

jc^  yy  —  tt  x^  -J-i  X  * — dx-^a/mm 0 ,  daos  laquelle 

mettant  à  la  place  de  xx  fa  valeur  ay — b^x  trouvée  par 
le  moyen  de  ia  première  équation  ,  1^  Dans —  tLxx^ 

1^.  Dans^xx.  3^.  Dans — .«xx-4^ixx^  an  arriverai 

ces  trois  difierentes  équationsu 

\    ^\  yy-^^y^—^-\--^xx  —  dx^^af^o. 

^-.fy'-^^^^'^^y  —  'i^r-dx  —  af^o. 

f.  yy^cy^iiy-^'Jx^^^x-^dx^af^c.Si 

Von  retranche  de  cette  cinquième  équation  ,  la  première 
xx-^bx  — ay^mo^  &  qu'enfuite  on  la  lui  ajoute  ,  on 
aura  ces  deux  autres. 

^-.yy^cy-tty^ay^xx^èx-^tx^tx 

Maiotenjant  fi  l'on  prend  pour  les  inconnues  x  icy  deux 

lignesî  droites  ^  P  ^  P  Af ,  qui  faflènt  ^ntr'elles  un  angle 

quelconque  ^  P  M  yileik  évident  que  le  lieu  de  la  pre- 

••  Art.  jio.  miere  équation  eft  *  une  Parabole:  que  celui  de  la  féconde 

peut  être  une  Parabole ,  une  Ellipfe ,  ou  une  Hyperbole 
félon  que  ^^  eft  égal ,  moindre  ,  ou  plus  grand  que  aci 
que  cdui  de  la  troifiérne  eft  une  Ellipfe /qui  devient  un 

*  Art.  |i(.  cerclé  *  lorfque  c^isa  &  que  l'angle  >/  PM  eft  droit:  que 
&  1X9.       celui  de  là  quatrième  eft  une  Hyperbole ,  qui  devient  équî^ 

*  Art.  5jf^   latere  *  lorfque  b^ssa:  que  celui  de  la  cinquième  eft  enco- 
&  iié^       re  une  Parabole  :  que  celui  de  la  fîxiémeeft  une  Hyper- 
bole équilatere  :  &  enfin  que  le  lieu  de  la  feptieme  eu  un 
cercle ,  lorfque  Tangle  ^  P  -M  eft  droit. 


Db    la   OONSTHUCTIQN  DES   Eg ALITEES.     361 

R.fiMAKQJ7E     L 

384*  S'il  y  avoir  — i^x^dans  rëgalité  propofëe 
au  lieu  de  -4-  2^x%  il  faudroic  changer  daos  toutes  les 
équations  les  fignes  des  termes  où  b  fe  rencontre  avec 
une  dimenfion  impaire}  &  ii  le  fécond  terme  manquoit^ 
il  faudroit  effacer  tous  les  termes  où  b  fe  trouve.  H  en 
eft  de  même  â  Tégard  ^ts  autres  termes  de  l'égalité  pro. 
pofée  par  rapport  aux  lettres ,  c^  d^f^  qu'ils  renferment. 
Mais  Ton  doit  remarquer  que  dans  tous  Ws  diffèrens 
changement  qui  peuvent  arriver,  le  lieu  de  la. première 
équation  fera  une  Parabole  ,  celui  de  la  fixiéme  une 
Hyperbole  équilatere ,  &  enfin  celui  de  la  dernière  tou- 
jours un  cercle  lorfque  l'angle  A  PM  eft  droit. 

R  £  M  A  n  (xj^  E    1 1. 

3'^5»  O  N  a  choifî  pour  première  équation  xx^hx 
«eiitf^^plûtôt  quexx<— ^jcos^/ou  fimplementxxcss^jf  • 
parce  qu'en  quarrant  chaque  membre  de  cette  éouac.on, 
les  deux  premiers  termes  du  premier  membre  lont  les 
mêmes  que  les  deux  premiers  termes  de  rëgalité  propo* 
iëe  x^-fl  i^x'  &c ,  &  qu'ainfi  on  peut  \t%  faire  évanouir 
tout  d'un  coup.  Ce  qui  donne  une  nouvelle  équation 
dont  le  lieu  n'eft  que  du  fécond  degré,  8c  ^ui  étant  com- 
binée en  différentes  &^ons  avec  la  première ,  fert  â  eh 
trouver  (  comme  Ton  vient  de  voir  )  plûïieurs  autres ,  dont 
les  lieux  n'étant  que  du  fécond  degré ,  fe.  conftruifent  ai* 
fement,  parce  qu'elles  ne  renferment  poiqt  le  plan  xj^^ 
&  entre  lefquels  le  lieu  de  la  dernière  équation  efk  toû* 
jours  un  cercle ,  en  fuppofant  que  lés  inconnues  x  &  jf 
fyJBkxA  entr'elles  un  angle  droit* 


puj 
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PROPOSITION     IV. 

Problème. 

f 

lo6.  1  HOU t  HE.  Us  ratines  de  tepilké  fre^fee  i^^ 
•^ibx'»^acxx«»aadx— a'fsao^^r^  moyen  dune 
PaYakok  ^  iun  eercie. 

F I  G.  ii7«       Ayant  |>r11s  {>our  les  iaconnuës  &  indéterminées  x  ècy , . 

ks  deux  dignes  droiceis  «/f  P  ,  /^ JWf,  qui  faflent  «entr'elles 

*  ^ft.  }i».  ttti  aAJgle  droit  ./^  /'  iVf  3  je  conftruis  t  d*abord  la  Para. 

boh  qoi  eft  k  lieu  de  la  première  équation  du  Lemme, 
&  enfuice'lct  œrclfe  qui  eft  le  lieu  de  la  fepticme  :  &  leurs 
interfeâions  me  fervent  à  découvrir  ks  différentes  va. 
leurs  de  riocotitii)^  x  qui  feroûr  les  racines  de  l'égalité 
propofée.    Cela  fe  fait  en  cette  forte. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  ^  P  prolongée  de  l'autre  côté 
de  A  la  partie  AD  :r-j^,  on  mènera. par  le  point  D 
une  parallèle  i  P  M  ^  fur  laquelle  on  prendra  4a  partie 

5)  C  sr  ^  du  côté  oppdfé  à  Pitsf  j  -&  on  décrira  de  l'axe 

p  D  qui  ait  fon  origine  en  C ,  &  donc  le  paramètre  foit 
égal  a  la  donnée  4r^  une  Parabole  M  CM.  Cela  fait  on 
meherà  par  le  point  fixe  ji  une  parallèle  A  ^4  P  Af , 

iur  laqœlk  ayant  pris  la  partie  A£  tz^a^tï 

ï=t^:g Ipôurâbf^tr,  on  tirera  parallèlement  â  ^P  la 
dfoite  B  E  s4 dH-tK  fçavoir  —  ^lorfque  AB  — -+g 

c'eft  â  dirte  Icrfque  kt  valeur  dt  A  £  td  pofirive  ,  & 
»4-  ^  lorfqut  AB  t^ — g  s  ^û  obfervant  de  prendre  ou 

inener  ces  deux  lignes  AB^  SE^à\à  côte  de  PM iorf- 
que  leurs  valeurs  font  pofitives  ,  &  du  côté  oppoic  loril 
qu^elles  font  négatives.     Nommant  enfin  £^,»f  ^on 

décrira  du  centre  £  ,  &  du  rayon  EM^^mm  ^af 
un  cercle }  &  menant  des  points  M  où  il  coupe  la  Para- 
bole des  perpendiculaires  MP  fur  la  ligne  ^Z'  :  les  par- 


**       ^c 
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ties  A  P  de  cecce  ligne  marqueront  \q$  racines  de  Téga- 
licé ,  fçavoir  les  vfâies  iorfque  les  points  P  combenc  du 
côte  où  Ton  a  fuppofé  P  M  en  faifanc  la  conftruâion  ^  & 
les  faufles  lorfqu'ils  tombent  du  côte  oppofé.         n 

Car  prolongeant  il/^parallele  â  ^P^  &  qui  ren- 
contre  Taxe  c  G  au  point  Z  ,  on  aura  ML  ou  .A  P 

-+^i)=x-+-^^',  CL  ou  MP^DCTUy^tiyU 

par  la4)roprieté  delà  Parabole  ML  saCZ<(^,  c'eft  à 
dire  X X  ^bx^^bb  ^^bb^  ay  y  ou  xx  '^  bx  ^ay 
qui  e(l  la  première  équation  du  Lemme.  Maintenant  Ci 
Ton  prolonge  EB  juiqu'â  ce  qu'elle  rencontre  PM  ea 
R^  &  qu'on  tire  le  rayon  E  M  ^on  aura  à  caufe  du  trian- 
gle reiiangle  E  R  M  \^  quarrc  £  -M  —  Tr  --^RM^ 
mxmJb^  ^iEBxBR^Wr   ^Fm  — xAB^PM 


-i-^B  :=:  EU  --^-BA  H-  ^/  par  la  conftrudion  j  c'eft 
à  dire  en  effaçant  dé  part  &  d'autre  les  quarrcs  E  B 
JBA  y  &  mettant  pour  iASùl  valeur  ^  -+  if  ~-  r,  6f 


pour  ii?£  fa  valeur i-i — d  ou  ^  H-  — —u^  —  d^  & 
pour  B  R  o^  A  PèL  PM  leurs  valeurs  x  Uy^h  feptië, 
me  cqijatioij  )^^ H- ^f  —  ay y  ^xx^  bx  -+  —  « 


if  AT — dx  s^/,  dans  laquelle  fi  Ton  met  â  la  place 

de>  fa  valeur ^M:  M f  trouve^  par  la  première  équstipn; 

H  i^4a:place  de^j'  le  quarrë  de  d^e  H^aldurreû  rôwouvc 
V.cquatipn  jn^me  propoféç a *.*-f  \b xl^rhasjf  ^-t- a^ d ^ 
'^a^fçzio.  D*où  Ton  voit  que  la  ligne  y^ïP exprime  une 
iracine  vraie  de  cette  égalité. 

Sfonèbfefve  de  prendre .—A^pour^P'&^pou^PJIï, 
larique css ligpes €omb«Dt  db coté oppôfô  oà ^ie$ afupj* 

pQftçs  CD  ^\^J3^t  lA^copftçgK^içn  i  pn  trouwr^a  to|îjé?urs  par 
ia  propriété  dç  lal^arabole  la  première  équ^tipo ,  &  par 
la  propriété  du  cercle  la  feptiéme.    Donc  iic. 


s 
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Coi.OLLAia.1      I. 


387.  Il  cft  vi(ïble  qu'on  rendra  la  conftruâion  prc» 
cedence  générale  pour  toutes  les  égalités  du  troifîéme  2c 
du  quatrième  degré,  &  qu'on  y  employ era  toujours  une  Par 
rabole  qui  ait  pour  le  paramètre  de  Ton  axe  une  ligne  don. 
nce^  i  fi  l'on  obferve  i^.Dc  multiplier  par  fà  racine  x  l'cga^ 
Ijtc  lorfqu*elle  n'eft  que  dji>  troineme  degrc>  &  de  prendre 
♦  Jfr/.  }7«.  une  ligne  *i^  égale  a  toutes  celles  qui  multiplient  x*,  un- 
'^jin,  J77.  pl*Q  *  ^^  ^&^^  i  ceux  qui  multiplient  xx,  un  folide  a  ad 

égal  aux  fohdes  qui  multiplient  x^&  enfin  un  furfolide  a^f 
égal  aux  termes  entièrement  connus  de  Tcgalité  donnée, 
a^.  De  changer  dans  les  valeurs  des  lignes  ^D ,  DC ,  ^£^, 
BE^EM^qui  déterminent  la  conflruâion  de  la  Parabole 
&  du  cercle  »  les  fignes  àcs  termes  où  A  k  rencontre  avec 
une  dimenfion  impaire  s'il  y  a  —  t^^x'^dans  Tégalité  doa. 
tiée,  parce  qu'il  y  avoit-+-2^x'  dans  celle  du  Problê- 
me i  &  d'effacer  tous  les  termes  où  ^  fe  trouve  fi  le  terme 
x&x^  manque  ,  parce-qu'alors  i  s*^:  comme  auffi  de  faire 
la  mêtne  cbofe  à  l'égard  de;s  termes  oùir^  d^f,  fe  rencon- 
trent.  3*.  De  prendre  ou  mener  ces  lignes  du  côté  de 
PM  lorfqu'elles  font  poOtives ,  &  du  coté  oppofé  lorf* 
qu'elles  fonL.-ncgaçiyes.  On.  aura  donc.  ^D  s  Hhf^^^ 
fqzvoir — ^6  lorfqu'il  y  a  ^xbx\  & -^- 4^ lorfqu'il  y 

^ — 2*Ar^J-^i^Sï^^^  — Zt^^  —  Hbgjfçavoir — ^c 

lorfqu'il  y  a-f-^^xx^fc-f-lr  lorsque  ^^cfk^-^acxx  ^ 
JSESZ  Hh  iî  r+  :Ld ,  fijavoir  — Î£lorfqvc  ^  -B  6=  -+  g , 

&  qu'il  y  a  •+  iifx^\^  ou  bien  lorfque  ^B  ts- — g ^  & 
qu'il  y  a  — 2^x*j  &  au  contraire  -+^  lorfque  AB  t^ 
^  g  tl.  <iu'il  y  ^ —  li  jf*,  ou  bien  lorfque^  J5  s-—  g  te 
qu'il  y  a.-f<i>rAx'  (c'eft  i  dire  •<— -^  lorfque  les  vdeun 


4e  AB  ta  AD  foac  rane  p^xutive  &  l'autre  negarive» 
&  4rt^.iorrque  ce$  valeurs  font  toutes  deux,  ou  oofiti» 


▼e«^ 
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Tes  oa  négatives  )  ^  comme  auffi  ^^^d  lorfqu'il  y  a 
--^aadx^àC  — 4^1orfque  c*eft  ^aadx  :  UenfinE  M 

s=;  r  mmZ^  af^  fçavoir  •+  ^/lorfqa'il  y  a — ^*^/i  &  —  ^/ 
lorfque  c*eft  -+4'/  D*où  Ton  tire  cette  conftrudion 
géométrique  qui  eft  générale  pour  tous  les  cas. 

Une  Parabole  Jf  C  Afqui  a  pour  axe  la  ligne  C  G  dont  Fi  g.  117. 
le  paramètre  e(l  égal  â  la  ligne  a^  étant  donnée  /&  ayant 
réduit  Tégalité  propofée  fôus  cette  forme  x^  Z^ibx^  ^ 
"Z^  acxx  Z+aMdxZifa^frszO'y  on  mènera  une  ligne  ^^ 
parallèle  à  l'axe  CG  qui  en  foit  diftanre  de  4  ^  »  du  côté 
droit  de  cet  axe  lôrfqyil  y  a  ^  %bx*  dans  Tégalité  don- 
née ^  &  du  côté  gauche  lorfqu'il  y  a  —  ibx\  On  tirera 
par  le  point  ^  où  la  ligne  j4B  rencontre  la  Parabole  ^  une 
perpendiculaire  ^Dwt  Taxe  CG  5  &  on  prendra  fur  cet 
axe  les  parties  BF^^^a^FG^niCD  toujours  du  côté 
oppofé  i  fèn  origine  C^  &  la  partie  G  K^m\C  iitxs  fon 
origine  C  lorfqu'il  ya  -^  acxx^iaàxx  côté  oppofé  lorf- 
qu'il  y  a  —  acxx^  On  mènera  enfuite  par  les  points  dé- 
terminés AyFy  une  ligne  droite  indéfinie  ./^JF,  &  par 
le  point  K  une  perpendiculaire  à  l'axe  qui  rencontre 
^F  en  H  y&L  on  prendra  fur  cette  perpendiculaire  la  ^ 
partie  HEw^^À  du  côté  droit  lorfcu^it  y  a  —  aadx^H 
du  côté  gauche lorfqu'il  y  a  «4*  aadx.  Cela  fait\  on  dé^. 
crira  un  cercle  du  centre  £,  &  du  rayon  EM^^^AE^ 
lorfque  le  terme  ^'/manque  dans  Tégalicé  donnée ,  e'eft 
â  dire ,  lorfqu'elle  n*efl:  que  du  troifîéme  degré  :  mais  lorf- 
4)u'elle  eft  da  quatrième,  on  prendra  (après  avoir  nom. 

mé  AE  ^m  \)  \t  rayon  EM^s*r  m  mz+  af^  fçavoir 
-f  afsW  y  a  — ^Y,  «c  — afs'ïX  y  a  H-  a'f  Enfin  des 
points  JVf  où  ce  cercle  rencontre  la  Parabole  donnée ,  me- 
nant des  perpendiculaires  -W  j^fur  la  Wgnt  AB  j  elles 
feront  les  racines  de  l'égalité  donnée  \  fçavoir  celles  qui 
tombent  du  côté  droit  de  cette  ligne,  les  vraies^  &  celles 
^ui  tombent  du  côté  gauche ,  les  faufles. 

Car  prolongeant  H  K  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  la 
hffx  AB  au  point  j?^  on  a  par  la  condruâion  BK  ou. 


«•é  Lmthe  Neutie'mb. 

^D  es  1+7* »  fçavoir  —  \h  lorfqu*il  y  a  -1-  ibx\ Il 
-4-1*  lorfque  c'eft  — xèx*  >  &  par  la  propriété  de  la 

Parabole,  eues— .  Donc  DacaUF-f-^G  &:;'< 

yoir  — 4 tf  lorfqu'il  y  z^acx  x  ^  &  +  4^  lorfqu'il  y  a 

^  r  jtf  X  )  &  Ton  doic  obferver  que  le  point  £  combe  du 

é  de  PM  lorfque  ^B  tfr-hg  ,  c'eft  à  dire  lorfque 

ia  valeur  eft  pofitive  ,  &  du  côté  opjpofé  lorfqu'elle  eft 

négative.    Or  â  caufe  des  triangles  leinblabies  ^DFy 

vrfJ5K,onauraZ)i^(r-^)-I>^(rtT^)::-^,^(H^gX 

^2f  —  H-i£,  fçavoir  -H^  lorfque  les  valeurs  de  ^D 

Ude  jiS  font  toutes  deux  pofitives  ou  négatives  ^  & 
f£  lorfque  Tune  d'elles  eft  pofitive  &  Tautre  négative. 

Etpartant  JBJE  s=  HhilH^^^^fçavoir  —  {■  ^  lorfquïl  y  a 


eôtê 


ir^x,&-f-7^1orfqu'il y  ^^aadx'y6c  Ton  doit  enco* 
re  obferver  que  le  point  £  tombera  du  côté  de  PM  lorfque 
la  valeur  de  £  £  eu  pofitive ,  &  du  côté  oppofé  lorfqu*eIle 
eft  négative.  D'oà  il  eft  évident  que  par  Je  moyen  de  cet- 
ce  conftrudion  on  déterminera  dans  cous  les  cas  poffibles, 
toujours  comme  il  eft  requis^  le  centre  b  du  cercle. 

Si  le  fécond  terme  2  ^  V  manquoic  dans  Tégalicé  don* 
née ,  il  eft  clair  que  les  lignes  uiB^^F  ^  tomberoienc  (ur 
Taxe  C  G^  enforte  que  les  points  ^ ,  I> ,  fe  confondroieot 
avec  Torigine  C  ;  puifqoe  h=:a.  Et  par  conséquent  le 
F I  G.  iiS.  point  G  tomberoic  for  le  point  ^  ^  &  les  points  HyJB,  fur 
le  point'/c  :  ce  qui  rend  la  conftruâion  générale  beaucoup 

f>lus  fîmple.  Car  il  ne  faudroit  alors  aue  prendre  fur  Taxe 
a  partie  CF^=^^a  toujours  vers  le  dedans  de  la  Parabole» 
&  la  partie  K  F=:^c  vers  l'origine  C  loriqu'il  y  a  ^acxx^ 
&  du  côté  oppofé  loriqu'il  y  SL^^acxx  j  mener  KE:=:^d 
perpendiculaire  à  Taxe  ^  du  côté  gauche  lorfqu*il  y  à 
^aadx'yScdu  côté  droit  lorsqu'il  y  a  — aadxi&L  ache- 
ver le  refte  comme  dans  la  conftrudion  générale  ^.en  ob* 
fer  vaut  qu'ici  ECs=:m. 


t 
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De  même  fî  le  terme  ^cxx  manque ,  le  point  K  corn-  F x  g.  ii7» 
bera  for  le  point  G  j.&  fi  c'efl;  le  terme  aadx^  le  centre 
E  du  cercle  tombera  en  ff . 

CorollaiheIL 

3S8.  \J  N  peut  encore  trouver  une  conftruâion  plus 
(impie  pour  les  égalités  du  troifiéme  degré  qui  ont  un 
fécond  terme ,  en  les  multipliant  par  Tinconnue  plus  ou 
moins  la  quantité  connue  du  fécond  terme ,  fçavoir  plus 
cette  quantité  quand  le  fécond  terme  eft  afiedé  du  figne 
-^ —  y  Se  moins  cette  quantité  lorfqu^il  y  a  le  figne  -f-  ;  ce  qui 
donne  une  équation  du  quatrième  degré  où  le  fécond 
terme  eft  évanoui.  Qu'il  faille  .  par  exemple  >  trouver 
les  racines  de  Tégalité  du  troinéme  degré ,  x'  —  bxx 
^sfx^aaq  s^  :  je  la  multiplie  par  x^b  pour 
avoir  légalité  du  quatrième  degré  ^x^^afx X+  aaqx 
^^aabq  £2^3  — bbxx^abpx 

dans  laquelle  le  fécond  terme  eft  évanotii  ^  je  me  (tts  â    . 
prefênt  de  la  conftrudion  eue  l'on  vient  de  donner  pour 
ces  fortes  d'égalités  où  le  lecond  terme  manque ,  &  j'ai 

&  le  rayon  du  cercle  EM^::  r   mmm^bq:  ce  qui  donne 
cette  conftrudion. 

.  Ayant  mené  une  par^lele  à  l'axe  CD  qui  en  foit  did  F i c»  119» 
tante  vers  le  côté  gauche  d'une  ligne  égale  à  ^ ,  &  qui 
rencontre  la  Parabole  au  point  ^  ^  je  cire  par  l'origine 
C  de  Taxe  la  droite  CA^ixxt  laquelle  j'ékve  par  fon 
point  de  milieu  O  une  perpendiculaire  indéfinie  o  G  oui 
rencontre  l'axe  au  point  G.  Je  prends  fur  t'axe  vex%  (on 
origine  c  la  partie  G  K  xn^p^hc  ayant  tiré  par  le  point 
K  une  perpendiculaire  à  Taxe, qui  rencontre  ta  ligne 
O  G  au  point  H  ^  je  prends^  fur  cette  perpendiculaire 
prolongée  du  côté  de  H  la  partie  HE  c:  rf  i  &  je  do^ 
cris  du  centre  £  &  du  rayon  £  ^  un  cerple.  Je  dis  qu'il 
coupera  ta  Parabole  en  des  points  M^  d^où  ayant  abai£. 
ï  fur  l'axe  des  perpendiculaires  MQ^  celles. qui  ftronc 

03  ^i 
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à  drok  y  marqueront  les  vraies  racines  {  &  ceHes  qai  fe- 
ronc  â  gauche ,  les  fauiles  de  régalttc  propofée  x^^^bxx 

Car  ayant  mené  les  perpendiculaires  ^D,  o  Z^  far 
Taxe  ^  on  aura  par  la  conftrudion  ADz:ih  ^tc  par  la 

propriété  de  la  Parabole  CD  S  if.  Doncpuifque  CA 
éft  divifée  par  le  milieu  en  O  »  les  triangles  femblables 
CAB^  COL  ,  donneront  OZt±k^^  CZSitt^  ici 
cau(è  des  triangles  reâangles  femblables  ÇZOyOLGj 
on  aura  CZ(-).ZO  {^6)::  ZOi^i).  ZG  :::{a\ic 

par  confequcnt  CK  aa^L  -ir  LG  —  GK  ss^^* -f  ^ 

'—7^.  De  plus  â  caulê  des  triangles  iêmblables  GLO^ 
G/CK,  on  trouyeKJfS=ii,&  KH-^-HE  ovCKS 

ps,^^-4-.t£qui  tend  du  côté  gauche  de  Taxe,  comme 

il  eft  prefcrit  dans  la  conftrudion  lorfqu'il  y  a  ^aadx. 
Le  point  £  eft  donc  le  centre  du  cercle  lequel  doit  dé- 
terminer par  fes  interfedions  avec  la  Parabole  donnée  tou« 
tes  les  racines  de  Tégalité  du  quatrième  degré  x^  -f^ 
apx  X  &c  Or  comme  \ts  racines  de  cette  égalité  font 
celles  delà  propofëex' — bxx^apx^aaq  s^^avec 
une  faufle  ^JD  (^)  ;  il  s'enfuit  que  ce  cercle  doit  paffer 
pai^  le  point  A.  Donc  &c. 

On  peut  encore  s*aAurer  par  le  calcul  que  £^  eft  le 
rayon  au  cercle  cherché.  Car  menant  £^  parallèle  â 
Taxe  )  on  aura  {à  caufe  des  triangles  redangles  EBA^ 

EKC)  les quarrés des hypothenufes E^  ^oTe^ ^BA 

U^^mn'FK'^KE^  &  par  confequent  il  s'agit  de 

prouver  que  ££  ^BA  ^^ek  ^KC  «—^fjpuifqu'on 

ddt  prendre  E M  ^  r  mm-^bq.  Or  en  mettant  â  la 
place  de  ces  lignes  de  part  &  d'autre  leurs  valeurs  analy- 
tiques ,  on  trouvera  lès  mêmes  quantités.  Et  c'eft  ce  qui 
doit  arriver  ^  fi  le  rayon  cherché  £  ilf  8  £  A. 
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Pour  rendre  cette  conftruâion  générale ,  il  faut  ob* 
ferver  i^«  De  mener  du  côté  gauche  de  1  axe  la  parallè- 
le qui  en  eft  diftante  d'une  ligne  égale  â  b  ^  lorfqu'ii  y  a 
•^6 XX  dans  Tégalité  propofèe^  &  du  côté  droit  lorfqu'il 
y  a  H-  ^ XX.  x^.  De  prendre  fur  l'axe  G  /Cm ^^  du  côté 
de  fbn  origine  C  torfqu'il  y  a  H*  ^^x ,  &  du  côté  oppo- 
fé  lorfqu'il  y  a — apx.  3^  De  prendre  iï  £=^  1  ^  du  cô- 
té gauche  lorfqu'il  ya-^^^f^&du  côté  droit  lorfqu'il 
y  a— ^^f.  Tout  cela  eft  trop  évident  pour  m'arrêter  à 
\c  démontrer  en  détaik 

R  £  M  A  n  QJ7  E     I. 

5o^t  I L  eft  à  propos  de  remarquer,  i^  Que  fi  le  cet. 
cle  ne  coupe  la  Parabole  donnée  qu'en  deux  points ,  il 
s'enfuivra  que  Tégalité  propofée  n'aura  que  deux  racines 
réelles  lorfqu'elle  eft  du  quatrième  degré,  &  qu'une  feule 
lorfqu'elle  eft  du  troifiéme,&  les  deux  autres  imaginaires: 
comme  dans  la  figure  119.  où  le  cercle  ne  coupe  la  Para* 
bole  qu'en  deux  points  ^  ^  M  ^  l'égalité  x^  ^apxx 
mmitxxSccn'a  que  deux  racines  réelles  ^D^MQ^^qui 
font  toutes  deux  fauflès»  parce  qu'elles  tombent  du  côté 
gauche  de  Taxe.  2^.  Que  fi  le  cercle  ne  coupoit  ni  ne 
rencontrqic  la  Parabole  en  aucun  point  (  ce  qui  ne  peut 
arriver  lorfqué  l'égalité  eft  du  troifiéme  degré  comme  l'on 
voit  par  les  conftruâions  précédentes  )  les  quatre  racines 
iêroient  imaginaires.  3^.  Que  s'il  la  touchoit  en  un  point 
l'égalité  propofée  auroit  deux  racines  égales  chacune  à 
la  perpendiculaire  menée  de  ce  point  $  ce  qui  vient  de  ce 
qu  on  peut  confiderer  un  cercle  qui  touche  une  Parabo- 
le »  comme  s'il  coupoit  en  deux  points  infiniment  pro* 
cheslun de  l'autre ^  qui  font  regardés  comme  réunis  dans 
le  point  touchant  :  mais  alors  l'égalité  propofée  fè  pour, 
roit  abaifler  à  une  du  fécond  degré  par  les  règles  de  TAU 
gebre  ordinaire  »  de  forte  qu'on. n*auroit  point  be(bin  d'u* 
ne  Parabole  pour  en  trouver  les  racines. 


I 
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Remarc^ué    il 

390'  Si  i*oD  fait  accantion  à  ce  qu'on  démontre  en 
Algèbre  qu'en  toute  égalité  où  le  fécond  terme  manque  » 
&  qui  a  toutes  fes^acines  réelles^  ^  la  fomme  des  vraies 
eft  égale  à  la  fomme  des  faufles  ^  on  verra  naître  ce  Théo- 
rême. 
Fie.  xii.       S'il  y  a  un  cercle  qui  coupe  une  Parabole  en  quatre 

points  M  d'où  l'on  abaifle  des  perpendiculaires  Jlf  ^fur . 
l'axe  CF  !  ]€  dis  que  la  fomme  des  perpendiculaires  qui 
tombent  du  côté  droit  de  l'axe  »  fera  égale  à  la  fomme 
de  celles  qui  tombent  du  côté  gauche. 

Car  fi  l'on  prend  y&s  le  dedans  de  la  Parabole  fur 
l'axe  depuis  fon  origine  c  la  partie  c  F  égale  à  la  moitié 
de  foB  paramètre  aue  j'appelle  a ,  &  qu'ayanc  tiré  du 
centre  £  du  cercle  la  perpendiculaire  ^K  fur  l'axe  >  on 

fafle  FK  crT^,^K'-B  s=4^,£C*  —  JE:-M*«ai^/i  il  eft  clair 
^jiri.  587.  P^f  1&  conftruâion  qui  eft  â  la  fin  *  du  Corollaire  pre- 
mier ,  que  les  perpendiculaires  M  ^2.  feront  les  racines  de 
xette  égalité x^^^acxX'+'aadX'^ ^'/a» ^  dans  laquel- 
le le  fécond  terme  manque  ^  fçavoir  celles  qui  tombent  du 
côté  droit  de  l'axe  >  les  vraies  }  &  celles  qui  tombent  du 
côté  gauche ,  les  faufiès.   Donc  &c. 

Si  le  cercle  pafloit  par  l'origine  C  de  l'axe  »  il  eft  vi- 
fible  que  l'une  des  perpendiculaires  JVf  j2_7levîendroit 
nulle  ou  zéro  }  &  qu'ainfi  il  y  auroit  alors  uac  perpen- 
diculaire d'une  part  de  l'axe  égale  aux  deux  autres  de 
l'autre  parc. 

Si  le  cercle  touchoit  la  Parabole  en  un  point  &  la 

coupoit  en  deux  autres  ^  il  faudroit  prendre  le  double 

de  la  perpendiculaire  menée  du  point  touchant  j  puifque 

*Art.  )89.  (comme  l'on  vient  *  de  dire  )  on  peut  regarder  ce  cercle 

comibe  s'il  coupoit  la  Parabole  en  deux  points  infini* 
ment  proches  Tun  de  l'autre  ,  lefquels  k  réttniflenc  aa 
point  touchant. 


Ptanc/vt  ^3  '  poff^  3^^ 


m   m^  '  • 


'     * 


^^ 


i 
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R  E  M  A  R  ou  £      I  1 1. 

^391*  C>OMM£  l'on  ne  peuc  imaginer  en  Géométrie 
des  produits  qui  ayent  plus  de  trois  dimensions  )  puifque 
le  folide ,  qui  efl:  la  quantité  la  plus  compofée  ^  n'en  a 
que  trois }  on  pourra  divifer ,  fi  Ton  veut ,  tous  les  ter* 
mes  d'une  égalité  propofée  qui  pafie  le  troifiéme  degré  ^ 
par  telle  ligne  donnée  qu'on  voudra,  élevée  à  une  puif. 
Tance  moindre  d'une  unité  que  chacun  de  (es  termes  n'a 
de  dimen  fions  :  ce  qui  ne  troublera  point  l'égalité  ,  6c 
fera  que  chacun  de  tes  termes  »  n'exprimera  plus  que  des 
lignes  droites.  Soit ,  par  exemple  ,  l'égalité  du  quatrié* 
me  degréx*-l-i^x'H^^rxx — aadx — ^'/aae^}  je  la 

divife  par  m'  ,  ce  qui  donne f!^-  iii!  -+.  ifi  — .  iî  — / 

;=;  ^/dont  chaque  terme  n'a  qu'une  dimenfion ,  &  n'ex« 
prime  par  contequent  que  des  lignes  droites.  On  choi. 
fit  ordinairement  la  ligne  qui  fe  trouve  répétée  le  plus 
fouvent  dans  tous  les  termes  de  l'équation  propofee» 
comme  eft  ici  la  ligne  a  ^  &  même  quelquefois  on  la 
fbusentend  y  en  la  regardant  comme  l'unité  dans  les 
nombres ,  qui  ne  change  rien  aux  quantités  qu'elle  mul. 
tiplie  ou  qu'elle  divife  :  ainfi  en  faifant  ^  :=ri ,  on  écrira 


6x' 


cxx 


acxx 


MM 


lix' 

dx 


dx — fwMO ,  au  lieu  de  x* 
^i/x-^'/— /ou  deil  H- — 

^  M»    ^^      Mi 

mé^f^û.   Il  en  eft  de  même  des  égalités  du  cinquième  te 
du  fixiéme  degré ,  &a 

R  E  M  A  R  Q^U  B.    I V. 

39^*  S I  après  avoir  confirait  le  cercle  qui  çft  le  lieu 
de  la  dernière  équation  du  Lemme  ,  on  conflruit  une 
Seâion  conique  qui  foit  le  lieu  de  telle  autre  de  Ces 
çquations  qu'on  voudra  i  ces  deux  lieux  détermineront 
par  leurs  interfeâions  les  racines  de  l'égalité  propofée  j 
dont  la  raifon  eft  que  faifànt  évanouir  par  le  moyen  de 
leurs  équations  l'inconnue j^  y  on  retrouve  Tégalité  même 
propofée. 
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De-li  U  eft  évideoc  qu'on  peut  conftruire  cette  égaw 
lité  y  i*.  Par  le  moyen  d^un  cercle  &  d\ine  Hyperbole 
équilatere,  en  fe  fervant  de  la  reptiëme&  de  la  fixixhne 
équatioa  du  Lemme.  i^.  Par  le  moyen  d'un  cercle ,  & 
d'une  Ellipfe  donc  Taxe  parallèle  i  ^  P  Q(k  à  [on  para^ 
mètre  comme  ^  eft  a  r  >.  en  fe  fervant  de  la  feptiéme  & 
de  la  troifiëme  équation.  3^.  Par  le  moyen  d'un  cercle, 
&  d'une  Hyperbole  dont  l'axe  parallèle  a  ^  P  efl:  a  foQ^ 
paramètre  commue  aa  cA  à  it^  en  fe  fervant  de  la  feptié- 
me Se  de  la  quatrième  équation.  Or  comme  la  ligne  a  y 
dont  on.  iê  fèrt  pour  réduire  fous  Texpreffion  ac  toutes 
Us  quantités  qui  multiplient  xx ,  fous  l'expreflion  a  ad 
celles  qui  mùItipUenc  x^  &  enfin  A>us  l'exprefBon  a^fks. 
quantités  entièrement  connues,  efl  arbitraire  $  il  s'enfuit 
qu'en  prenant  pour  cette  ligne  a  une  infinité  de  diflè- 
rentes  grandeurs ,  on  pourra  conftruire  Tégalité  propo» 
fée  par  le  moyen  d'une  infinité  de  cercles,  &d'Ellipies,, 
ou  d'Hyperboles  équilateres  6c  non  équilateres ,  toutes 
différentes  entr'eiles. 

On  a  vue  dans  l'article  3S7.  qu^ènr  prenant  pour  Puni» 
té  arbitraire  a  le  paramètre  de  l'axe  d'une  Parabole 
donnée ^  on  peut  en  fe  fervant  de  la  première  &  de  la 
feptiéme  équation  conftruire  l!égalité  propofée  par  le 
mpyeo  d'un  cercle  &  de  la  Parabole  donnée  :&  je  vais 
faire  voir  qu'en  déterminant  cette  ligne  a  d'Une  certaû 
se  manière ,  on  peut  conftruiré  l'égalité  par  le  moyen 
d*un  cercle  &  d'une  Ellipfe  ou  d'une  Hyperbole.  lembia* 
ble  â  une  Ellipfe  ou  â  une  Hyperbole  donnée.  Car  la 
rai/bn  de  fès  axes  étant  donnée  par  la  fuppofition  ,  la  rai- 
fbn  dé  l'axe  parallèle  à  A  P  avec  fon  paramètre  fera 
auffi  donnée.    Si  donc  l'on^  nomme  cette  raifon  donnée 

^ }  on  aura  lorfqu'il  s'agit  de  l'EUipfe  ^  es  -^  ,  6c  par. 

tant  aatÊmtlHi  d'&u.il  fuit  que  fi  Ton  prend  pour  l'uni«^ 

^Art.  y)%.  té.  arbitraire  a^  la  racine  d'un  quarré  a  a  égll  *  a  une 
quantité  connue  a^  qui  multiplie  xx  dans  Tégalitc 

'  donnée 
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donnée  ^&  cft  multipliée  par  J!l^  on  conftruira  Tcgalité  en 

k  fervant  de  la  feptiéme  &  de  la  troifiérae  équation ,  par 
le  moyen  d'un  cercle  &  d'une  Ellipfè  dont  Taxe  parallèle 
i  AP  ^  fera  à  fon  paramètre  comme  w  eftà  »,  puifquo 

— «1*.  Mais Jorfqu^il  s'agit  de  l'Hyperbole  ,  on  aura 
a^ttyU.  partant  ««^^J!!:.  d'où  l'on  voit  que  fi  l'on 

prend  pour  l'unité  a  cette  valeur  ,  &  qu'on  conftruifè 
régalité  en  fe  fervant  de  la  feptiéme  &  de  là  quatrième 
équation ,  l'axe  paralfcle  à  ^P  de  l'Hyperbole  qui  eft 
ift-lieti  de  la  quatrième ,  fera  4  fon  paramètre  comme  m-eft- 
â  ir,  puifque  *  a —   Et  c'eft  ce  qui  écoit  propoTé; 


Remajl'c^ue  V. 

î^î-  L  A"  ligne  a  qui  fait  l'office  de-rûnitc,  &  qui  eff 
arbitraire  ,  fuffit  comme  l'on  vient  de  voir  pour  coof. 
truire  l'égalité  propolëe  ,  par  le  moyen  d'un  cercle  & 
d'une  Parabole  donnée  »  ou  bien  par  le  moyen  d'un  cer- 
cte ,.  &  d'une  EUipfe  ,.  ou  d'une  Hyperbole  femblabie  à 
ttoe  dbnnée.  Mais  lorfqu'iteffquefllon  àt  là  conftruire 
par  le  moyen  d'un  cercle,  &  d'une  Ellipfe ,  ou  d'une  Hy-- 
l^erbole  donnée  ,  une  feule  ligne  arbitraire  ne  fuffit  pas> 
il  faut  en  introduire  d'autres  dans  l'égalité  propofée  \ 
afin  àt  pouvoir  les,  déterminer  enfùite  de  la  manière  que- 
la  Sedion  donnée  fcrve.  Côftceqne  l'on  va  exécuter/ 
dans  le.Lemme  fuivant. 

LEMME   FONDAAtENTAl:. 

JP<Mrr  U^sm^mBitH' des  Egabtés  dm  tnifiéme  é'  dif^ttairiéme. 
dtgri ,  éivec  un  cercle  ,é»  mue  Ettiffe ,  m  mtu  H^fer- 

Me  damaéei. 

3ft4'  Soit  Tégalîté dû  quatrième  à'cgr^ z^i^a i ^tr;. 
sac^'-ifra'dssoydins  laquelle  les  lettres^,  ^,  <?,  d^ 
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marquent  des  lignes  données  ,  &  la  lettre  ;^ exprime  les 

racines  inconnues  de  l'égalité.   Je  prends  une  autre 'in. 

connue  xemÙ  (la  lettre  /  marque  une  ligne  prife  â  vo- 
lonté ) ,  Ô«  fttbftituant  à  la  place  de  j^  ^^,  &  x^  leurs  ya- 
leiKs  li , î^^ ,  &  ^dans  l'égalité  précédente  ;  je  la 

change  en  cette  autre  x*-t--&jfx— ^x-i-.-t.«i»jjc 

prends  une  croifiéme  inconnue^'  telle  qu'étant  multipliée 
par /foq  produit  fy  Toit  égal  au  quatre  x  x  de  la  féconde } 
ce  qui  donne  les  équations  fui  vantes. 
!«.  xx^ymmo  ^  &  fuhftituanc  à  la  place  de  xx,&  de 

*♦  leurs  valeurs  fy  Uffyy  dans  l'égalité  x^-i^tîxx  &c, 

j'ai  pour  féconde  équation. 

^e  yy^  tLjf  — f/x-j-f^c»^,  laquelle  ^tanc  ajoûcécf 

â  la  première^  donne  pour  croilicme.équanop. 

l^.  yy^tLy — fy^x x^^^tlx^iÂcmo  ^  dont  le 

^Art.  114.  Weu  eft  *  un  cercle  lorfque  les  inconnues  &'  indçtermi- 
&  iif.       nées  X  6cy  font  entr'elles  un  angle  droit.    Je  multiplie 

la  première  équation  par  la  fraâion  1  dans  laquelle  g 

cxplrime  une  ligne  telle  qu'on,  veut  de  même  que  f^  & 
î'aî£^^ — ^y=iO  i  Ecajoâtant  cette. équation  avec  la 

ieconde ,  &c  Ten  ôtant  enfuite ,  je  forioe  la  quatrième  U  la 
c;inquJéaîe  équation.       _      , 

•^^r/.  ji+.  le  lieu  eft  *  gntEllipfe. 

5e.  yy^tly+^y^lxx~tLx^il:^o, dont 
^jirt.  iii.  le  li«u  cft*  "ne  Hyperbole  ou  1er  Hyperboles  oppoj(ëe$. 

35>5*  S'it*  arrive  que  quelques  termes  4è  lVg»Iicé 
propoiée  ayent  des  fignes  diilèreji^  de  celle-ci  ^  «u  qu'ils 


Db  la  eoHinnitrCTtoK  des  BaAiiTB's.    jr; 

manquent  j  les  lieux  de  ces  cinq  équations  feront  tou- 
jours néanmoins  des  Sedions  coniques  de  même  Dom: 
t*eft  à  d4re  q^c  les  lieux  de  la  première  &  de  k  feconic 
équation  lerotrt-  toujours  des  Paraboles,  celui  <ie  la  trbi. 
fierté ,  un  cercle ,  &c. 

PROPOSITION     V. 

Problème. 

i9^*  V^  o  N  s  T  R  u  I  m  tigalitê  du  quatrième  degré 
2.^-+  a'bzz  —  aaci  H-a'dasao  ,  a^ec  un  cerle  donné  ^ 
une  Hyperbole  femblabU  à  une  d^née  î  ou  avec  une  Ujp&botc 
donnée  é"  un  cercle. 

|e  CDDftruïs  fepaivcaiont  ^  tes  iientc  de  la  «roifîéme  U  de  »  Art.  ji^. 
4ft  cinqoîénie  ëquacion^,  en  prenant  poui*  >Ies  iaooneaai  ÏE  <^  )3^« 
éodccermivées  x  & jf^  tes  Mêmes  lignes  ^ P,PM,4^iÂri q,  ^^o^ 
Affcnt  eotr'clies  «n  angle  droit  ^^/^^^  &  les.  ktttriccv  &  mi. 
fions  de  ces  deux  lieux  me  fervent  à  déterminer  tes  va- 
îeurt  de  l^ncdiinuë  Xy  de  la  tnaniere  qui  fuit. 

Soit  menée  par  le  point  Ji  origine  des  3c ,  la  ligne 
^I)*.îi!z:i^l>atallele' à  PM^tc  du  même  côec  iorfc 

que  a  furpaffe  ^  ,  &  au  contraire  du  côté  oppofé  lort 
qu*il  eft  moindi^e.  Et  ayant  tiré  la  droite  indéfinie  2)  G  pa- 
iraltele  à  .^P,  foie  wprifes  fur  fcetreïigrte<io  c&iéâ^  tPAf 

ia  partie  DC^^L^  &  foit  décrit  du  cfeûtre  t  &  dû 
rayon  CJFott  CGaea^ r  ^^H-^if  —  t^^-f^^ ii^^ 

HD  cercle.    MiEÛnteBaDt  ayant  mené  \À HmmtÙtiîpx. 

zallele iPM  Scda  oèié  oppofé ,  loic  cirée  la  droite  in» 
«ïefinie  H ^  parallèle  i  AP^  fur  laquelle  (oieoç  priiès 
k  favcie  t2tf /«r^au  o6cé  oppofé  â  :^  ^m  ,  fc  de  pMC 
Ce  d'âtttre  du  pohat  /les  parties  / /c ,  IL ,  égales  cha- 

Rr  i] 
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pris  pour  abréger  h  s=s  tHHL.  \.  Soit  enfin  décrite  d^  Taxe 

ZKi  qui  doit  être  le  premier  iorfque  r  r-f  é^dg  eft  plus 
grand  que  Ag  »  &  le  fécond  lorfqu'il  eft  moindre  )  qui  foie 
d  fon  paramètre  K  o  comme  ^  eft  â  g ,  une  Hyperbole 
^u  les  Hyperboles  oppofées  qui  rencontrent  le  cercle  en 
dés  points  My  My  dVà  foient  abaiffées  à^s  perpendi- 
culaires  MP^MP^  fur  la  ligne  A  P.  Je  dis  que  les  parties 
^  P ,  ^  P  ^  de  cette  ligne  feront  \q^  racines  de  rcgalité 

x*-+  if  X  X  —  îZlx-+^  =  ^.en  obfenrant  qu'elles  font 

vraies  Ibrfque  ^s  points  P  tombent  du  côté  où  Ton  a 
fuppofé  T' Af  en  faifant  la  conftruélion  ,&iauflès  loifqu*iIs 
tombent  du  côté  oppoic. 

Car  on  trouvera  par  la  propriété  du  cercle  la  troifié* 
me  équadon  j  &  par  la  propriété  de  l'Hyperbole  j  la 
cinquième  ;  &  ôtant  la  troifiéme  de  la  cinquième  «  on 

aura^^  —h /y  —  Lx  x — x  x=:o,  d*où  Ton  rire  y  =  if  ^j 

iL  mettant  dans  Tune  ou  dans  l'autre  de  ces  deux  équations 
iia  place  de  jr  cette  valeur  1^,  &  â  la  place  de  y  y  fbn 

^uarré  1. ,  on  trouvera  Tégalité  x^  &c.  Mais  ayant  les  va- 

leurs  de  X ,  on  a  ceHes  de  ^  j  puifque  5;.=— * 

Maintenant  pour  fadsfaire  â  la  première  demande  du 
Problême,  je  nomme  le  rayon  du  cercle  donné  c P,  r  ^  8c 

j*ai  par  confequent  r assX  1^ cc^aa^^iab^bèm^^ad*^ 


d^on  il  fuit  que  fî  Ton  prend/a»   ^  ,  le 

rayon  CP  ou  CG  du  cercle  qui  eft  le  lieu  de  la  troifî^me 
équation ,  fera  égal  à  la  donnée  r.  Jl  refte  â  faire  que  THy- 
perbole  foit  femSlable  â  une  donnée ,  c'eft  i  dire  »  que  fbn 
premier  ou  fécond  axe  Z  K  fok  â  fon  paramètre  ^  O  en 
raifon  donnée  de  m  â  »  $  &  il  eft  vifîble  qu'il  ne  faut  pour 

cela  que  prendre  ^  =*  ~ ,  puifque  ZK.  ko  t:^^gi:m.n^ 


Dl  LA    ÇOWTJL^CTIOM  PES  EgALITB's.     317 

Enfin  pour  fjaire  en  forte  que  l'Hyperbole  foit  don- 
née ,  ou ,  ce  qui  eft  la  même  chofe  que  fon  premier  ou 
iècond  axe  ZK  6c  \c  paramètre  K  o  de  cet  axe  foienc 
^aux  â  des  lignes  données  j  je  nomme  d'abord  le  pre* 
•mier  axe  Z^,  1/  >  fon  paramètre  ko  ,p;ic  j'ai  KO  {p) 

^iL*,  UZK  {it)^lf^ce'^^dg^hg  (il  faut  ref- 
ibuvenir  que  h^t^i.j  i  ce  qui  donne  g  —  il,  &/ 

.^         *'*        :  d'où  l'on  voit  que  fi  f  f-+  4<ig  furpaffe 

Ag,  &  qu'on  prenne  pour  g  &  pour/ ces  valeurs ,  on  trou- 
vera dans  la  conftrudion  de  la  cinquième  équation  pour 
le  premier  axeZK  ic  fon  paramètre  ko  les  lignes  don- 
«ées  lit  &  p.  Mais  s'il  arrive  atâecc-+  ^dg  foit  moindre 
^ue  Ag,  il  faudra  nommer  le  fécond  axe  i  JC,  z  />  &  fon 
paramètre  KOyp  i  ce  qui  donne  comme  ci-deffus  g— 

•u» *   •.  /-^         *^*    —  .  où  l'on  doit  obferver que  itUf 

ne  marquent  plusll  prefent  les  mômes  lignes  qu'aupara- 
vant :  &s'il  arrive  que  h  g,  dans  cette  dernière  foppofit»on 
où  ir  marque  le  iècond  axe  j  furpafle  cc-^  4. dg, il  elt  vi- 
fible  qu'en  prenant  pour  g&/ces  valeurs  dans  la  conftruc- 
cion  de  la  cinquième  équation ,  on  trouvera  pour  le  fécond 
axe  X/C  &  fon  paramètre  K  0  les  lignes  données  */  &/. 

Il  faut  bien  remarquer  qu'il  peut  arriver  que  la  va- 
leur de  /  foit  imaginaire  dans  l'une  &  dans  l'autre  de 
ces  fuppofitions  -,  &  alors  on  voit  que  la  conftrudion  de- 
vient unpoffible  du  moins  par  cette  méthode.  Or  com- 
me tous  les  Auteurs  qui  s'en  font  fervis  après  M.  Sltize , 
qui  en  eft  l'inventeur  ,  la  donnent  pour  générale  ,  j'en 
ferai  une  remarque  i  part ,  où  je  ferai  voir  en  exammant 
par  ordre  tous  les  cas  qui  peuvent  arriver ,  que  dans  cet 
exemple  même  il  peut  y  en  avoir  une  infinité  où  cette 
méthode  ne  i^ffit  poine« 

Si  c'étoient  deux  Hyperboles  conjuguées  qui  fuflènt 
donoées ,  la  conftruâdon  fcrpit  toujours  poffiblc  j  car  fi 

Rr  iij 


y 


5i8  Lit  m  f^itsrii'UE. 

après  avoir  nommé  le  premier  axe  d'une  de  ces  Hyperbo- 
les  ZK^K  yèc  Ion  paramètre  KO  ^p^Wk  trou  voir  que  la 

valeur  de  /«=■  ,:       ■■      ,^Éàt  imaginaire^  c*cft  a  dire., 

que  h^  ^furpafbât  cc^^à^  5  il  n'y  auproit  q4i*à  fe  tervîr 
dans  la  conftrudion  a  k  place  de  cette iHypcrboIe  àeù^ 
conjuguée  &  de  Ton  fécond  axe  »  puifque  le  iecond  axe  de 
celle-ci  étant  lemêmeque  le  premier a«e  de  l'autre ,  la  v». 
leur  dè/ne  renfermeroit  plus  aucune  contradiâion.  je  dois 
-encore  avertir  que  s'il  arrive  que  rr-4-4-^^«./>g,réqiMU 
tion  du  quatrième  degré  s'abaiile  â  une  du  fécond. 

H  £  M  A  X  <^u  !• 

Î97*  *!•.  S  I  rHyperbole  dominée  eft^cqfuilacere.  Ona«^ 
Mig«ei^,&on  fe  fervira  dans  la conftroâion  du  Problême 
^  fon  prertiier  axe^  lorfque  € c  ^^i^  furpafle  hf^^  c^  à 

"dire ,  en  mettant  pour  h  &  valeur  i±£« ,  &  pour  g  âi  vâleuir 

a ,  lorfque  cc^  ^ad  furpaïTe  h  --Va  j&  du  fécond  lorïl 
qu'il  efl  moindre.  Et  la  condruâion  fera  toujours  poffîbJe. 
z*.  Si  le  premier  axe  de  l'Hyperbole  donnée  {lirpaflfc 
fon  paramètre.  Oh  fe  fervira  dans  la  conftrudion  da 
Problême  de  fon  premier  axe  ,  'lorfque  cC'^j{,ad  for- 

pafle  ^  -+  ^  }  car  il  fuit  de  là  que  c  c  -4-  4  dg  furpaile  i&g  ^ 
c'eft  â  dire  (en  multipliant  par-^^  mettant  pour  h  fit 

o 

yalear  -^-^  J  9»c.iîî  -+-  4  -«  </  flirpaflè  ^  h-  g  ,  paifque 
*ms  cttte  fuppôfftion  g  (If)  étant  moindre  que  a  ,  la 
qiœitivé  ^^^ad(&z  plus  grande  que  rr*4- 4^4^^ & 

^  ^  g  fera  moindre  que  b-^a  .   Au  contraire  lorfqut 

cc'^j^.ad  eft  moindre  que  ^  *-f  is  >  il  faudra  fe  fenîr 
du  fécond  azç  $  car  il  fuie  delà  que  ^r-4-4ig  eft  nooin* 

:dre.  t]ue  ^^^  ou  que  lf^«4«4#ci/^  moindre  que  i^  «-f|^ 
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puifque  it  marquant  à  preiênc  le  fécond  axe  qui  efl; 
moindre  que  Ton  paramètre  p  la  quantité  tt  efl  ici  plus 

grande  que  a.  D'où  l'on  voit  que  la  conftruâion  eft 
toujours  poffîble  5  non  feulement  lorfque  l'Hyperbole 
donnée  efl  équilatere,  mais  encore  lorfque  le  premier 
axe  efl  plus  grand  que  fon  paramètre. 

3^.  Si  le  premier  axe  efl  moindre  que  fon  paramètre. 
Il  iaudra  neceâTatremeqt   lorfque  cc-^^ad  furpafle 

^  -4-  ^  ,  fè  fèrvir  du  preraiier  axe  j  car  fî  Ton  employoit  le 
fécond  ^il  faudroit  que  cc-^^dg  fût  moindre  que  ^g, 

OU  que  —^  -{-'444  fut  ippindre  que  ^  +  g  s  ^^  9^^  QC 
peut  être  ,  puifque  1 1  qui  exprimeroit  alors  le  fécond 
axe  étant  plus  grand  que/>)  la  quantité^  (lt\  fèroic 

moindre  que  a.   Mais  en  fe  ferrant  du  premier  axe,  il 

peut  arriver  que  ~-f-44«^  foit  "moindre  que  k^g 

s 

puifque  gftl'j  çik  plus  grand  que  m  ^  fie  alors  il  efl  évi- 
dent que  la  conflruâion  du  Problême  devient  impofli- 
blc •  parce  que  la  valeur  de /(    ,     ^^      ■    \  renferme 

iine  contradidion.  De  même  lorfque  cc^^ad  efl 
moindre  que  ^-4-4  ,  il  faut  necefTairement  fe  fervir 
an  fecoad  axe  ^  &  comme  alors  la  valeur  de  g  (i^)  efl 


moindre^  que  a^  il  peut  arriver  que— -4-4^<'  foit  plus 

grand  que  6  -l-  g*,  &  qu^àinfî  la  valeur  de/[-^=====^1 

foie  imagifiaire.  * 

Il  efl  donc  évident  qu'il  peut  arriver  une  infinité  d« 
cas  ^  oà  la  CQnftraâion  de  Tégalité  propofée  dans  le  Pro; 
blême  djBvinc  impoffible  $  &  cela  lorfque  le  premier  axe 
de  rHypàrbob:  donnée  eil  moindre  que  fon  pacametre, 
car  autrement  elle  reuffira  toujours. 
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cokollaihe    i. 

19^*  s  I  l'on  prenoit  dans  le  Problême  précèdent 
la  quatrième  équation  au  lieu  de  la  cinquième^  &  qu'on 
fie  la  conftruâion  de  même  en  fe  (êrvant  de  rËllipfe  qui 
eft  le  lieu  de  cette  équation^  au  lieu  de  THyperbole qui. 
e(l  le  lieu  de  la  cinquième  :  il  eft  vifible  que  Ton  conf* 
cruiroit  Tcgalité  propofée  sf^  &c.  par  le  moyen  d'an  cer- 
cle donné  6c  d'une  Ellipfe  femblable  i  une  donnée  }  om 
avec  une  Ellipfe  donnée  &  un  cercle. 

Cou  ai.  I.  A  »  A K    M; 

399 •  Il  efl:  évident  qu^on  peui>  rendre  la  coodrue- 
tion  précédente  générale  pour  toutes  fortes  d^égalités  du. 
troifiéme  &  du  quatrième  degré*',  en-  obfervanc  i^.  De 
faire  évanouir  le  fécond  terme.de  l'égalité  donnée,  lorf- 
qu'elle  en  a^un  >  de  la  multiplier  enfuite  par  fâ  racine  s^ 
lorfqu'elle  n'eft  que  du  troifiéme  degré  i  &  de  prendre  un 
plan^:^^  égal  à  tous  les  plans  qui  multiplient  iCK.>^D  ^^^"^ 
d^  aac  égal  à  tous  les  iQtides  qui. multiplient  ^,  ic  enfin 
un  furfolide  ^^i^  égal  â  tous  les  furfolides  donnés,  r^.  D'ef- 
facer dans  les  valeurs  de  ^D^DCy  CJF^  ^H^IHy 
X  x  ,  les  termes  où  fe  trouve  h.  loyfque  xj:^  ne  fc  rencon- 
tre point  dans  l'égalité  donnée,  ceux  dans  lefqueh  fe  ren- 
contrent c  wxi  lorfque  le  quatrième  ou  le  dnquiéme  ter* 
me  manqjaent  :  (Se  de  changer  de  fignes  tous  les  termes  oà 
b  fè  rencontre  avec,  une  dimenfion  impair ,  fi  le  troifiéme 
terme  de  l'équation  donnée  a  un  fi^e  difièrenc  du  troi- 
fiéme de  la  précédente  J  comme  au£  ceux  dans  iefouels 
r  ou  ^  fe  rencontrent  avec  une  dimenfion  inapaire  lorA 
que  te  quatrième  ou  le  cinquième  terme  oac  des  fignes 
difi^rens  des  quatrième  &  cinquième  de  Kégaiité  prece^ 
dente.    3?.  De  prendre  du  côté  de  PMcts  lignes  lor£ 
que  leurs  valeurs  font  pofitivei ,  &  du  côté  oppofd  lori^ 
quelles  font  négatives. 
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400.  O  N  pcut;toûjoors  rendre  là  conftrudion  pre;- 
cedente  plus  firaple  dans  les  égalités  particulières  qu'on 
fe  propole  de.  conftruirc ,  en  faifanc  en  force  que  a  foir 
cgaU.^  i  car  iljD'y  a  qu'à  réduire  l'égalité  donnée  fous 
cette  forme  jÇ^  a  «  xj^^aa  czÇZ^  ^di^to ,  au  lieu  de      . 
t.txx.tvaxxt  ^^abijt^jiacz^a^ d=i».  Ceqniaemi' 
péché  de  le  faire  d'abord ,  c'eft  qu'on  avoit  en  vûjî  de 
rendre.  )a  conftruâion  du  Problême  générale  pour  .ious> 
les  cas  ',  comme  l'on  vient  de  faire  dans  le  Çorolljiirc. 
précèdent ,  &  que  pour  cet  eflfcc  il  falloit  que  chaque 
terme  de  l'égalité  rçafermâc  des. lettres  diflferentes  b^Cy, 
<i.4  au  premier  degcé,  *  '^ 

PROPa^lTlON;  VL 
Problème. 

40i.Xj1.OUTE».  Us  racines  de  l^éytlttè  z** bz'  T  i  «.  xix, 

-^acz2-+aad2-faahh=ro,^rfr  le  moyen  £uîu  Jfv- 
ferbole  donnée  entre  les  AJymptotef  ^^  d!un  cercle^ 

Ayant  fait  2:—^,  on.  transformera,  rëgalicé  donnée 


en'  cette-  autre  x 


t£ 


'Âxx 


*r 


hhf 


»m 


0. 


Ayant  mené  d'un  point  quelconque  M  de  l'ffyperbole 
donnée  oui  a  pour  centre  le  point.^,  une  parallèle- Ai  P 
à  l'une  des  Afymptotes  ^^6c.c^i  rencontre  l'autre; 
aa  pome  p, on  nommera  les  inconnues  &  indéterminées 
^P ,  jf  j  PfX£,y  i  lefquelles  font entr'eires  un  angle  don- 
né ^PAf,  &  on  aura,  par- la  propriété  de  l'Hyperbole 
xfmmtnm  ,  «n  fuppofant  que  mm  en  ibit  la  puiflance. 
Maintenant  fi  l'on  prend /«« /^*  ,  on  aura  hg^amni], 

*t  ^^ — »*— X  xyy  i  &  mettant  à  là  place  de  ^^  qui-) 

terme  de  l'égalité  précédente  fa'valéu». 

Ss 


%    • 


mm 

«ft  le 
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X xyy ,  & divifanc enfuice par xx^oa trouvera  xx •—  Ix 
— Œ.J^  iù  -^-yy  ;=:<»,  qui  fe  change  (  en  metcanc  dans 
le  terme -^i  la  place  de  x  fa  valeur  flf^  trouvée  par  le 
moyen  de  Tcquation  x/=3  m;»  sff  ^  en  cette  autre  xx 

^Art.ixt.  — ^^— ^-4-xi'-+-/>  ï=^»  dont  le  lica  eft  *  on  cer. 

&  5*>'      cle  lorftjue  Tangle  APM  cft  droit 

Mais  loffque  Tangle  ^FM  n*efl:  pas  droit,  ou  fce 
qui  revient  au  même  )  lorfque  l'Hvperbole  donnée  n'eft 
pas  éqailatere ,  il  eft  évident  que  le  lieu  de  la  dernière 
équation  n'eft  plus  un  cercle  >  mais  une  Ellipre.  Ceft 
pourquoi  a6n  de  trouver  une  équation  dont  le  lieu  foit 
un  cercle  ,  je  prens  fur  rÂfymptore  ^P  h  partie  ^ B 
s  1^  :  &  ayant  mené  J3E  parallèle  i  Tautre  Arympto. 
te  ^  j^  je  tire  du  centre  A  la  perpendiculaire  AE  fox 
£E:ic  nommant  les  données  JSRyg  i  AB^e^yje  muL 
tiplie  réquation  xy^ — mmtsio^  dont  l'Hyperbole  don* 

fiée  eft  lé  lieu,  par *:î& j'aiii^-^CLirs  1^.  Jajoûteen. 

fuite  cette  équation  i  la  précédente  lorfque  l'angle  fait 
par  les  Âfymptotes  eft  aigu ,  &  je  Ten  retranche  lorfqu'il 
eft  obtus  comme  je  le  fuppofe  dans  cette  figure: cela  me 

donné  yy^l:xJf^-^•^-xx  —  iCx--î£2^ia 

*j4rt.  3«7.  4onc  le  lieu  eft  un  cercle  *  qui  Ce,  cooftrnic  ainC. 

^'*'  Soit  prife.  fur  rAfympcotp  ^  O  la  partie^  ^J>  &rf£ 

du  c6té  oppofë  à  PM:  foie  cirée  parairelemenc  à  ^£ , 
la  ligne  D  C  s:*^ — ^-^du,  côt^  de  /» -^- Iprfqjift  cet* 

te  v;^leur  ^  pofititne  ,  &  du  côté.oppofé  lorfqa'eUe 
eft  negari.ve  ;  Enfin  du  centre  C  &  du  riàyon  C:3ir^ 

mm  ^TTc*  -4-  ffr*****  fojt  décrit  un  cercle.  Je  dis  qu'il  cou- 
pera ^Hyperbole  donnée-  &  Ton  opppfée  e»  derpoiott 
Mt  d'où  ayant  -mené  dss  pai'aileles  MP  i.  l'Afyinpjcpce 
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^Sb  les  parties  ^P  de  l'autre  Âfympcoce  exprimeront  les 

racines  derégalitéx*--t£xU'-£*x-t.£C^-l-**C«,; 

»         »  »  »0 

f^kvoir  celles  <Joi  font  du  côté  de  PM\hs  vraies  j  & 
celles  qui  font  du  ç&té  oppofé ,  les  famUÉss, 
Car  par  la^  propriété  dti xerdeitra  trôutë  cette  équa^ 

lednit  ^en  mettant  po«r  xy  ik  valeur  min)<â«ette  aàti^~ 
»x— l£*«--î?-4-l(;«+'J7  ts»,  dans  laquelte^metufat; 

enfin  pour  y  ùl  valeur  Ï2!!ooi^,  &  foat  y]f  le  quarré- 
de  cette  valeur ,  ofi  troave  VégsMxé  même  prôpofêe-: 

Si  Fanglê  âk  par  les  Afymptotes  étoîc  aigs  ^il  âittdroie 
«haager  dans  les  valeufs  de  i^ 2)  &  de  Cilf  ,.les  (îgti^ 
4fes  termes  oàg  iè  rencontre  ^  dont  la  raiibn  eft  que  JBE 
(2  )  devient  négative  de  poficire  ûn'elle  ctok.  Mais  lor£^ 
^e  l'Hyperbole  eft  éqailatere^  il  fane  e&cer  les  Cflrmek^ 
où  g  fe  rencontre  &  mettre  pour  /  fa  valeur  i  a  parce 
que  AE  tombe  alors  ùir  ^B  ;  ce  qui  rend  laconftruâion 
beaucoup  plus  fimple. 

Lorfqu'on  a  les  dififerentes  valeurs  de  x^  il  eft  évident 

qu'on  a  auffi  celles  de  ^^  en  faifant  ^  s  ^..  Et  c'eft  ce 
^ui  ecoic  pfopofê. 

Co&OBLAIItB     I^ 

4ox«  ^i  le  dernier  terme  de  régaliié  proposée  du 
^atriéme  degré  »  avoit  le  figne  • —  ,  il  e(i  clair  qu'en  ope^ 
nuM  comûM  ci*deflus  ,  on  trouveroit  une  équation  dana^ 
laquelle  le  terme//  aoroic  le  figoe  — * ,  le  dont  le  lieu  par 
eonfequent  ne  feroit  pa»  un  cercle ,  mais  *  une  Hyper  bo-  « 
bde.  D'ôè  Ton  vote  que  cette  méthode  ne  peut  fervir 
que  pour  les  égalités  du  quatrième  degré  qui  ont  leur- 
ici  nier  terme  avec  le  Hgfie  «H 

Ss  i[ 
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Cor  OLLAinE.   1 1. 

403.  On  pourra  toujours  en  fç  rervanc  de  la  me- 
tlibdie  précédente  \  refoudre  copte  cgalité  idonnée  du 
croifiéme  degré ^Jic\Z+nxxZ+  afx Z^aaéji  ss ^  5  par  le 
'moyen  d^une  hyperbole  donnée  entre  fcs  Àfymptotes^ 
&  d'uQ  cercle. .  Car  la  multipliant  par  x -4-*  r  ^lorfqu'il  y 
a :-fr ét^gyU  par x — r ior/que c'eft -^^aa^^oa  la'chan- 
géra  toujours  eii  cette  auçre  du  quatrième  .degré.. 
x^^nx^'Z:fapxx'Z+aaqjt^aa^r:;^û» 

donc  le  dernier, terme  aaqr  aura  toujours  le  figne  +, 
&:  qui  fera  par  confequent  da  nombre  de  celles  qu'on 
peuc  conftruire  d&  la  manière  précédente. 

Mais  on  abrégera  beaucoup  la  conftroâion  en  obfer- 
Jifanc  1^  De  prendre  pour  l'unicé  arbitraire  a  ta  ligne  1» 
racine  de  la  puiflance  de  l'Hyperbole  donnée  ,qui  eft  le 
lieu;  de  Téquation  xy::Si  mmssaa^  puifque  m  zzét.  i^ 
De  profiter  de  Tindéterminee  r  pour  égaler  le  dernier 

terme  ^^f  ravec^^s  xjk^jt.*  ce  qui  donne  rts— .   3^ 

■  *  f 

Que  le  cercle  qui  doit  déterminer  par  iês  interfeâions 

.les  racines  de  l'égalité  <:oupera  neceflairemcnt  l'Hyper* 

bole  lorfqu'ilya  —  aaq,  &  fbn  oppofée  lorfque  c'eft 

f  €0.  u}«  Hh^'^f  >  en  qn^point  iC,  d'où  ayant  mené  une  parallèle 

KH a  rÀfymptote  AQ^h  partie  ^Hdc l'aucre  Afymp- 
tote  doit  être  égalp  i  r, j>uirque  Tégalité  du  quatrième  de« 
gré  a  pour  une  de  fes  racmës  'x  m  HJl  V.  De;  la  on  tire 
.  cette  conftruâion  qu^ileft  facile  de  rendre Igecieralc pour 
toutes  les  égalités  du  troifîéme  degré. 

je  fuppo^  que  Tangle  fait  par  les  Afympcotes  de  i'Hf-^ 
perbole  donnée  ^t  aigu  ^  &  qu'ayant  pris  pour^rQûltié 
arbitraiiie;  a  \z  racine  ule  la  puiilance  de  i'HypesiM4e 
donnée,  DB  ait  rédoit  i'égdicé  donnée  du  crdîfîéme'-^ 
gté  fous xctte  expjeffion  i^^-^^nxx — ^px  —  aaq\^sio. 
Ayant  pris  fur  TAfymptote ^ i^  la  partie  ^JSS  x^^tc 
mené  SE  parallèle  à  l'autre  Afymptote  A^^  on  cire 


,t 


.\ 
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du  ccQCre  ^  la  perpendiculaire  ./^  £  fur  ^£  ^  &  ayanc 
pris  fur  ^dXdi  partie  •/^Z  s  f  du  côte  de  PM  ,  parce 
qu'il  y  a — a  a  q  dans  régalicé  donnée  j  on.cire/a  ZK  pa- 
rallèle â  AP  ^Sl  qiii  rencontre  l'Hyperbole  au  point  K. 
Cela  fait ,  on  nommera  \e%  données  BE^  g\  AE^e  ^ 
L  K^r  \tc  on  prendra  fut  rAfyrapcote  •^^la  partie 

\Érf2)==^--jfs==tIfi/ pour  abréger  ,&  on  tirera  BC 

.„l!L±!l:îil parallèle  i  AE  ^  en  obfervant  de  pren- 
dre ou  mener  ces  lignes  du  coté  àt  P  H  iorfque  leurs 
valeurs  font  pofîrives  &  du  côté  oppofé  lorfqu*elIes  font 
négatives.  On  décrira  enfin  du  centre  Cy  hc  du  rayon 
C  a:  ,  un  cercle  qui  coupera  \ts  Hyperboles  pppofées  en 
«des  points  M^  d'où  ayant  mené  des  droites  MP  parallè- 
les i  rAfymptote  ./^^les  parties  AP,  deJ'autre  Afymp. 
cote  feront  les  racines  de  l'égalité  propofée  y*-!-ifxx 

Car  prolongeant  les  droites  MPy  K ii  ^  jufqu'â  ce 
<]u'elles  rencontrent  la  ligne  2)  C  aufli  prolongée ,  s'il 
vft  neceflaire  aux  points  G  y  F  -^  on  4iura  *(  à  caufe  des 
triangles  redangles    C  F  K  ^  CG  M)  ces  deux  égalités 

G-M*  +  C^*— CAi\&i7/C^^-CF*cs-CX*.&parcon* 

CF  ,  puifque  les  lignes 


^equent  G  m  -^CG  tmFK 

CMy  CiC,  font  rayons  d'un  même  cercle."  Or  par  la 

conftruâion  (je  £ippofe-ici  pour  éviter  Tembarras  des 

^nes  H-»  &  i — •  q^e^— T  f  —  -+-  ^>  c'eft  .4»  ^i»'Ç  i^"^ 
cette  valeur  eft  pofitive)   G  M  o^PM^PG:^f 


«f.l.x-4-'d[,  C6  ou  DG 
FK  ou   KH^HF 


f  «• 


sn-^dr^^dg 


dy  CF  ou   CD 


r> 


».  Cefl:  pourquoi  '  mettant  i 
la  place  de  'ces  lignes  jcurs  valeurs  analytiques  dans  Té* 
galitc^  prftcçdgnte . GJ\d  ^  CG* ^ Fk  4- ^* <^^  ^^ 
formera  d'abard -celle. ci yy^^^xy  ^^idj -4-.££:il2x x 

Ss  uj 


I 

en  ^'épargoanc  la  peine  d'écrire  de  part  1k  d'autre  Jes 
.tjuwrc*  de  ^  &  de  îlilllil  qui  &  détcui/ènt  aiatucl- 

lemettt.  Si  J'en  confidere  â  prefent  qo'i  caulc  de  l'Hy- 
perbole^ Je  redahgle  x^^^^  ,  &  qu'à  caufe  du  tciani 
glc  rcdangle  AE£  £e  qnarrë  4i«<(rr2gHh^' ,  on 
clïangera  l'équation  précédente  en  celle-ci  yy^xâf 
-l-jtx  — »x — rx  Ktf f-4-»</f — «r  ,  dans  laquelle 
mettant  d^abord  d  la  plact  de  i  </  fa  valeur  2^ —  f ,  &  cn- 

fiute  à  1b  place  de/  &  y  y  leniss  valeurs  if  &  il .  ^  ordon- 
gant  l'égalité  il  vient 

** — «**  —  Afxx — aaqxJ^A^z^  », 

qtri  étant dtvifé  pan X — r,  donne  enfin  x*^ — nxx éitx. 

-aaq 'Mr.ii-         «     .  /- 

I 

«ppofé  .       ^ .     .  _  „  ^ ^. ««„„v«  5. 

le  de  changer  de  ^nes.  les  termes  oàf  &  r  iê  reacont«eac 
dans  les  valeurs  de  JrfZ>,  D  C,  i».  De  changer  de  fignes 
le  terme  oà/  fc  rencontre  dans  la  valeur  de  ^  î)  tertouM 
y  a  -H^^«  dans  l'égalité  donnée,  &  de  l'efiacer  lo^ue 
ce  terme  y  manque  :  il  £iut  aine  la  même  cfaofe  d  l'é^rd 
du  terme  où  » /e  rencontre  dans  la  valeur  de  Zrc«  k>r£. 

2u'il  y  a  -I-  »  X  X.  3«  De  changer  de  figne  le  terme  où  r 
t  i?encon«re  dans  la  valeur  de  D  C  ^  lorfque  l'angle  fait 
par  les  Afyroptotcs  eft  obtus  ^  &  de  l'effiuer  lorfqu'a  eft 
droit ,  en  oblecvant  alor»  que  e  szid. 

R.  £  M  A  A,  Q^U  1. 

4**4»  L  *A  L  e  B  B  K  B  nous  Garnit  des  moyens  fâciiès- 
pour  transformer  tonte  égalité  du  quatrième  d^ré  en- 
une  autre  du  m£me  degré  donc  W  figaes  desTer^ 
ioient  alternatifs..  Or  comme  aiois-  bû.  decoiec  cena» 
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aura  toujours  le  figne  H*  >  il  eft  vifible  qu'en  fe  (èrvaoc 
de  cette  préparation  lorfque  le  dernier  terme  de  l'égalité 
la^on  veut  conftruire  a  le  (igné  — ,  on  rend  la  méthode 
u  Problême  générale  pour  toutes  fortes  d'égalités  du 
quatrième  degré.  Mais  parce  que  toutes  les  racines  réel- 
les d'une  éealité ,  font  vraies ,  lorfque  las  fignes  de  Tes  ter. 
mes  font  alternatifs  ;  il  s'enfuit  qu'on  n'a  befbin  alors  que 
de  l'Hyperbole  donnée ,  puifque  foo  oppofée  qui  oe  ierc 
que  pour  les  racines  faufles  devient  inutile. 


3 


PROPOSITION    VIL 

Problème. 

4^5*  Soit  fr^^fh  à  C99iftmire  ^égahti  dm  fixiéme  ie^ 
gr^x* — bx'  -f  a^x^^aadx'  H-a'cxx — a*fxH-a'g 
eso^M  X* — bx'  -+cx*  -+dx'  «--f-exx  —  fx-+g«-iO 
{ en  fnuememlani  la  ligne  a  qui  rend  If  nombre  des  dtmcnjums 
égal  dans  chaque  terme ,  f^  que  ton  regarde  comme  tunitè)  } 
far  U  moyen  dun  cercle  ^  ^  ttun  lieu  Jm  troifième  degré. 

Je  prends  pour  le  lieu  du  troifîéme  degré  x' — mxx 
•_aix-4  =».f — pxy^  dans  lequel  les  quantités  m^n^f^q, 
que  l'on  regarde  comme  données ,  fe  doivent  détermi* 
lier  d'une  manière  convenable  pour  fatisfàire  au  Ptoblê* 
me }  ce  que  je  fais  en  cette  force  : 
en  quarrant  chaque  membre ,  j'ai 

Sccompasant  les  termes — xnrx^ ,  —  *  »  ^^^  -+  4^  f  avec 
leu»s  carrefpondans  dans  lapropofëe — b  x\  — fx ,  H-  g, 

je  KouvemcMiT^^f  cMfTg,  0esa-^>&  par  confequent 

x^-^tmxf^^xnqx^qqmmx* — bx^ — fx^g.  Si  Ton 
mec  à  prcfen»  âJaiplace  de x* —  iwx* — inqx^  qq  (a 
valeur  pfxxyy^'-^mmx^tiLc.  trouvée  par  le  moyen,  de 
l'équati&n  précédente ,  &;i  la  place  de  x^ —  b^^ — /x 
g  £i.  valeur  ^~-rjift^ — dx^  &c.  trouvée  par  le  moyen 
l!égaU(ié  dpnnée^  &.  qu'ajrant  jdiviie  par  xx^  on  traaC 
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pofe  toutes  les  quantités  du  même  côté ,  on  formera: 
cette  équation 

tfyy — mmxx — xmnx — nn'sio^ 
tn       — ly       — t-im^ 

Art,ix^»  dont  le  lieu  (èra  *  yn  cercle  fi  k  quantité  C'^xn—mi». 
&  }ti'       (  qui  multiplie  le  quatre  xx)  eft  poutive,  &  qu'on  prenne/»/- 

5  f  -f- -i.  —  \èé  'yCat  divifant  par  pp ,  &  faifant  pour< 

•  ''^  —  ff-;  ft  .     * 

on  aura  jy  — f  *  jf  —  i  r  x  — h  j  /,  es  » .-  içavoir  «-+'  x  j  lorl« 

que  t  mq-^e  furpaiTe  nn  -y  hi—*-sSy  lorfqu'il  eft  moindre. 

*    *      Pour  conftruire  la  ligne  courbe  qui  eft  le  lieu  de  la  pre- 
mière équation  * ' —  *  x' — »  *-f-  q  ts  — p  xy ,  je  fuppo(ê. 
d  l'brdinaire  deux  lignes  droites  inconnues  &  indétermi>. 
Fie.  114,  nce.s  ^P  {x)^  FM  (y  }  qui  faflèntentr'éllfes  un^ngledroit^ 

AP  M  -y  &  je  tire  par  l'origine  ^  des  x ,  une  ligne  droite 
indéfinie  ./^ .parallèle  â  PMy  fur  laquelle  ayant  pris  du. 

côté  de  PM\^  partie  AQty  &  du  côté  oppofé  la  partie 
G.B_  crX,  je  mené  du  côté  de  PiV/  la  droite  B^  :=:m  ■ 

perpendiculâire^v^i^  Gela  fait ,  je  décris  fur  un  plan  fes. 
paré  une  Parabole  M  e  ^t^r  qui  ait  pour  paramètre  de  fon 

axe  la  ligne  f  =5  ycHrxn — mm^k  ayant  placé  ce  plaa.. 
fur  celui-ci  en  forte  que  l'axe  de  la  Parabole  fe  confonde 
avec  U  ligne  AQ^Uc^mc  la  Parabole  s'étende  vêts  le  côté 
oppofé  à  /?:M,  je  prends  fur  cet  axe  depuis  fon  origio©  E,- 

vers  le  dedans  ^e  la  Parabole  la  partie  EF^B  G  £=  °y,. 

Je  me  fers  enfin  d'une  longue  règle  indéfinie  CF  mobiîc 
autour  du  ppint  fixe  c ,  &  qui  pafle  toujours  par  le  point  F 

6  la  faiiâatjtoumer  autour  du  point  c ,  en  forte  qu'elle  fat 
fe  gliflèr  la  partie  £i?  de  l'axe  de  la  Parabole  Je  long  de 
la  ligne  AQ^  Je  disque  les  deux  interfedioascontinuelles 
M,  M",  de  cette  règle  avec  la  Parabole  ME  m  tlécriroiir 
dans  ce  mouvement  deux  lignes  courbes  qui  feroac  le  lies 
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qu*oa  demande.  Car  par  la  conflruâîon  ^  i?  ou  j4G 
—  G B  S-  —  -1-,  &  par  la;  propriccc  de  la  Parabole 

JSi^c:  — puifque  j4  P  o\x  M^jux.    Or  les  triangles 
fcmblables  F Q^M,  MDC^  donnent  jF^ou  e^^^-^^F 


CD  (m  —  x).  Donc  en  multipliant  les  extrêmes  &  les 
moyens ,  on  aura  x' — m  x  x — n  x-4-f  S  — f  xj.  Et  fi  Ton 
prend  fucceffivement  les  points  M  dans  les  trois  angles  qui. 
luivent  celui-ci ,  on  trouvera  toujours  la  même  équaHon^ 
en  obfervant  de  faire  ^Pz3  — xSl  PM  — — y  lorfqae 
Its  points  P  6c  Ai  tombent  du  côté  oppofé  à  celui  ci  :  de 
forte  que  ces  deux  lignes  courbes ,  qu'on  peut  appeller  r^;?^ 
cholUUy* parabofiques  y  feront  le  lieu  complet  de  toutes  les 
valeurs  tant  vraies  que  iaufles^  de  Tinconouëy  »  qui  répon«^ 
dent  â  toutes  les  valeurs  tant  vraies  que  fauoes  de  l'autre 
inconnue i( , dans Tégalité x^^>^mxx*^nx^q  xzz^^fxy. 

Pour  conflruire  le  cercle  qui  eft  le  lieu  de  la  féconde 
équation  jf/'-f-xjir- — vrx'^ ss  ES^,il  n*y  a  qu'à  pren* 
dre  fur  la  droite  indéfinie  A  P\2l  partie  -^  if  srr  du  cô- 
té de  P  M  lorfque  la  valeur  der  eft  pofitive ,  &  du  côté 
oppofë  lorfqu'elle  eft  négative  7  enfuite  du  centre  JFf8i 

du  rayon  H  M  ^f^  rr::^ss  ^Îc^zvoït — ►j/^.lôrfqu'il  y 
z^ss  dans  Téquation ^ & -+- j  j  lorfque  c'eft  —  j/, dé- 
crire un  cercle  j  car  à  caufe  du  triangle  redangle  HPM^ 

oD.aura  toujours  H  M  a^H  P  -f-  P  m\  c'eft  â  dire  en 
mettant  les  valeurs  analytiques ,  &  tranfpofant  tous  les 
termes d*un côté j^j'-fr-^^^ — xrx^Z^ss  sr^. 

Je  dis  maintenant  que  fi  des  points  M  où  ce  cercle 
rencontre  les  conchoïdes  paraboliques  on  mené  des  per^* 
pendiculaires  iif  j^^furla  droite  indéfinie  ^J^  ces  lignes 
ieront  les  racines  de  l'égalité  propofée  :  fçavoir  celles  qui 
tombent  à  droit ,  les  vraies  3  &  celles  qui  tombent  d  gau- 
che ,  les  faufles.  Car  menant  des  parallèles  MP  ^  yi  Q^ 
•n  trouve  par  la^proprieté  des  conchoïdes  cette  équation^ 

Xt 


f 

f 
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X* — mxxmmnx^^  s:— /x^^c'cftà  dire ,  en quarrant 
chaque  membre ,^^  x xyy  tr  —  x^  —  im  x'  &c  |  &  par  la 
propriété  du  cercle  ,  cette  autrej'^-f-xjif — xrx'HÇss 
■pa  a ,  laquelle  étant  multipliée  par/>/>  x  x  donne  pf  x  xyy  mm 
^^^fpx^  ^J^  ipprx\^  fps  $xx.  Et  comparant  en- 
iêmble  ces  deux  valeurs  à^ppxxyy^  on  formera^une  éga» 
lité  dans  laquelle  fi  Ton  met  à  la  place* de  ^^^ss^pp^ 
myUyéfy  IcuTs  vdleurs  ^  on  retrouvera  Tégalité  propofée  * 
x'— ^x'&c. 

S'il  y  avoit  dans  l'égalité  propofée  *~^x^  au  lieu  de 
-f-^xS  il  eft  vifiblé  qu^en  prenant  alors  ir«i2L!:±lî±f, 

le  refte  de  la  conftruâion  ne  changeroic  point ,  puifque  d 
ne  fè  rencontre  que  dans  la  valeur  4e  r.  £c  comme  alors 
tous  les  (ignés  des  termes  de  Tégalijté  propofée  fontalter. 
natifs  )  c*eft  une  maxime  r^çûë  en  Algèbre  que  toutes  fçs 
racines  réelles  feront  vraies  ^  c'eft  i  dire  y  que  fi  cette  éga* 
lité  a  deux  racines  réelles  &  quatre  imaginaires  y  les  deux 
réelles  feront  vraies  ^  fi  elle  en  a  quatre  réelles  U  deux  ima- 
jinaires,  les  quatre  feront  vraies  3  &  enfin  fi  toutes  les  fix 
[ont  réelles ,  elles  feront  toutes  vraies.  D'où  Ton  voit  qu'on 
n'a  befoin  alors  que  de  laconchoïde  qui  eft  décrite  par  la 
moitié  de  la  Parabole  qui  tombe  du  côté  du  point  nxe  C, 
puifque  l'autre  ne  fert  que  pour  les  racines  faufTes. 

S'il  arrivoit  que  la  valeur  du  rayon  du  cercle  fût  nulle 
ou  imaginaire ,  ou  enfin  fi  petite  qu'il  ne  touchât ,  ni  ne 
roupât  les  deux  conchoïdes  en  aucun  point }  ce  fèroit 
une  marque  infaillible  que  toutes  les  racines  de  l'égalité 
feroient  imaginaires.  S'il  les  coupoit  en  fix  points^  toates 
les  racines  feroient  réelles.  Et  enfin  s'il  ne  les  coupoit 
qu'en  quatre  ou  en  deux ,  il  n'y  auroit  que  quatre  ou  deux 
racines  réelles  ,&  les  autres  feroient  imaginaires.  Il  ^ut 
toujours  prendre  garde  que  fi  le  cercle  touchoit  l'une  des 
conchoïdes  en  quelque  point ,  on  doit  regarder  ce  point 
comme  s'il  réûnifibit  deux  points  infiniment  proches ,  en 
forte  que  l'égalité  propofée  auroit  deux  racines-égales  i  la 
perpendiculaire  menée  de  ce  point  fur  £  E. 


De  la  construction  dis  Egalite's.    j^t 

r  e  m  a  r  qu  e    i. 

^06.  J[l  fuit  de  la  defcription  des  deux  conchoïdes 
paraboliques  9 1^.  Qu'elles  ont  pour  Arymptote  commu- 
ne la  droite  JB  E  infinimenr  prolongée  de  parr  &  d'autre, 
1^  Qu'une  des  conchoïdes  pafTe  par  le  point  fixe  Q  ^  6c 
qu'alors  la  règle  c  ^  la  couchera  en  ce  point  ^  puifque  le 
point  M  fe  reuniiïant  au  point  C^  la  règle  paÔe  par  deux 

fioints  infiniment  proches  de  cette  ligne  courbe.  3^.  Que 
orfque  le  point  F  tombe  fur  JB  ^  la  règle  CF  qui  décric 
par  les  jnterfeâions  M  y  M^  avec  la  Parabole  les  con« 
choïdes  y  tombe  fur  C  B  ,&  qu!ainfi  la  ligne  MF  M  de- 
Yiént  la  double  ordonnée  qui  part  du  point  F  :  c'eft  à 
dire  que  la  ligne  C  B  rencontre  les  conchoïdes  en  deux 
points  Kyl^y  tels  que  B  Ktc  B  L  font  égales  chacunes 
\  l'ordonnée  â  Taxe  de  la  Parabole  qui  parc  du  point  F. 
D'où  il  eft  clair  que^  ^BC  étoit  égale  à  cette  ordonnée  » 
le  point  K  tomberoit  alors  fur  le  point  C  s  &  qu'ainfi  la 
ligne  B  C  qui  paûeroit  par  deux  points  infiniment  pro^ 
cnes  K^  c  delà  conchoïde  la  toucberoit  en  iè  réuniffanc 
toute  entière  dans  le  feul  point  c. 

Il  n'eft  pas  necefiaire  de  fe  fervir  de  la  Parabole  MEM  F  i  ^  2.^^ 
pour  trouver  les  points  des  conchoïdes  3  car  ayant  pris 
fur  B  E  la  partie  BO  égale  au  paramètre  de  la  Parabo^ 
ie,&  décrit  d'un  diamètre  quelconque  OR  plus  grand 
qàe  Oi?  un  cercle  qui.  coupe  BC  aux  points  Z) ,  D  ^  on 
prendra  fur  ce  diamètre  la  partie  R  S  égale  à  £  JF,  &  on 
tirera  par  le  point  fixe  c  les  deux  droites  CM  ^  CM ^ 
parallèles  i  DS  ^  DiS  »  qui  rencontreront  les  parallèles 
DM  y  BM^i  EB  en  des  points  iVf ,  Af ,  qui  feront  aux 
deux  conchoïdes.  Car  ayant  prolongé  Cil^  jufqu'â  ce 
qu'elle  rencontre  TAfymptote  ^£  au  point  F  i  &  men^ 
ili'j^^  parallèle  â  i?  c  3  il  eft  clair  que  les  triangles  rec. 
cangles  M CLF ^  DBS  ^  feront  égaux  ,  &  qu'ainfi  F Q^ 
cft  égale  i  BS.  Or  ayant  pris  RS  égale  à  E  F  i  on 
aura  £  f-fiiï^^,  ou  £4jrit5H-5-S  ou  *5  i  &  la 
Parabole  EM  q^ui  a  pour  fommet  le  point  £  ,  &  pour 
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paramètre  une  ligne  égale  i  £0 ^  paflera  par  le  point 
M  }  puisque  par  la  propriété  du  cercle  le  quarrc  àt  BD 
ou  M  j^  eft  égal  au  reâangle  de  ^  iC  ou  EQ^  par  le  pa« 
rametre  de  j?  O  ^  ce  que  donne  auiH  la  propriccé  de  la  Pa- 
rabole. D*où  il  fuît  que  le  point  M  trouve  par  cette 
jconftruâion  »  n'efl;  pas  différent  de  celui  que  donneroic 
l'interfeâion  de  la  règle  CF  avec  la  demie  Parabole  EM. 
Et  c^efi  ce  quUl  faU^it  démontrer. 

Si  le  pomt  D  était  donné ,  il  ne  faudroit  pour  avoir 
le  point  i^ ,  que  mener  D  it  perpendiculaire  â  O  JD  }  &  le 
reue  de  la  conftruâion  ne  changeroit  point. 

J'avertirai  ici  en  paflant ,  i^  Que  fi  l*on  prend  fur  B  C 
du  côté  du  point  C,  une  partie  B  D  égale  â  la  vraie  ra* 
one  de  l'égalité  du  Jtroifiéme  degré  x* m^^mx x ^^^m  np 
«B^<les  données  J?  Caesm,  JSicaBii^ -^ Oc»/)  ^Sc  qu'on 
trouve  enfuite  le  point  M  comme  Ton  vient  d'enfeigner  : 
xe  point  fera  pltis  éloigné  de  la  droite  B  C  que  tous  les 
autres  points  <ie  la  portion  KMC  ^de  forte  que  la  tan- 
gente qui  pafle  par  ce  point  fera  parallèle  à  SC.  i^.  Que 
fi  Ton  prend  fur  B  c  prolongée  de  l'autre  côté  du  point 
B  y  une  partie  B  D  égale  à  l'a  vraie  racine  de  Tegalité 
x*mmmmnjps»0'yle  point  Jlfde  la  conchoïde^  ^ui  xcpond 
au  point  D ,  en  fera  le  point  d'inflexion  t  c'eft  i  dire  le 
point  où  de  concave  elle  devient  convexe.  Comme  ceci 
dépend  des  principes  que  f  ai  établis  d^ps  mon  Livre  des 
Infiniment  petits ,  on  doit  le  fuppofèr  cbmme  vraie ,  & 
remetre  à  en  chercher  la  raifbn  après  avoir  lu  ce  Livre 
ou  quelque  chofe  d'équivalent  ,  d'autant  plus  que  cela 
eft  inutile  pour  la  refolution  des  égalités  du  fixiéme  de* 
gré  dont  il  eft  ici  queftion. 


H  £  M  A  R  Q^U  E     I  L 


407  •  1 L  eft  vifible  que  pour  décrire  les  deux  con- 
choïdes  paraboliques  ^  il  faut  1^.  Que  la  ligne  BC  (^S) 
ait  quelque  grandeur,  &  qu'ainfi  l'égalité  propofee  doit 
avoir  un  fécond  ter4ne.    2^.  Que  le -terme  q  ne  peut  ^re 
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De  la  construction  obs  £<2 alitées*  3^5 
Bul  dans  TéquatioD  x^^-^mxH^^nx^q  v:ZmmBpxy  ^  puif. 
qu'en  divifânc  par  Xy  elle  deviendroiccecce  autre  x;^u.»2;c 
—  n  SS — py^  dont  le  Wcu  eft  une  Parabole  j  d'où  il  eft 
clair  que  le  dernier  terme  g  fe  doit  trouver  dans  Tégalité 
|)rop9(ée  avec  le  figne  -4- ,  puifque  f  =  ^g. 

De  plus  fi  le  ternie  fx  avoir  le  figne  -+- ,  on  lui  don- 
Tieroit  le  figne  —  en  changeant  aufli  [qs  figties  du  deuxiè- 
me de  du  quatrième  terme  j  ce  qui  ne  troubleroit  point 
Tégalité^  mais  changeroit  feulement  les  racines  fauiïes 
>en  vraies  &  les  vraies  en  faufiTes.  £t  afin  que  le  lieu  de  la 
deuxième  équation  pût  être  un  cercle  ,  il  faudroit  que 

X 1+  ^  (  fçavoir  ^c  lorfqu*il  y  a  -4-  cx^tiL  — c  lorsqu'il 

y  a — €x^)  fiirpa^fllât.^^^.  D*oà  Ton  voit  que  le  terme/x 
manquant  9  il  xaut  que  le  terme  cx^  ait  le  figne  -4->  &> 

que  c  furpafle  ^  ^^  j  &  que  fi  le  terme  cx^  manque ,  Jl 

doit  TurpaiTer  ^bb. 

Il  eft  donc  évident  que  ce  font  là  les  conditions  que 
doit  avoir  neceflairement  Tégalité  propofée  dn  fixiéme 
tlegré^  afin  qù^on  la  puifiTe  conftruire  immédiatement  par 
Iç  moyen  des  conchoïdes  paraboliques ,  &  du  cercle  ,com« 
me  Ton  vient  de  faire  la  précédente. 

K  £  M  A  R  Q^U  £      I  1 1. 

408.  Lonsc^E  l'égalité  donnée  n'efl;  que  du  cin- 
quiéme degrés  on  peut  fouvent  en  l'élevant  au  fixiéme^ 
lui  donner  en  même  temps  toutes  les  conditions  neceffai- 
xts  pour  être  conftruite  immédiatement.  £n  voici  quel- 
ques  exemples. 

Soit  i^.  x' —  a^b^o^oh  Ton  fuppofe  que  a  furpafie  i. 
Je  multiplie  cette  égalité  par  x — ^,  pour  avoir  celle  du 
fixiéme  x^ — bx^ — a^bx^a^bb  c^t  qui  a  toutes  \cs 
conditions  requiies  dans  la  remarque  précédente. 

Soit  1^ x' —  ^aa x*-+-  5 a^ x —  a^bzzo^ dans  laquelle 
a  furpafie  b.  Je  multiplie  cette  égalité  par  x  —  b^èa  j*ai 
xV— /x'*— j  a  a  x*-+-5  aab  x'-l-5  ^^xx.^6  a^  b  x^a^b  bi 

cui  a  toutes  les  conditions  neceflaires. 

Tt  ii| 
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Soit  3^.  x'—^x*#— 4^181  x^-f-3/^*xx' -4-3 **Xi-.^*B»^i 
Je  multiplie  cette  égalité  par  x — ^a  -,  ce  qui  me  donne 
x^^^^ax^'^i^a^  x^^—^aaxxm^\^a^  x-^  4^*S3  o  ^  qui 
eft  une  égalité  du  (îxiéme  degré ,  dans  laquelle  toutes  les 
conditions  neceffaires  fe  rencontrent. 

Il  eft  bon  d*avertir  que  la  première  égalité  x*— ^♦^sbs^, 
fert  à  trouver  quatre  moyennes  proportionnelles  entre 
les  deux  extrêmes  A  y  Bî  que  la  féconde  x'  — 5^^a;'&c. 
fert  à  divifer  un  angle  donné  en  cinq  parties  égales  -,  & 
enfin  que  la  troifiéme  x*  —  ax^  iic.  fert  à  infcrire  dans 
un  cercle  donné  un  Polygone  régulier  de  onze  côtés  :  & 
c*eft  ce  qu'on  verra  dans  les  articles  du  Livre  fuivant. 
Je  vais  donner  la  conftruâion  de  la  première  de  ces  éga- 
lités ,  afin  ou*on  la  puiiïe  comparer  avec  celle  qu'on 
trouve  â  la  nn  du  troifiéme  Livre  de  la  Géométrie  de  M. 
Defcartes. 
Fia,  iitf.  Ayant  décrit  une  Parabole  ME  qui  ait  pour  le  para- 
mètre de  fon  axe  une  ligne  p  =î  ra  a  —  1^  b^  Ôc  pris  du 
côté  que  l'on  voit  dans  la  figure  les  lignes  ^  G  :=:  If 

GB  ou  EF^j^AG,  J?Ck4*,  ^K  t=Ll^,  &  une 

— — — ~.«  ^^f 

ligne  s  ^^r   ^b — aa^oxx^r    aa — if.^  ^  ^  on  décria 

ra  d'abord  une  conchoïde  parabolique  COM  (comme  I^on* 
a  enfeigné  dans  l'article  404  )  à  l'aide  de  la  Parabole 
ME ,  &  d  une  longue  règle  c  F  qui  tourne  librement 
autour  du  point  fixe  C,  &  qui  paile  toujours  par  le  point 
F  y  pendant  que  la  partie  £  £  de  l'axe  de  la  Parabole  glif- 
fe  le  long  de  la  ligne  A Q^U  enfuite  un  cercle  du  cen* 

tre  Jf  &  du  rayon  HMxiz  ^AHZjliss^  fçavoir  ^J^ss 
lorfque  4  ^  ^  fiirpafTe  aa^iL  —  s  s  lorfqu'il  eft  moindre. 
Je  dis  que  fi  des  points  O  ^  M  ^oh  et  cercle  rencontre  la 
conchoïde , on  mené  àts  perpendiculaires  OR^  MP^Çmx 
^  P  î  les  parties  A  RyAP  ^  feront  les  racines  de  l*égalitc 
X —  bx^—^a^bx -4- a^bbtziû.  Cela  fe  prouve  comme 
dans  l'article  404. 
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On  peut  s'épargner  la  peine  de  trouver  une  ligne 
s  ss^^^A-ii — aa\  ou ^  f^aa — ATli  fi  Ton  fait  M- 

tention  aue  le  cercle  décric  du  centre  M,  doit  couper  la 
conchoïde  CO  M.en  un  point  O ,  tel  qu'ayant  mené  O  R 
perpendiculaire  fur  ^P,  on  a  la  partie  ^ Rz:i  i^  puif- 
<]ue  Tune  des  racines  de  cette  égalité  qAxzz  i.  Cefl:  pour- 
quoi  ayant  pris  fur  ^ P  la  partie  AR:z^b^Sc tiré  RO  per- 
pendiculaire iAP  &  qui  rencontre  en  O  la  conchoïde 
COiti  { il  n'y  a  qu*â  décrire  du  centre  //  &  du  rayon  HO 
un  cercle.  Car  il  la  coupera  en  un  autre  point  ilf  ^  tel  ^ 
qu'ayant  mené  MP  perpendiculaire  fhr  AP\  la  ligne  AP 
iera  la  plus  grande  des  quatre  moyennes  proportionnelles 
qu'on  demande.  Comme  le  cercle  décrit  du  centre  H 
ne  coupe  la  conchoïde  qui  paile  par  le  point  C  qu'en  deux 
points  OyMy  &  ne  rencontre  point  Tautre  $  il  s'enfuit 
^ue  l'égalité  propofée  x^  — bx*  &c.  n'a  que  deux  racines 
vraies  AR^AP  yU\t%  quatre  autres  imaginaires. 

R  I  M  A  K  Q^U  «.IV. 

4^9*  JL  o  K  s  Qja  E  l'égalité  donnée  du  fixiéme  degré 
n'a  point  les  conditions  neceflaires  pour  être  conftruite 
immédiatement  par  la  méthode  que  Ton  vient  d'expli. 
quer ,  ou  bien  qu'étant  du  cinquième  degré ,  la  remar- 
que précédente  fe  trouve  inutile ,  on  pourra  fe  fervir  de 
la  préparation  qu'enfeigne  M.  Defcartes  dans  le  troifié- 
me  Livre  de  fà  Géométrie.  On  y  trouve  la  manière  de 
transformer  toute  égalité  du  cinquième  ou  du  fixiéme 
degré  en  une  autre  du  fixiéme ,  dans  laquelle  tous  les 
termes  fe  rencontrent  avec  des  fignes  alternatifs  ,  &  oà 
la  Quantité  Connue  du  troifiéme  terme  furpafle  le  quar- 
ré  ae  la  moitié  de  la  quantité  connue  du  fécond  :  ce  qui 
rend  la  conftruâion  du  Problême  générale  pour  toutes 
forces  d'égalités  du  cinquième  &  du  fixiéme  degré.  Je 
ne  m'arrêterai  point  ici  i  expliquer  cette  préparation , 
parce  qu'elle  dépend  de  T  Algèbre  pure  dont  je  n'ai  point 
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entrepris  de  parler^  &  que  d'ailleurs  je  vais  donner  dans 
la  propofidon  fuivante  une  conftruâion  générale  pour 
toutes  forte!»  d'égalités  du  cinquième  &  du  fixiéme  de* 
gré,  qui  ne  fuppofe  point  d'autre  préparation  que  celle 
de  £aire  évanouir  le  lecond  terme. 

PROPOSITION    VIII. 

Problème; 

4^0.    1  ^  O  u  V  E  Jfc  /r/  rscims  del*Igalité  x'-^-bx^ 
•--f-  d  X  X — f  X  -4~  g  ass  o  ^  far  le  moj^n  £une  première  Para^ 
boU  cubique  donnée  ^  t^  d^une  SeBion  conique. 
1^1  G.  117.      Soit  aay^  x^  Téquation  dont  le  lieu  eft  la  première 

Parabole  cubique  MAM  {AP  s  x ,  VM  sj^.,  ^  B  tza). 
Je  mets  dans  Tégalité  propofée  à  la  place  de  x*  fa  valeur 
a^yy^i  la  place  de  x^  ùl  valeur  ^^x^,  &  à  la  place  de 
x^  fa  valeur  aay  -,  ce  qui  la  change  en  cette  équation  du 

fécond  degré  y^ — J^jcy Ly^^xx^ — I^x--hL- 

"^Art^  jij.  =5  <?  »  dont  le  lieu  eft  une  Ellipfe  *  lorfque  à  furpafle  ^>^, 

c*eft  à  dire,  lorfque  la  quantité  connue  qui  multiplie  xx 
furpaâe  le  quarré  de  la  moitié  de  la  quantité  connue  quL 
multiglie  x^,  comme  je  le  fûppofc  ici*  Et  fi  Ton  veut  que 
la  ligne  qui  fait  TofSce  de  l'unité  dans  Tégalité  propofee» 
&  qui  y  eft'  fousentenduë^  foit  égale  au  paramètre  a  de  la. 
Parabole  cubique  donnée  ^  cette  équation  (e  changera^n 

celle-ci ^^ — Lxy  — cy^txx — /x^r^g  ti^,  dont 

voici  la  conftruâion. 

Ayant  pris  fur  la  droite  indéfinie  AP  là  partie  ABwÊaLOi^ 
on  tirera  parallèlement^  à  i?  il/&  du  même  côté  les  àtou 
tes  j8£  sr^^^^D  sr~r  :  &:  on  mènera  par  le  point  A: 
la  dfoite  AE  {e\^  &  par  le  point  D  une  parallèle  I> G 
i  AEy  for  laquelle  on  prendra  du  côté  de  P  Jlf  la  partie^ 

I>C{s):s: ^^^]^2*^'  >  ^  ^^  P"^  ^  d'autre  du  point  C  lc%. 
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parties  cic^  C2,  égales  cBàcuûe  à  /».  ^s  s  ^  ':'**^^*i** . 

Cela  fait,  du  diamètre  LK  (  1 /)  qui  ait  -  pour  panmetre 
ooc  ligne  KH  g^  f  *^*.~~*t/,  &  pour  ordonnées  des  droi»- 

tes  parallèles  à  i'iir,  on  décrira  i'ÈUrpfê  cherchée. 

Maintenant  Ç\  àcs  poipts  de  r«ncQOtre  de  cette  ElKpfe 
avec  la  Parabole,  cubique  .d.çnjnée».  oq  abaiffe  des  lignes- 
M  P  qtufaflènt  avec  ^  P  l'angle  donné  00  pris  i  volonté 
L^PM ,  les  pitiés  ^P  de, là  droite  tndcfinie  fut  laquelle 
s'étend  l'indéterminée  x  ferooç  les  racieies  chfçrçJbée*  -,  ^. 
voir  celles  qui  tonvbent  du  côtççfh  V-on  a'fuppioié  PM  C»  ' 
Éiifant  la.conftruftion ,  les  vraies  5  &  celles  qui  tom^biscit  di» 
qôté  oppofé ,  les  faufles.  Car  par  la  propriété  de  la  Se«aioi> 

Gonique  H  vieac  jx--^^^y^^^J''¥--x'x — fxiJ^^ 
^ff^Sc  par  la  propriété  de.  la  Parabole  cubiqo^j^o^'dg 


T'     »  •  >  ..».-;, 

OU  TE.  égalité  du>.oïi>o«icme  ou  du  nxiéme* 
4egrc  étant  donnée,  fil'oiren  fait  évanouir  le  fécond- 
terme  ,  &  qu'aprèi  l'avoir  «oltipliée  par  l'inconmi«  x 
Iprfqu'elle u-'eft. que  di>€inq»jiéine  degré,  on  fc  fcrve  du» 
paramètre  a.  de  la  Parabole  ctablq'ué  donnée  pour  redui> 
rc  fous  l'expreffloîT  aêr  les  quantités  connues  qui  multi.. 
piient  X*,  fous  r«cprcflîon\*rfr  celles  qui   multiplienr 
X*  &c  i  il  eft  vjfîble  qu'en  faifant  la  fubftitution  comme 
d-dciIôs,on  transformera  wuîjôursl'^g^àlité  donnée  ea. 
onlleu  do  fécond  degré.    D'où  l'on  voit  qu'ayant  une 
fois  décrit  avec  cxaditude  une  Parabole  cubique  qui  air 
pour,  paramètre  une  ligne  quekonqw  ^i&dont  Tângle- 
^/>  il/ que  font  les  appliquées  P  M  avec  le  diametrcr 
w*-P»  geutrètrc  pris  à  volonté;  on  pourra  toujours  pat 

«  Vu- 
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fon  moy^ ,  en  décrivant  de  plus  une  Seâion  conique  coo^ 
venable.j  refoadre  toutes  fortes  d'égalités  du  dnquiéoac 
&  du  ibicme  degré.'  :  ' 

REMincTÛB   IL 

•       ^^ 

I 

41t.  JL  ô  K  s  Qj;*A  ¥  n  E^s  avoir  fait  évanoiHr  le  fecood 
terme  d^une  égalité  donnée  du  cinquième  &  du  fixiémc 
degré ,  Se  Pavoir  multipliée  par  Tinconnuë  x  fi  elle  n'eft 
que  du  cinqiHéme}  la  quantité  conimë  qui  multiplie  le 
43iiarré  xx  eft  pofitive ,  &:  furpiallè  le  quatre  de  la  moitié 
de  celle  qui  niulriplie  x^  :  cm  arrivera  coôjours  en  faifknt 
la  fubftitution  par  le  moyen  de  day  t^x^^à,  une  équation 
du  fécond  degré  dont  le  lieu  eft  une  £llipfe^  comme  l'on 
a  vili^QS"  ce  Problême.  Or  Toa  pourra  toujours  Êûreen 
forte  que  cette  Ellipiê  devienne  un  cercle^  mais  alors  la 
Parabole  cubique  ne  petit  plus  être  donnée.  Voici  cotn. 
ment  il  s*y  fendra  p^rendre. 
*Art.  )78.      Ayant  trouvé  v«e  ligne  a  *  dont  le  quatre  de  quarré 

éi^  foit  égal  i  la  quantité  connt^  qvi  multiplie  xx\  <m 
ie  fervira  de  cette  ligne  a  pour  réduire  fous  Texpreffion 
^6  toutes  les  quantités  çonniuës  qui  multiplient  x^^  fous 
l'expreffion  aac  celles  qui  multiplient  x^  &c  )  ce  qui  redui. 
ra  Inégalité  dppnée  fous  cette  forme  x''^aix^r+  aacx^ 
^^xx^  ^*/^Zt  ^^ g  s «L.  Et  mettanr A^^jf, 4ta xy  ft 
aay  à  la  place  de  x^yX^  Xtx^\  oa  trouvera  cette  équa- 
tion jdu  Second  degré  vy'^à.xy^èy^^^'xx^^f^'^â^ 

'^Att.  517.  s  ^ ,  dont  le  lieu  fera  '^' ûn^  cercle ,  fi  Ton  £ûc  en  forte 
<^)i9.       queTangle  AEB  iofix  droit  ^  ce  qui  cft  %aie  eo  cette 

manière.  .    .    /  '  .  ;    t  .  , . 

Fi  c.  %x%.  Ayant  pris  fur  la  droite  indéfinie  v^P,  la  partie  .^J? 
sy ,  on  décrira  de  cette  ligne  comme.  dfaAietce  oa 
denii  cercle  ^  £  J3  ^  du  coté  où  Ton  fuppoiè  que  PM 

doit  ton^ber  \  lorfqu'il  )P  a-^^  i,^/,  &  dir  côté  ofpofiit 
Jorfqu'il  y  i'-^-xjf.   Op  porter^  fur  U  (Afiov, çiQM>n£ê- 
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fcncc  deiîcn  £ ,  une  ligne  ^£wai^i.&  ayant  tiré  ^£ 

(/  ) ,  la  ligne  V  M  doit  être  parallèle  à  i^  £  ^  &  on  adie- 

y^ra  le  refte  de  la  confljrudion  cDnune  pomi  r£llipie, 

qui  deviendra  aiori  un  cercle  $  puiA^ue  Taogle  COM 

iera  droit»  &  qu'à  caufe  ihi  triangle  reâangle  ^ER'd      '     '   "* 

vient  ecmmaa^^^ti ^  qui  doit  exprimer  la  raifon  du 

diamètre  Z  Ki  ion  paramètre.   La  figure  qui  eft  ici  â  cô. 

té  reprefènte  la  conftruâion  de  réquarion yy^^Lxy^^cj 

^xx^^fxr^a^  s»<7 ,  qui  n'efl:  diâfewote  àt  celle  du  Pro^ 
Uême  qu'en  ce  que  dia^a. 

Maintenant  ayant  pris  fur  la  ligne  AB  autant  de  par^ 
tics  AP yA  P ^  &c.  qu'on  voudra ,  &  noené  à^^ parallèles 
p  MjP  M^bLc.iB  E  t^on  prendra  chaque  P  M  égale  à 
la  quatrième  prpporcionneUe  à  (à  correfpondante  ^P  & 
ia  donnée  A  £.  £t  faifant  pailer  une  ligne  courbe  V^^^. 
par  tous  les  points  M  ainfi  trouvés  ,  il  efl  évident  qu'elle^ 
iera  le  lieu  dîe  Téquation  x^ixaaaj^ic  par  confequent  la 
première  Parabole  cubique  qui  par  (es  points  dlnterfec* 
tîon  MyM^ avec  le  cercle ^  feryira  â  découvrir  les racit 
jnes  AP\A  P\  de  Tégalité  propoïée,    ; . . 

R  E  M  A  R  Q^U  E     I  1 1. 

4^3*  OoMME  l'on  a  parld  (bavent  dan»  ci? Xf vre 
des  Paraboles  de  tous  les  degrés  ,  &  qu 'pn^  fvient  i^m^    :  : 
€l;em ployer  la  première  Parabole  cubiquç  pour  xe/h^t/k^ 
dre  les  égalités  du.  cinquième  &  du  iixiéme  degré  ;  je 
crois  qu'il  n'ei^  pa»  hors  de  propos  d'examiner  les  difièt^ 
sentes  figures  qu'elles  peuvent  avoir    Soient  donc  don« 
nées  de  pcfition  deux  lignes  droites  indéfinies  ^ C,  2> & 
^  s'entrecoupent. au  point  ^)&roitda|i^  rang|eîi^4](  Pt^,  xx^ 
me  parabole  ytfJtef  de  tel  degré  qu'on  vpudra  ,  dont  la 
aatuce  eft  telle  qu'ayant  mené  d'ua  de  îes  points  queL 
conques  Àf  une  parallèle  ^  P  â  JD  £ ,  qui  rencontre  B  c 
ail  fi^ioc  P  |,&^yanc  nommé  les  indéterminées  AP^x  ^^. 
B  M  i/i  1a  donnée  A  S^i  ^  on  ait  toujours  x'^^^y  (  lei 
iniffifi  m  iL,n  marquent  les  expoiâns  des  puifiances  de 

Vuij 
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X  6cy  qui  peu  vent  .être  tels  nombres  poficifs  entiers  qu'on 
voudra^  &  1  on  fuppofè  reuiemenc  que  m  furpafle  »).  ^  It 
eft  évideot  !••  Que  ^P  (x)^tanc  nulle  ou  zéro,  PM  {y) 
i'efl  âuffi ,  &  que  plus  ^P  (  x  )  croit  ^  plus  auffi  iP Jlf  (  y  ) 
^  ^r/.  i|7.  augmente }  &  cela  à  l'infini,  l^  Que  la  foutangence  PT* 

/— at)  eft  toujours  moindre  que  ^P  {x)^  puifque  Ton 

«V  Mi        ' 


plus  à  Tinfini  de  la  droite  È  C  que  Ton  regarde  comme 
ion  diamètre  $  &  enfin  qu^eile  tournera  fa  convexité  du 
côté  de  ce  diamètre.  Mais  comme  la  ligne  courbe  udi  M 
qui  tombe  dans  Tangle  D  A  B  ^  n'eft  qu'une  portion  de 
cette  Parabole ,  il  refte  â  examiner  dans  lequel  des  angles 
DAC^  c^  E  ^EA  By  elle  doit  fc  continuer  j  &  pour 
cela  il  faut  diftinguer  trois  di^ërens  cas. 

Premier  cas.  Lorfque  TexpoTant  m  de  la  puiilànce  de 
X  eft  un  nombre  pair ,  iSc  Vexpoiànt  n  de  la  puiffance  de 
y  un  nombre  inipair.  La  racine  w  de  x*  fera  ^  x ,  &  la 
racine  n  de^'  fera  feulement  ^y  j  Car  (bit  par  exemple, 
m  S  4,  &  »  ~  3  ,  il  eft  clair  que  le  quarrc  de  quarré  où 
1»  puiflance  quatrième  de  Hjl  x  eft  toujours  x^ ,  &  qu'il 
n'eb  eft  pas  de  même  du  cube  de  Zl^y  \  puifque  le  cube 
9a  c.  %x9.]  de  ^y  eft^' ,  &  celui  de  — y  eft  — y\   De  là  il  eft  cvi. 

dent  que  ^  P  {x)  peut  être  pofitive  &  négative,  &  PM 
{y)  toujours  po fi tfve  j  d'où  l'on  voit  que  la  Parabole 
^^  yi*  doit  fe  continuer  dans  l'angle  DAC^  qui  eft  â  cô- 
te de  V^îs^le  B  AD^en  forte  que  fi  par  un  point  quelcon* 
S^'ïé^KTieJa  lighe  ,A  D  ,  on  tire  une  parallèle  k  B<:  elle 
ncontrèÉ-a  la  Parabole  jW  ^^  en  deux  pfoinrs  JWT^  M^ 
^ui-feront  égàlètnent  éloignés  du  ^int  *:,  Telle  eft  là 
Parabole  ordinaire  qui  eft'le4ieu  de  réquacion  xx^s^ay:^ 
au  xxvB^ytfi  faifant  le  paramètre  a^s^j. 
:  '  Second  cas.  LoVfque  ^es  expbfans  m  &  fi^nt  des'iiém-^ 
bres  îoTpaîrs.  La  racine  m  de  x"^  fera  feutement'  -«-f -x ,  & 
de  même  |»racitle^  fera  ^/^  mais  parce  queTéquatioa 
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^^^x^wm^^f  eft  la  même  que  ^t^y""^  &  aue  la  racine 
m  de  —X*  eft  m.x,  &  la  racine  n  àtm^y*  eft ^^y  ^  il  s'en*. 
£m  que  ^  P  {x)  peut  être  pofîtive  &  négative  de  même 
<Itie  PM  {y)  y  en  obfervant  que  lorfque  ^P  eft  pofiti* 
ve  «  PM  Teft  auffî  ,  &  au  contraire.  D'où  Ton  voit  que  F 10;  150» 
la  Parabole  «/^Ai  doit  alors  fe  continuer  dans  Tangle 
C^  E  oppofé  au  fommet  d  l'angle  BA  D ,  dans  iine  po. 
iition  toute  (emblable,  mais  renverfce  jen  forte  que  pre« 
nant  ^  P  égale  â  ^  P ,  &  menant  P  M  qui  fafîe  avec 
A  P  Tangle  APM  égale  â  Tangle  AP  M  \  cette  ligne 
/'Af  rencontre  la  portion  A  M  qui  tombe  dans  Tangle 
CA  £  ,  en  un  point  M  tel  que  PM  eft  égal  â  -PAf.  Telle 
eft  la  premil^ls  Parabole  cubique  x'oa^^j^^ou  jc'oB^ea 
faifant  ^  sa  i. 

TroiScme  cas.  Lorfque  ('expofant  m  de  la  puidànce 
de  X  eft  un  nombre  impair,  &  rexpofant  n  de  la  puiflan- 
ce  de/  un  nombre  pair.  La  racine  m  de  x"^  fera  toujours 
-4*  X,  &  la  •racine  n  de  j^*  fera  I+j/  5  car  foit  par  exem- 
ple »  A  M  une  féconde  Parabole  cubiqae  qui  eft  le  lieu 
de  réquation  x^isa^àyy  ^  ou  x^œ.//,  il  eft  clair  que  la  Fie.  iji. 
racine  cubique  de  x'  eft  feulement  -^  x  ^  &  que  celle  de 
y  y  eft  '^J'*  D'où  il  fuit  que  la  Parabole  A  M  doit  fe 
continuer  dans  l'angle  .?  ^  £  qui  eft  â  côté  de  1  angle 
SAD }  en  forte  que  (î  l'on  mené  par  un  point  quelcon- 
que P  de  la  ligne  A  B  une  parallèle  iD  E^  elle  rencon. 
trera.la  Parabole  entière  MAMtn  deux  points  M ,  Mi 
également  éloignés  du  point  P. 

Or  l'équation  générale  x'^as^"  appartient  toujours  i 
l'un  de  ces  trois  cas  5  car  û  m  U  n  étoient  deux  nombres 
pairs  ,ron  extrayeroit  de  part  &  d'autre  la  racine  quar« 
rée  autant  de  fois  qu'il  feroit  podible  $  ce  qui  la  redui* 
roit  dune  équation  dont  l'un  des  expofans  feroit  necef^ 
fairement  impair.  Et  Ton  peut  toujours  fuppofer  que^;» 
lurpafle  n }  car  s'il  étoit  moindre ,  &  qu'on  eût  par  exem^  F  i  o.  i^i. 
pie  3  a^axa^y  i  on  tcouveroit  en  rapportant  les  points 
de  là  Parabole  A  M  i  ceux  de  la  ligne  D  £ ,  8c  nom* 

AiCyX'^  KM^y^i  cette  autre  équation  x's»^  a  y 

Vu  iij 
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qui  exprimcroit  au(&  la  naeure  de  U  même  Parabole 
^  M^  &  cUns  laquelle  rexpofanc  de  la  puiflànce  de  j^  eft 
plus  graod  que  celui  de  la  putiTance  dejr.^  de  forte  qa'oa 

Eourroic  faire  alors  le  même  raiionoemenr  par  rapport  i 
i  ligne  DE ,  qu'on  vient  de  faire  par  rapport  â  la  ligne 
£C.  De  li  il  eft  évident  que  toutes  les  Paraboles  de  tel 
degré  qu'elles  puiflènt  être ,  auront  toujours  Tune  des 
trois  figures  precedi 


PROPOSITION    IX 

Problème. 

4'^4*  S  OJT  popefet  à  canfimirt  tèyiliti  dÊ^uitième  dcgrl 
x'—  b  x^-+-  c  X*—  d  x'-+-  e  x*—  f  x'*4-  g  x  x— h  x-f- 1  =o, 
dans  laque Be  aucun  terme  ne  manque ,  foj  le  moyen  de  deux  lieux 
f^e&metriques  \  tun  du  fécond  degré  ^  ér  l'autre  du  quatrième. 

Ayant  pris  xx:=iay  pour  le  lieu  du  fécond  degré  » 
on  fubftituëra  à  la  place  de  x^,x\x^^x\  x*,  x*,  &  xx^ 
leurs  valeurs  ^S*,  a*y^x^a*y^ ,  aayyx ,  aayy  ^ayx^ay^ 
^  en  prenant  la  droite  donnée  a  pour  Tunité  ^  on  aura 

cette  autre  équation  y^ —  -  xy^  -+- cy'  —  dxyy  -f- aeyy 

.^^afxy^^aagy — 4i^^x  +  ^'/«a#dont  le  lieu  eft  do- 
quatrième  degré ,  &  des  plus  fimples  5  puifque  iHine  des 
inconnues  )(  n'étant  qu'au  premier  degré ,  on  pourra  ea. 
déterminer  tous  les  points  en  ne  fc  fervant  que  de  cer« 
des  &  de  lignes  droites.  . 

Si  Ton  conAruît  à  preiênt  la  Parabc^e  qui  eft  le  lieu 
de  la  première  équation  xxasay^àL  qu'ayant  pris  poor 
y  autant  de  diflerentes  grandeurs  que  l'on  voudra  )  00 
détermine  les  valeurs  de  x  qui  leur  rcpondenc  dans  la 
féconde  équation  ^  le  lieu  qui  paflèra  par  les  extrémités 
de  toutes  les  /  ,  &  qui  fera  par  con&queoc  celui  de  la 
féconde  équation  3  déterminera  par  le  moyen  des  points 
où  il  rencontre  la  Parabole ,  les  valeurs  cherebées  des 
racines  de  Téquaitîon  doanéa  Ce  qui  eft  vifible  }  puifque 
mettant  dans  cette  ieconde  équation  pour/  ia  valeur 
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^,  &  pour  les  poiffaaces  de  jf  les puiflances  de  cette  va- 
leur ,  on  trouve  Tcquation  donnée  x* — ^  j((^  &c  s  ^. 

COJLOLLAIKS     L 

415*  C>  o  M  M  £  runiré  a  e(l  arbitraire  >  on  peut  fup- 

Î^ofer  qu'elle  eft  donnée ,  fie  qu'ainfî  la  Parabole  qui  efl: 
e  lieu  de  la  première  équation  xx  snaj^tfk  donnée.  Or 
il  eft  évident  qu'oa  pourra  toujours  par  le  moven  de  cet- 
te équation  transformer  toute  égalité  du  Septième  ou  hui» 
tiéme  degré  I en  une  autre  équation  du  quatrième^  dans 
laquelle  Tinconnuë  x  ne  fe  trouve  qu'au  premier  degré» 
D*où  il  fuit  que  toute  égalité  du  feptiéme  ou  du  huitiè- 
me degré  9  dans  laquelle  ou  tous  tes  termes  fe  rencon- 
trent ou  feulement  une  partie  ^  fç  poucra  toujours  conf- 
truire  par  le  moyen  d^une  Parabole  donnée  &  d'un  lieu 
du  quatrième  degré  ^  dans  lequel  Tune  des  inconnues  ne 
fe  trouvera  qu'au  premier  yii  cela  (ans  autre  préparation 
que  de  prendre  pour  Tunité  le  paramètre  if  de  la  Para* 
hole  donnée  ,  afin  de  réduire  fous  Pexpreffion  dc  les 
quantités  connues  qui  multiplient  x*  ^  fous  l'expreffion 
^ad  celles  qui  multiplient  x^ ,  &c. 

ConoLLAim    IL 

4î6f  \^  H  prouvera  de  même  que  toute  égalité  da 
neuvième  ou  du  dixième  degré  fe  pourra  toujours  conf. 
truire  par  le  moyen  d'une  Parabole  donnée,  &  d'un  lieu 
du  cinquiéipie  degré  dans  lequel  l'une  des  inconnues  ne  fe 
trouvera  qu'au  premier  degré  :  qiie  les  égalités  de  Toq^ 
liéme  &  dli^  douzième  degré  fe  confineront  encore  par 
le  mô^ea  drù;ie  Parabole  donnée  «  &  d'un  lieu  du  (uiéœe 
degré  i  &  ainfi  de  fuite  pour  les  autres  à  l'infini. 


PROPOSITION    X. 
•  Problème. 

417»  CoNSTRUii^B  tèyihtè  du  neuvième  degré 


X* —  b  X*  -4-  c  X*  &c  5sa  o ,  dans  laquelle  tous  tes  termes  fe 
rencontrent  excepté  le  fécond  ifar  le  moytn.de  deux  heu»  géo- 
métriques chacun  du  troijième  dagri. 

Ayant  pris  ^  :=iaay  pour  Tuir  des  lieux  du  troifiëme 
degré, on  fubftituëra  à  la  place  de  x^,x^,**^,  &c.  leurs 
valeurs  ay\  a^xyy ,  a^yy^  &c ,  &  Ton  aura  pour  Tautre 
lieu  du  troifîéme  degré  ,  en  prenant  4^  pour  runité  i 

y — £  xyy^cyy  Uc  =:o  dans  lequel  rinconnuë  » 

ne  peut  monter  qu'au  fécond  degré  ,  puifqu'oD  Aippofe 
que  par  tout  oùr  il  y  a  V  dans  la  propofée^oa  fubmtuë' 
à  ÙL  place  a  a  y. 

Or  il  eft  vifible  que  fi  Ton  conftruit  ce  lieu  avec  la  Para- 
bole cubique ,  qui  eft  le  lieu  de  l'autre  équation  x^  ss^aay^ 
leurs  points  de  rencontre  détermineront  les  racines  de 
légalité  donnée* 

COROL  L  AIRB» 

4^^«  1  o  u  T  ï  égalité  du  fîxiéme  »  4"  bnitiéme  ou 
du  neuvième  degré  étant  donnçé,  il  eflrvifible  qu'après 
avoir  fait  évanotiir  fon  (êcond  terme ,  &  l'avoir  multi- 
pliée par  fa  racine  »  lorfqu'elle  eft  du  boitiéme  degré,. 
&  par  Ton  quarré  xx  lorfqu'elle  n'^éft  que  du  feptiéme,  oa 
la  transformera  toujours  en  un  lieu  du  troifiëme  degré 
en  fe  fervant  de  l'équation  x^:=zaay  dont^  le^ieu  eft:  une 
Parabole  cubique  donnée  »  &  faifant  Ta  fubftitution  corn, 
me'  ci-  deSus  :  de  forte  que  cette  maniéré  eft  générale 
pour  toutes  les  égalités  du  feptiéme^du  huitième  &  du 
neuvième  degré.  On  trouvera  de  mên^i  que  toute  éga- 
lité du  douzième  degré  dont  le  (ècond  te/me  eft  éva^ 
noui  ,  fe  transformera  en  un  lieu  du  quatrième ,  en  ie 
fervant  encore  de  l'cquation  xl  :ssiaay  ^comme  auiS  celles 

du 
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du  dixième  &  du  onzième  degré  en  les  élevant  au  doir. 
zième. 

Mais  fi  Ton  propofe  une  égalité  du  fêiziéme  degré 
dans  laquelle  tous  les  termes  fe  rencontrent  ,  excepté  le 
deuxième ,  on  trouvera  qu*en  fe  fervant  du  lieu  du  qua:. 
triéme.  degré  x'^zsau^y ,  on  la  transformera  en  un  lieu 
du  cinquième.  On  trouvera  de  même  qu'une  égalité  du 
vingtième  degré  fe  transformera  en  un  lieu  du  fîxiéme , 
en  fe  fervant  encore  da  lieu  du  quatrième  degré  x^  es  ^'j^  ^. 
comme  aufll  celles  du  dix^reptième  ^  dix  huitième  &  dixi 
neuvième  degré  :  que  les  égalités  du  vingt-cinquième  de- 
gré  dans  lefqudles  tous  les  termes  (ê  rencontrent ,  excep^ 
té  le  deuxième  9  fe  transformeront  en  un  lieu  du  fîxiéme 
degré,  en  fe  fervant  du  lieu  du  cinquième  x^s=sa^y  ;  com- 
me auffî  toutes  les  égalités  du  vingt.uniéme^  vingt- troifié- 
me  &  vingt-'quatrième  degré.  Et  Ton  peut  continuer  cette 
secherche.autant  qu'on  vcxudra- 

R  £  M  A  RQju  B    I: 

4^9*  Il  eft  à  propos  de  remarquer  que  fî  dans  une 
égalité  du  feizième  degré  non  feulement  le  fécond  ter<^ 
roe  manquoit ,  mais  le  troifiéme  &  le  fîxiéme^  le  lieu  du 
cinquième  degré  lequel  joint  avec  celui  du  qgatrième 
x^asia^y  fert  à  conflruire  Tègalitè  fe  transformeroit  en 
un  du  quatrième  ,  &  on  peut  faire  àts  remarques  fem^ 
blables  lut  les  égalités  des  degrés  plus  élevés.  Mais  quoi- 
qu'il  foit  vrai  de  dire  qu'une  égalité  du  feizième  degré 
dans  laquelle  il  n  y  a  que  le  deuxième  terme  qui  man- 

e ,  ne  fe  peut. transformer  qu'en  un  lieu  du  cinquième  ^ . 

l'on  employé  d  cet  efifèt  le  lieu  du, quatrième  x^maa^y 
qui  n'a  que  deux  termes  j-on  n'en  doit  pas  conclure 
en  gênerai  ,  que.  les  lieux  les  plus  (knples  pour  refoudre 
une  équation  complette  du  feizième  degré,  doivent  être', . 
l'un  du  quatrième  &  l'autre  du  cinquième.  Car  au  con- 
traire y  il  me  paroît  évident  que  fî  Ton  fe  fert  d'un  lieu  * 
dxL  quatrième,  deg^rè  compofé  de  plufieurs  termes  â  la^ 


t 
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place  de  x^  ==a*y  qui  n'en  a  que  deux ,  on  pourra  chaî« 
iîr  ce  lieu  en  force  qu*il  fervira  â  transformer  Tégalité 
complecce  du  feiziéme  degré  en  un  autre  lieu  du  quatriè- 
me. En  vpici  la  raifbn.  Si  Pon  prend  deux  lieux  du  qua- 
triéme  degré  dans  l'un  defquels  l'inconnue  x  monte  aa 
quatrième  degré  ^  &  dans  l'autre  l'inconnue  ;r,  il  eft  conC 
tant  par  les  règles  de  l'Algèbre ,  qu'en  faifant  évanouir 
l'inconnue  y  par  le  moyen  de  ces  deux  équations ,  om 
arrivera  â  une  égalité  dans  laquelle  l'inconnue  x  monté* 
ra  au  feiziéme  degré.  Or  comme  deux  lieux  du  quatrié« 
me  degré  ,  peuvent  avoir  enfemble  plus  de  feize  termes^ 
puifque  chacun  en  peut  avoir  quinze  diflèrens ,  il  s'en- 
luit  qu'ils  peuvent  contenir  routes  les  quantités  connues 
de  l'égalité  donnée  :  ce  qui  fuffit  pour  faire  voir  la  po/1 
iîbilité  de  conftruire  une  égalité  complette  du  feiziéme 
<legré  par  deux  lignes  du  quatrième. 

On  doit  de  même  penfer  que  les  deux  lieux  les  plui 
iimples  pour  conftruire  une  égalité  complette  du  vingtiè- 
me ,  dix  neuvième,  &  dix.fepcième  degré ,  feront ,  l'un  du 
quatrième  ,  &  l'autre  du  cinquième  ^  parce  que  la  rédui- 
te de  ces  deux  lieux  montera  au  vingtième  degré ,  & 
qu'ils  pourront  contenir  enfemble  plus  de  termes  que  la 
propofée ,  &  renfermer  par  confequent  toutes  les  quand* 
tés  connues  qui  s'y  rencontrent.  £t  (î  l'inconnue  avoir  n^ 
2t3 13  ,  14 ,  ou  15  dimenfions  dans  l'égalité  propofëe ,  il 
faudroit  deux  lieux  de  cinq  degrés  chacun.  De  là  on  for- 
me la  règle  fuivante,  qui  fêrtâ  trouver  les  degrés  dés  deux 
lieux  qui  peuvent  refondre  une  égalité  propoYce  j  en  forte 
qu'ils  (oient  les  plus  (impies  qu'il  efl:  poffible. 

Il  faut  extraire  la  racine  quarrée  de  la  plus  haute  di- 
menfion  de  l'inconnue.  Si  elle  efl:  exaâe  ,  chacun  des 
deux  lieux  doit  avoir  autant  de  degrés  que  cène  racine 
contient  d'unités  5  &  fi  elle  ne  l'eft  pas^  ou  le  refte  cft 
égal ,  ou  moindre  que  la  racine ,  &  alors  Tun  des  lieuS: 
aura  pour  degré  le  nombre  de  la  racine  ,  &  Pautre  ce 
même  nombre  augmenté  de  Tunirè  :  ou  le  refte  eft  plus 
grand  que  la  racine ,  &  alors  ciiacun  des  deux  lieux  aara 


De    1A  CONSTMJCTION    DES   E^ALITE'S.       347 

pour  degré  le  nombre  de  la  racine  augmenté  de  l'uniré* 
Soit  propofé,  par  exemple  ,  de  trouver  les  deux  lieux 
les  plus  fîmples  ,  qui  peuvent  refoudre  une  égalité,  donc 
la  plus  haute  dimenfion  de  l'inconnue  foit  de  trente- fept 
degrés.  Comme  la  racine  quarréede  37eft  6 ,  &  que  le 
Kfte  I  eft  moindre  que  ce  nombre  6  ,  il  faudra  que  Tun 
des  lieux  foie  du  fixiéme  degré  y&  l'autre  du  fepticme^ 
on  trouvera  la  même  chofe,  fi  la  plus  haute  dimenfion* 
cft  38 1 3^  ,  40,  41  &  4t*  Mais  fi  elle  ctoit  43 ,  comme 
la  racine  quarree  de  43  eft  6 ,  &  que  le  refte  7  eft  plus 
grand  que  cette  racine ,  il  faudroit  deux  lieux  qui  fuiïent 
chacun  du  feptiéme  degré  î  &  il  en  eft  dé  même  fi  la  plus* 
haute  dimenfion  étoit  44  ^  45 ,  46 ,  47 ,  48  &  491. 

R  £  M  A  K  QJJ  E      1   L 

420*  J  L  arrii^e  quelquefois  qu'on  peut  conftruire 
une  égalité  donnée  par  le  moyen  d\ine  i^ule  &  même 
courbe  mife  en  deux  différentes  pofitions  5  &  c'eft  ce 
qu*on  verra  clairement  dans  cet  exemple. 

Soir  propofée  à  conftruire  Tégalité  du  neuvième  degré 
x*^-+-^*  AT— *»*^=s(? ,  dans  laquelle  tous  les  termes  moyens 
manquent  excepté  le  pénultième.  Je  prends  l'équation 
x^^snaay  ^  dont  le  heu  eft  une  Parabole  cubique  M  ^  M 
<|ui  a  pour  paramètre  la  ligne  droite  donnée  ^  B  tsma  ^ 
éc  pour  appliquées  des  lignes  droites  PM^  [y  )  qui  font 
avec  les  parties  correfpondantes  ^ P  (x)  de  fon  axe  ou 
diamètre  un  angle  pris  à  volonté^ P M  que  je  fuppofe 
ici  droit  y&c  en  cubant  chaque  membre ,  j'ai  x^^sssa^y  :. 
ce  qui  change  par  la  fubftitution  l'égalité  propofée  en 
cette  é(]}xàtion y* sBsa a ùm^aax  ,  dont  le  lieu  le  conftruif 
sdnCu 

.     Soit  prife  fur  .y4  P  prolongée  du  côté  de  P  la  partie  F  i  g.  255. 
^C««i  j&  ayant  mené  par  le  point  c  la  droite  indefi- 
uie  C  iC  parallèle  à /^jlf,  foit  décrite  une  autre  Parabo- 
Je  cubique  M  CM  qui  ait  pour  axe  CK  ^èc  pour  appli. 
cyiées  des  droites  K  M  parallèles  à  ^P^&c  dont  le  pa^^ 

Xx  ij 
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rametre  CDtssta.   Je  dis  qu'elle  fera  le  lieu  requis. 
Car  par  la  conilruâion  MK  ou  C/^œs^^—x  ,&  pat 

la  propriété  de  la  courbe  CX*=bM^*  ^'-O*,  c'eft  i 
dire  en  termes  analytiques  j^'am^^^  —  ^^Ar.  Or  il  eft 
évident  i^.  Que  fî  des  points  M  où  cette  dernière  Para- 
bole cubique  M  C  M  rencontre  loutre  M  ^  M  ^  on 
mené  des  parallèles  M  P  à  C  £  j  les  parties  ^  P  expri- 
meront  les  racines  x  de  rëgalité  propofce  a'-J-^^'jç 
^^a  bsso.  1®.  Que  les  Paraboks  cubiques  MCM^ 
M  ^  M  ^  font  prëcifément  les  mêmes  \  puifque  le^irs  pa* 
rametres  ^B  ,C  D^  font  égaux ,  &  que  les  angles  ^  PMy 
C  K  M  ^  que  fondeurs  aj)pHqUées  ai^ec  leurs  axes  le  font 
auffi.         ' 

La  fituation  des  deux  Paraboles  cubiques  MAM^ 

r  MC  M^  fait  connoître  que  régalité  propofce  a* -+•<**  x 

^^abx=Q^  n'a  qu.'une  racine  réelle  A  P  (^/),  qui  eft 

toujours  vraie  &  moindre  que  ^  C  (^.)  3  de  forte  que  les 

liuit  autres  font  imaginaires. 

PROP  O  SITI  ON    XL 

Pfoblcmc. 

4^*  V-^ONSTRUI  HE  toute  èytlitè  de  tel  degré  quelle 
fuifft  être  ,  far  le  moyen  £une  ligne  droite ,  ^  d^un  lieu  du 
même  degré ,  dmquel  lieu  toutefois  on  p^iffe  déterminer  tous  Us 
points  en  n* employant  que  des  lignes  droites i  » 

Il  faut  mettre  le  dernier  ternre  de  Tégalité  propofce 
tout  fèul  d'un  côté  en  le  rendant  égal  â  tous  les  autres, 
&  divifer  enfuitetoute  l'égalité  parla  ligne  qui  fait  l'of- 
fice de  l'unité ,  répétée  autant  de  fois  qu'il  fera  neceffai* 
re  ,  afin  que  chaque  terme  n'exprime  que  des  lignes: 
com me û  l'on  propofoit  x^ — b x^-^a  c x^^^a adx x^a^e x 

^^f^o  ,  on  auroit/^il  — tilj-Ifl^i^j-tf. 

f  4  0.  Ajf.  Cela  fait ,  on  prendra  fur  une  ligne  droite  indéfinie  ^^ 

dont  l'origine  fixe  foit  au  point  ^ ,  une  partie  quelcoo* 


T)b  la  xonstbluctio'n  DBS  Egaliti's. 

"^que  A  P  pour  la  valeur  de  ;c  5  &  ayant  mené  parallèle- 
ment à  Ja  ligne  ^C  donnée  de  podtion  une  droite  PM 

,«^^^JL^^.Îi^^ii;^îif(ce  qui  fe  peut  toujours 

faire*  en  n'employant  que  des  lignes  droites),  fon  ex-  *  Art.yiC 

tremicc  M  fera  l'un  des  points  d'une    ligne  courbe 

A  DEM  i  dont  les  interfeclions  M ^  M^  My  &c.  avec 

une  ligne  droite  KM  menée  parallèlement  i  AB  par 

Je  point  K  tel  que  AK^s^fy  détermineront  des  parties 

KM ,  KMy  KM^Scc.  qui  feront  les  valeurs  cherchées 

^de  l'inconnue  x  dans  Tégalité  donnée. 

Car  menant  les  droites  MP,  MP y  MP^Scc.  paraU 
lelesà  ^C,  Ôc  nommant  les  indéterminées  APyX  j  PM^y^ 
on  aura  par  la  propriété  de  la  courbe  AD  EM  cette 

^équation   P  M  \y  )  c=»— ^—  — .-4-  — •— — -+-*-^  qui 

efl  un  lieu  du  cinquième  degré  ^  &  par  la  propriété  de 
ia  droite  KM  cette  autre j^  =3/  Ce  qui,  en  fubftituant 
pour^  fa  valeur />  &  multipliant  par  a^ ,  donne  l*éga. 
lité  mcmepropofée^'  — ^x*  H-  acx^mm.aadxx-^a^ ex 

Ces  fortes  de  conftruâions  peuvent  être  tres*utiles 
|>our  trouver  les  limites  des  égalités.  Suppofons  ,  par 
exemple ,  qu'on  ait  une  méthode  pour  déterminer  fur 
Ja  ligne  AC  les  parties  A  F  ^  AG  ^  celles  que  les  droites 
FD  y  GEy  parallèles 'à  A£  touchent  la  courbe  en  des 
points  Dy  Ei  il  eik  clair  1^.  Que  Ci  A K  {/)  çH  moin- 
<ire  que  A  F  6c  plus  grande  que  A  G ,  comme  on  le  fup. 
pofe  dans  cette  figure ,  l'égalité  propofee  aura  crois  ra«^ 
cines  vraies  KM  y,  KMy  K  My  &  les  deux  autres  ima- 
ginaires 5  parce  que  la  figure  de  la  courbe  eft  telle  que 
la  ligne  KM  bi  rencontrera  en  trois  points ,  &  jamais 
tn  davantage,  z^.  Que  fi  A  K{f)e(ï  moindre  que  ^  (S, 
ia  ligne  K  M  coupera  la  courbe  en  cinq  points  ^  c'eft  à 
dire  que  l'égalité  aura  cinq  racines  vraies.  3^.  Que  fi 
^  K  furpafie  AF^A*égz\ité  n'aura  qu'une  racine  vraie, 
.&  les  quatre  autres  imaginaires.  4^.  Que ûAKmaAF^ 
4'égalicé  aura  icrois  racines  vraies  ^  4onc  il  y  en  aura  deux  ^ 

Xx  îij 
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égales  entr*elles  ^  fça voir  -F  2),  FD.  j°.  Et  enfin  que  ai 
^  Kam^G^  régaiicë  aara  cinq  racines  vraies  ^  donc  il  y 
en  aura  deux  égales ,  fçavoir  Ge  ^  G  e. 

La  même  ligne  courbe  ^  DEM  étant  continuée  du 
côté  du  point  ^  ^  fervira  à  trouver  les  racines  de  l'éga- 
lité  x*.^(fx^'^acx^>^^aadxx-^a^cx^a^)^s=:zo^  qui 
ne  difFere  de  la  précédente  qu'en  ce  que  le  dernier  ter- 
me a  le  figne  -^  5  ce  qui  fait  voir  qu'on  doit  mener  alors 
la  droite  a:  m  au  deilous  de  ^  J? ,  puifque  fon  lieu  doit 

K  B  M  A  K  QJJ^  I. 

42i-  v3n  peut  varier  la  conftru6lion  précédente  ea 
différentes  manières  ^  car  au  lieu  du  dernier  terme  qu'on 
égale  à  tous  les  autres  ^  on  pourroic  prendre  tel  autre 
des  termes  qu'on  voudroit ,  ou  même  deux  quelconques 
qui  (è  fuivenc  immédiatement ,  &  les  divifer  enfuite  d'une 
manière  convenable  y  afin  que  les  égalant  à  Tincon* 
xiuc^^  le  lieu  de  Téquation  ne  fut  oue  du  premier  degré. 
Soit  par  exemple ,  l'égalité  du  troiuéme  degré  x^^^abx 

^^aac^g^o  :  je  faisil-f«r  »«  —  ^  &  j'ai  ces  deux  équa* 

»  mm 

tions  x^siszaay  ,  iiC  yt^-^-^c  y  dont  les  lieux  étant 

conflruits  ieparement  donneront  les  racines  de  Tégalicc 
propofée.  Voici  comment. 
Fi;G.  155.  Ayant  prisa  l'ordinaire  pour  inconnues  6c  indéter- 
minées les  deux  droites  ^éP  (x),  PM  {y)  qui  font  en^ 
tr  elles  un  angle  quelconque  ^  P  M  y  foit  décrite  une 
première  Parabole  cubique  MAM(^\  foit  le  lieu  de 
la  première  équation  x^)saaay.  Soit  menée  par  le  poinc. 
^  origine  des  x  une  ligne  droite  parallèle  à  P  Ai ,  fur  la- 
quelle foient  priies  les  parties  ^  Ca^^,  ^DzanjCy  du  co* 
té  où  s'étend  P  M  5  &  ayant  pris  fur  ^P  prolongée 
du  côté  de  A  la  partie  ^^sx»^  ,  foit  tirée  par  le  point  y 
D  une  parallèle  indéfinie  i  JBC.  Je  dis  que  fi  des  poiscs 
M  où  elle  rencontre  la  première  Parabole  cubique 
MA  M  y  on  mené  des  parallèles  MP  à.A  C  y\e$  cou^ 


De  xa  coNSTUvcTiow  BEfl  Egalitb's.      $^t 
pées  A  F  fetont  les  racines  de  réalité  donnée  x'-ma  h  x 

Car  menanc  DE  parallèle  i  A  P.,  les  triangles  fem. 
blables  SA  C^DE  M^  donneront  S  A  [a).    A  C{1>):: 

DE{x).   £iM«if,&parconfequentP-W  (j^ ) «, if -|-f^ 

Or  à  caufe  de  la  première  Parabole  cubique  M  ^  M  ^ 
ron  aura  x^^aïaay.    Si  donc  Ton  mec  â  la  place  de^fa 

valeur  Jf  -4-  c ,  on  retrouvera  l'équation  donnée  x^^^al^x 

S'il  y  avoic  -f-^  dans  Tcgalîté  donnée  ,  il  faudroit 
prendre  ^  C  du  côté  oppofc  â  P  M  3  &  il  en  eft  de  mê- 
me  de  ^D  lorfqu'il  y  a  -4-  c  :  de  forte  que  cette  conf- 
truâion  eft  générale  pour  toute  égalité  donnée  du  troi- 
fié  me  degré.  Car  il  efl  évident  qu'après  en  avoir  fait  éva^ 
noûir  le  deuxième  terme ,  on  peut  toujours  la  réduire 
fous  Tune  de  ces  formes. 

Il  efl:  viHble  qu'on  peut  fe  (ervir  d'une  Parabole  cubi» 
que  donnée,  puifqu'il  n'y  a  qu'à  prendre  l'unité  arbi- 
traire  a.  égale  â  fon  paramètre. 
« 

PROPOSITION    xn. 

Problême. 

• 

425*  Appi^oc  HZ'SideplMSenphskNnfinidelajuJIe 
valeur  des  racines  de  toute  égalité  du  troijïéme  (^  du  quatrié^ 
me  degré  j  (^  des  égalités  qui  paffent  le  quatrième  degré  lorfi 
qu* elles  rCont  que  deux  termes  :  en  ne  Je  fervant  que  de  lignes 
droites  ^  de  cercles^ 

Soit  donnée  Tégalité  du  troifîémedegré  a:' Hjpi^/x 
m^aa  qsmo  3  je  la  multiplie  par  x  pour  l'élever  au  quatrième 
&  tranfpofant  le  terme  ^^^x,  j'ai  x^*^  iapxx:s=:aaqx*^ 
j'ajoute  de  part  &c  d'autre  aapp  pour  faire  que  le  pre>- 
mier  membre  foit  un  quarré  3  ce  qui  me  donne 
x^Z^  xapxx'^aapp'ss^aafp-^aaqx^  Scextrayant 
de  parc  &  d'autre  la  racine  quarrée ,  il  vient  xx  ^ap 


.i 


^a  f^pplr^  5  tranfpofant  enfiti  ap  »  &  extrayant  it  noa^ 

veau  la  racine  quarrce^îç  trouve  x»»^  ^af^a^pp-^qx. . 
Je  confidere  àprefent  que  fi  au  lieu  de  la  jufte  valeun 
de  la  racin.e  vraie -^ ,  je  prends  uae  grandeur  qui  Tex-. 
cede,comme  par  exemple  if  j  il  Venfuit  i^.  Que  c  furpaffe 

fera  encore  plus  grande  que  la  jufte  valeur  de  x.    Cette 
féconde  propofition  eft^  vifible  ,  mais  pour  la  première  elle  - 
fe  prouve  ainfi. 

Sirégalitc  du  troifiéme  degré,  a  -i-i^/x,  il  eft  clair- 
^Ceftgne  que  c'^iap  C  C* ';>Kaaqc  ^  d'où  il  vient  en  ajoutant  de 
Mïnfi  fumi  part  &  d'autre  le  quarrc  aa^pp  ^  &  achevant  le  calcul. 

^i^^y  comme  ci-defFus ,  c  >  ^^^ap-^a  f^pp-^q  c.    Mais  lorf- 

qu*il  y  a— .i^/x,  on  aura  en  tranfpofant  x^px  &  divi* 

fant  par  x  cette  égalité  atxœsi  ^/ -4- li?  ,d*où  il  fuit 

cfàt  fi  Pott  met  dans  lli  ï)our  x  une  valeur  t  plus  grande  - 
que  la  racine  vraie  de  rëgalicé  x*^~^afx<^a4qs9.9y, 
la  quancieé  2  ««/ -f- lîi  fera  moindre  que  le  quarré  xx 

(puifquellîêft  moindre  que  ^?)  &  à  pliis  forte  raifom 

que  le  quarré  ce.     On  aura  donc  cc\>  i-^^-H^i  & 

multipliant  pat  rr,  il  vient  c^-^^xapcc  >./^rff  <v^d*où: 
Ton   tire  (  en  opérant   comme   Ton    vient    de   faire  \^ 

c  >  ^a  p-^a  l^p  p-^q  c.    Or  ceci  fuppofé  ^  je  forme  cet* 

ce  fuite  :  ^r±  ^/>-H^^  fp-^^  ^  >  ^Z+^jp-t-^^fi^-h^/i 
^:dt^p^a  y^fp^q^q^  &c ,  dans  laquelle  /exprime  le 


terme  r  -^gp  ^ g  j/Çp  p  ■+- ^  f  qui  le precede.immediate> 

menr^Sc  dç  même  gexprime  le  terme  V  -^r  ap-^aKpp^^qf 
&c. 

II  eft  donc  évident  par  ce  que  Ton  vient  de  démon, 
tr^r ,  que  tous  les  termes  de  cette  fuite  feront  plus  grande 
^ue  lagufte  valeur  delà  vraie  racine  x ,  &  qu'ils  en  ap^ 

procheoc: 
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pyocEenc  côûjours  de  plus  en  plus.  Je  dis  à  prefent  que 
m  on  lacoDCinucà  rinfini ,  le^cerme  infioicieme  (^'il^eft 
permis  de  s'exprimer ainfî )  ouïe  dernier  terme  de  cecce 
fuice  )  fera  précifémenc  égal  à  la  valeur  cherchée  de  lïn- 
connuë  x.  Car  foie  2;  ce  dernier  terme  ^  il  eft  certain  par 
là  nature  de  la  fuite  qu*il  approchera  de  plus  près  de 
Tinconnuë  X  que  tous  les  autres  termes,  Se  qu'atnfî  ie 

terme  f^  ^_ap^a  ^fp-^qt.  qui  le  fuivroic  immcdia- 


temenr,  s'il  n'étoic  pas  le  dernier ,  ne  peut  être  moindre 
que  lai  $  puifqne  s'il  étoit  moindre  il  apfocheroit  de 
plus  près  de  Tinconnuë  x ,  &  feroic  par  confequent  le 
dernier. terme ,  ce  qui  eft  contre  la  iuppontion.  Or^l  ne 
peut  être  plus  grand  ,  car  on  vient  de  démontrer  que 
tous  les  termes  de  laTuite  "vonc  en  diminuant;  Il  fiaudra.^ 
donc  qu'il  lui  foit   égal  ^  &  on  aura  par  confequent 

^Bsa  ^  -+ap^+^a  Kpp^ q 71^^  c'eft  i  dire  en  ôtant  les  in- 
commeniurables  t^  '^  xapz^j^aagxsBO ^  d'où^  l'on  voit 
que  2;œ:  X.    Ce  quUl  fallait  démontren 

On  prouvera  par  un  raifonnement  femblable  ,..que  (i 
Ion  prend  une  grandeur  r  plus  petite  que  la  jbfte.  valeur 
de  X,  tous. les  termes  de  cette  fuite  iront  toujours  en 
augmentant,  en  forte  que  le  dernier  fera  précifément 
égal  à  la.  valeur  cherchée  de  x.  Voici  jnaintenant  comw 
ment  on  peut  conftruire  par  Géométrie  cette  fuite ,  en 
n'employant  que  des  lignes  droites  &.  des  cercles. 

Ayant  mené  deux  lignes  droites  indéfinies  ^  BDjÇJ^^  Fi  gv  vif^ 
i  s'entrecoupent  à  angles  droits  au  point  ^^  on  pren.  m* 
a  fur  Tune  d'elles^. les  parties  j4 £s^ajj4Dest»py  du 
même  côtédu.point  ^  lorfqu'ily  a^z^/x,  &  de  part 
&  d'autre  lorfqu'il  ya^^iapXy  comme  on  |e  fuppoiè  dans 
-ces  deux  figures  j  £c  fur  Tautre  les  parties  ^C=s^, 
.^Pamc^  toujours  de  part  &  d!autre.du  point  ^«  Ay^nt 
décrit  du  diamètre  CP  un  demi  cercle,  qui  coupe  .A^ 
:en  £)  on  prendra  fur  ^écA^  partie  ^i^  égale  â.^^,  & 
on.  portera  fur  ÀD  depuis  le  point  D  vers  le>point^^ 
dam  le.  premier  cas  ^  &  vers  le  coté  oppofé-dans«le.r 


éix. 


fécond ,  la  partie  D  G  égale  â  D  F.    On  décrira  eafia  de 
.diamètre  ^G  un  denu  cercle  qui  xoupe  j4  P  en  i^>  je 

di«  que -^ jgaa'^  apr\r^^ fp-^qc  Carâcaufedu  de* 


\ 


mi-cercle  C£P  la  ligne  wf  £  ou  ^/-«  Vf  r,.&àcaufe 
du  triangle  rectangle  F^^  l'hypochenufe  f^i?  ou  DG 

««  ^  ff-^i  ^ ,  &  par  confeqacnt  ./^  G  —^-4-  ^  tp-^q  c^ 
&   à   cau(e     du    dcmil  cercle  JR  QJ5  la    ligne    ^  Q^ 

«"  r  ^  />-i-  i^  rpp^q  c.  Naœman t  à  preienc  ^Qjfs  & 
Téïceranc  la  même  operacian  eo  fè  fervanc  de  ^^aa 

lieu  de  ^ P ^  on  trouvera  A Rmmf^ap^^ arpp-^ qf^ 
&  enfuice  par  le  moyen  de  ^^  -R  que  j'appelle  g ,  on  trou- 
vera ^SsBi^  ap^  ^^ fP^qg  ^^  rcïterant  encore  la 
même  opération  :  de  force  que  la  continuant  autant  que 
Ton  voudra  ,  on  trouvera  des  lignes  A  Pj  A  ^  AR^ 
AS  y  &c  qui  approcheront  de  plus  en  plus  à  l'infini  de 
la  jufte  valeur  de  la  vraie  ^racine  x  de  Tcgaiité  propofce 
x^m^iapXm^aaqesao. 

il  eft  â  remarquer  que  f  on  peut  prendre  d'abord  pour 
A P  (c)  telle  grandeur  que  Ton  veut ,  car  fi  cette  grau-, 
deur  fë  trouve  plus  grande  que  la  racine  x ,  les  autres 
lignes  A^A  Ry  A  S^  &c.  vont  toujours  en  diminuant^ 
:&  au  contraire  &  A  P  c^  moindre  que  x,  elles  iront  «û 
augmentant  :  de  (brte  que  la  vraie  ratine  eft  renfermée 
.«ntre  A  P  de  l'une  de  ces  deux  figures  il  A  P  dt  Tau* 
^K^  AiUcAUjARèc  AR,  AS6CAS.  D*où  Ton 
voit  qu*en  formant  deux  -fuites  convergences ,  dans  l*uiit 
>defquçfles'  le  premier  «terme  (bit  plus  grand  que  la  vraie 
racine ,  8c  d^ns  l'autre  plus  pèdt ,  Ton  aura  toiâjours  ett 
]>renant  les  termes  correfpondans  de  <:es  deux  fuites , 
cdes  limites  «itre  lefquelles  fe  doit  trouver  cette  racine» 
<ie  forte  que  la  diâerence  de  ces  limites  diminua  ék  plus 
«n  plus  à  ftnfini.  ^; 

Si  Ton  demandoit  les  deux  atrtres.  racines  de  régalité  i 

tpropofée  x^mm^apxm^aaq^^o.  Nommant  m  la  racine 
japprochée  que  Ton  vient  de  xrouver  ^  on  la  regardera 
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'  comme  étant  exade  :  c  eft  pourquoi  divifant  cette  ëga- 
lité  par  x— .^,  la  divifion  fe  fera  au  jufte  (car  le  reHie 
m^ — xafm^^aaqxsmo^y^yxi^Q^iycL  ruppofexsar;?!},  &  on 
on  aura  pour  quotient  \c^z\\xi  xx-Sç^m^x^mm^^raf 
^0,  donc  la  refoluiioo  touroira  les  deux  racines  qu'on 
demande. 

Toutes  les  égalités  du  rroifîéme  degré  peuvent  fe  ré- 
duire â  Tun  ou  l'autre  de  ces  deux  formes  ^  car  aprè» 
avoir  fait  évanouir  le  fécond  terme ,  s'il  y  avoir --f*  tf  ^  ^ 
en  mettant*— ^<af  ,. on  ne  feroit  que. changer  les  raci- 
nes vraies  en  faufles  &  les  fautes  en  vraies*  D'oà  Ton 
Toit  que  ks  conftruâtons  précédentes  fuffifent  pour  trou^ 
ver  les  racines  approchées  de  toute  égalité  donnée  du 
troifîéme  degré.  Pafîbns  maincenantau  quatrième. 

Soit  propofée  Tégalité  du  quatrième  degré  anM.3  apxit 
^^aaqxm^^rssa^^  dont  il  faille  trouver  les  racines  ^p* 
prochées.   Je  cherche  ^  comme  Ton  vient  d'enfeigner  ^  les-  ^ 
racines  approchées   de   Tégalité   du    troifiéme-  degrié-* 

^  y^lppy-^tp'^6^ 

—  aqq 
oà  Ton  doit  obferver  d'écrire  ^ — xp^  lorfqti*il  y"  a  dans^ 
lâ  propofé  -l-  lap^xx  5  —  ^a  r  lorfqu'il  y  a  -J-^  a^r\  8t- 
fxmn  .^^%apr  lorfque  les  fîgnes  des  termes  3^^xa;  & . 
a^.  r  font  difièrens.  Je  regarde  enfuite  Tune  de  ces  racines 
approchées  >^  comme  étant  exaâe  >  &  ayant  trouvé  une  • 

ligne  Vss^rayZ^iap^  fçavoir  +^4;^  lorfqu'il  y  a  ^^yapxx^ 
&  —  zaf  lorfqu'il  y  z-^^apxx  jj'ai  pour  les  quatre 
racines  approchées  de  la  propofée^  celles  de  ces  deux 

égalités  du  fécond,  degré  xx  —  vx  -^-  *  y^^'^f^—^^ 


/ 


èc  XX  ^z;x*+-*^'^.^^,4^1!lsrs^  (en  obfervant '  de  : 

prendre  — ^^  lorfqu'il  y  a  —  ^apxx  dans  Tcgalité  pro- 
pofée, &-f-<f/  lorfque  c'eft  '+-iapxx)  que  l'on  conf* 
truira  aiicment  en  n'employant  que  des  cercles  &  des  * 
lignes  droites.    Tout  ceci  n'eft  qu'une  fuite  de  la  règle 
^e  donne  M«.  Defcartes  dans  le  troiiîéme  Livre  de  fa^-^ 

Yy.i|, 


j5^  LivRi    Neuviî'm*. 

Geomecrie  pour  réduire  toute  égalité  du  quatrième  de- 
gré i  une  du  troifiéme ,  de  laquelle  connoifTant  une  des 
racines  ,  on  a  les  quatre  de  la  propofée  3  &  comme  cela 
dépend  de  TAIgeore  pure ,  je  pourrois  le  fuppofer  ici 
comme  démontré.  £n  voici  cependant  Ja  raiion  en  pea 
.<ie  mots. 

On  regarde  légalité  du  quatrième  degré  x^^^^ap^xx 
•—aaqx^^d^rzno^  comme  le  produit  des  deux  planes 
xxm^vx  '^aè^—aczzzo  &  xx  ^^VX'^ aà'^Mczno^ 
dans  leCquelles  les  lettres  ^^  ,  ^ ,  ^ ,  r ,  marquent  des  in- 
connues qui  doivent  être  déterminées  dans  la  fuite,  en 
ibrte  que  le   produit  de  ces    deux    égalités    qui    eft 


^     .. 


^ts  bxx 


1  i^  r  t/  X  **■  ^  *    =  ^  »  foit  *  en  éfkt  l'égalité 


{nême  prppofée.    Pour  cela  j'en  compare  les  termes*  cor. 
refpondaB6,&j*aÎjo.^=ii.  ^o.^-^nUf.  x^.bb^i 

^*^ar^  ou  b-b — cc-^ar-^zo  i  c'eft  â  dire  en  mettant 
pour  b  éc  pour  t  les  valeurs  que  Ton  vient  de  trouver  & 

ordonnant ,  Tégalité  v'^6 af  v" -^^^^ff^ ^^qq^g.'^x 

il  Ton  fait  z/t^:=:^j^-4^i^^^  on  trouvera  par  la  fub(lf« 
fution  Pégaltté  du  troifiéme  degré 

%* — ^  p py  «é-*f  '     , 

-^^Mfj^Bapr^^OydQ  laquelle  coonoilTaiic  une^actne  y^ 

on  aura  ,  en  prenant  la  racine  quarrée  de  ^y^iaj^^  la 
valeur  de  1/ ,  &  enfuite  celles  de  ^  &  de  r ,  lefquenes  étant 
mifes  dans  Its  deux  égalités  planes  que -l'on  a  fuppofées 
d'abord  ,,on  en  formera  deux  autres  dont  le  produit  (era 
inégalité  même  propofée ,  &  dont  la  refolution  par  con. 
fequent  fournira  les  quatre  racines  qu'on  demande.  S'il 
n'étoit  quefliion  que  de  trouver  une  racine  vraie  d'une 
égalité  du  quatrième  degré  ^^n  pourroit  la  trouver  im- 
médiatement par  une  fujce  en  cette  forte.  ' 
Soit  x^  ^  lap  X  X — a  a  q  x — ^  rr=zo ,  on  trouvera  ca  â! 
.opérant    de    même    que    pour    le    troifiéme    degré 

x»B  ^  ^ap-^a  rqx^pp^ar^ce  qui  donne,  en  fai^ 

i^nt  .pour  abréger  ^/  -4-  #«  r  rz  »  » ,  cette  fuite  conver- 
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^^Z+  ^;>  -ff-^  A^^^^jP^^  &c ,  donc  la  conftrudion  n*eft 
difFerence  des  précédentes  quen  ce  qu'il  faut  prendre 
^F^nàc  DG==nF£. 

SiTonavoic  x^^iapx x^^aaqx'-^^a^rsao, ontrou* 

•  veroic  xssa^'^ap'^a  l^q  x-^-//  — ^r,  &  on  formeroic 


lorfque^/  furpafle  ar  (en  hifantppm^arssann)  la  me. 
meYuite  convergente  que  cûdeiïus.  Mais  il  eft  à  remar^ 
quer  que  4orfqu*il  y  a  *4-i^^Arx  dans  rëgalité  don- 
née ,  il  faut  que  f^qx^J^^fp  —  ar  furpafle  p  afin  que 

y — ap-^a  f^qx^pp  —  ar  valeur  de  la  racine  x 
ne  renferme    point   de  contradidion  3  ce   qui  donne 

X  >  ~ ,  &  par  confequent  il  faudra  prendre  c  plus  gran- 

'de  que  tl. 

Sipp  eft  moindre  que^r ,  Ton  formera  alors ,  en  faifant 
sarmm.pptiBqn^  cette  fuite  con  ve/gente  c^  y^ap-^qyf  qc^^n^ 

r'zçap'^a  f^qf^qn^^^ap-^aV ^g^qn^dc^ 
Ton  doit  remarquer  que  lorfqu'il  y  a — lapxx  dans 

4*égalitë  donnée ,  il  faut  que  x  Rirpailè  n  ou  IIH^  afin 


^ue  ^  ap^af^  qx-^ppm^arvzlcurdex  ne  renferftie 
point  de  contradiûion,ic  qu'ainH  on  doit  prendre  c^  plu6 
^rand  que  n.  ^ 

Il  peut  arriver  lorfqu^l  y  a  -^rdans  Vcgalitc  don- 
née que  ces  racines  foient  toutes  quatre  imaginaires ,  & 
alors  on  tombera  infailliblement  dans  quelque  contra- 
<iidion  en  conilruifant  la  fuite  ^  car  on  n'a  démontré 
qu^elIe  efl  convergente  qu'en  fuppofant  qu'il  y  eut  une 
racine  vraie  dans  Tégalité  donnée.  Au  refte  la  conftruc- 
rion  de  la  dernière  fuite  ell  un  peu  différente  des  autres, 
mais  comme  elle  n'eft  pas  plus  difficile  ^  je  ne  m'y  arrê. 
terai  pas. 

Cette  méthode  devient  embarraflce  lorfqu*on  la  veut 
ctendre  i  des  égalités  complecces  qui  paflënt  le  quatrié» 

Yyiij 


l 


J5«  L  1  ▼  Il  E    N  E  U  V  1  b'  M  «- 

me  degré  ^  c^eft  pourquoi  je  me  contenterai  de  i'applu 
quer  d  une  égalité  du  cinquième  degré  qui  xï^z  que  deux 
termes ,  &  qui  fervira  de  méthode  pour  les  autres  pius> 
compofées  qui  n'ont  pareillement  que.  deux  termes. 

Soit  X* .^a^ès^o  •  multipliant  par  ji^ , 9c jranfpo^iot il . 
vient  x*Mi^^^x,& extrayant  la  racine  qnarrée  on  aura . 
x^mBaaVix  ou  x^wB^aax^/^hx y  &  extrayant  de  nou- 
veau deux  fois  dé  fuite  U  racine  qiiarrée ,  on  trouvera 

enfin  x  •«  ^  af^xy/ix  $  ce  qui  fournît  cette  fuite  copver* 

gente.f ,  ^^^r^I^,  f^TFf^f,  ^af^^VJl.icc, . 
.  dont  voici  la  condruâion  géométrique^ 
I^iG«  ijSv      Ayant  mené  deux  lignes  droites  indéfinies  JBLD^CP^ 

|ui  s'entrecoupent  à  ^angles  droits  au  point  ^4  ^  on  pren- 
ira  fur  Tune  d'elles  la  partie  AB.^si^a  >  &  fur  i'autre  »  les . 
parties  AC^s^b^  ^Ps=^^,dc  part  &  d'autre  du  point 
^.  Du  diamètre  /'C  ayant  décric  un  demi-cercle  qui 
coupe  £  A  prolongée  du  côté  de.  ^  enD  ,  &  ayant 
pris  fur  A  C  Iz.faxtit.^ Fm^AD^  on  décrira  du  dia- 
mètre P F  un  autre  demi- cercle  qui  coupe  AD  tn  E.. 
On  décrira  enfia  du  diamètre  i?£  un  troifiéme  demi* 
cercle  gui  coupe  AjP  en  ^i  il  eft  vilîble  que  A  Q^ 

^^ a ^cy/Jfc.  jNfommant à  preient  A^fl &  réitérant 
la  même  opération  en  ie  fervant  de  ^  i^au  lieu  de  ^P> 

on  trouvera  y^je».  ^  ay/fVif^ScdemèmçASss^  a'Vg^ig. 
Et  les^  droites  ^P,  -^^2  »  AR^  &c.  approcheront  de 
plus  en  plus  â  l'infini  deia  jufte  valeur  de  l'inconnue  x 
de  Tégaiité  donnée  x^^^a^i^^zo.  Cela  fe  prouve  de  la 
même  manière,  que  pour  les  égalités  du  troifiéme  de- 

M*  Bernoulli  célèbre  Profefièur  àes  Mathématiques  à 
Bâie ,  eft  TAureur  de  c&s  fuites.  On  peut  voir  ce  qu'il  en 
die.  dans  les  Aâss  de  L^ipfic  de  Tannée  lâS^.  page  4jj. 
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PROPOSITION    XIIT. 

Problème. 

4*4*  U  îï  E  portion  de  SeEtion  tonique  étant  donnée ,  /rw- 
'-n^erpar  fon  fnoyen  les  racines  d^mie  égalité  donnée  du  troijiéme 
-  M  du  quatrième  degré. 

On  a  vu  dans  le  Problême  précèdent  qu'urïe  égalité 
*  du  quatrième  degré  étant  donnée ,  on  en  peut  toujours 
trouver  une  dti  troifîcnie,  de  laquelle  connoifTant  une. 
racine  on  a  les  quatre  de  la  propofee  \  en  ne  fe  fervant 
-que  de  [lignes  droites,  &  de  cercles.    On  fçait  de  plus 
que  toute  égalité  du  troifîcme  degré  fe  peut  réduire 
ious  cette  forme  x*^xapx*^aaq^=^o  ^  dont  Tune  des  - 
racines  eft  vraie  ^  &  les  deux  autres  ou  faufTes  ou  imagi» 
naires.  Cela  pofé  ^  foit  ^'Hfz  a  p  x*^a  a  q't^^o  ^  dont  il  faille 
trouver  les  racines ,  par  le  moyen  de  La  portion  donnée  F  i  g.  i^^ 
J3  D  d'une  Parabole  qui  a  pour  axe  la  ligne  CH  dont 
l'origine  eft  au  point  C  Des  points  B  ^D  ^  extrémités  de 
la  portion  donnée   ayant   mené   les   perpendiculaires 
£G^DH ^{w  Taxe,  il, eft  manifefte  que  fi  la  vraie  ra- 
cine étoit  nlus  grande  que  J?G,  &  moindre  que  D  H^ 
le  cercle  décrit  du  centre  E ,  trouvé  comme  i  on  a  en- 
feigne  à  la  fin  de  l'article  387.  pour  \çs  égalités  qui  n'ont 
point  de  iecond  terme ,  &  dn  rayon  £C,  couperoit  in^ 
lailliblement  la  portion  ^  D  en  quelque  point  M  s  d*où 
menant  la  perpendiculaire  MQ^  fur  Taxe  ,  cette  ligne 
Jlf  jQ^en  feroit  la  vraie  racine.    Il  eft  donc  queftion  lorf.. 
que  ce  cercle  ne  coupe  point  la  portion  £ D^ét  trans*. 
former  cette  égalité  en  une  autre  dont  la  vraie  racine 
ibit  renfermée  entre  les  limites  J?  G ,  D  H.  Pour  le  fai- 
re,  je  nomme  les  données  £  G,/}  D  H^  g  ^  &  je  fuppofe 
que  l'on  ait  deux  limites  m^n^  entre  lefquelles  la  vraie 
racine  x  foit  reflerréè  (w  eft  moindre  que  «^  &  /moin. 
^e  quej).   Ce  qm  donne  x  plus  grand  <\\xt  m  &  moin* 
4re  que  n^  &  multipliant  chaque  terme  par/&  divifant 
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^plus  grand  que/&  moindre  que^ 

Ton  fâic  a  prefenc  ^s>^,  &  qu'on  mené  dans  régalité 


par  m^  il  vient^plus  grand  que/&  moindre  que-^»   Si: 


x^^xapx^^aa^sao^ih  j^hcQ  de  x  fa  valeur ïl^,  ont 
la  transformçraî  en  ccUe.ci  A*i5:îlM'^îif£è=.^,  qui 


mm .  m' 

^ura  fa  vraie  racine  'xj*^ÙL  plus  grande  que  /  &  moin^ 
dreque^..   D-où.il  fuie  que  finies  limites  ;»,«, Croient 

*'      m 

telles  que-^fôt  égale  ou  moindre  que  ^,  il-  n'y  auroft 

qu'à  conftruire  cette  dernière  égalité  félon  l'article  387^ 
pour  avoir  fa  vraie  racine  MQ^[k)  par  le  moyen  de  la. 
I^orcion  donnée  BJ).    De  là.  on  cite  la  condcuâion  fui^ 
vante, 

On  fera  par  le  Problème  précèdent  deux  fuites  con^. 
vergentes  qui  approcheront  Tune  en  deflus  &  l'autre  - 
ep  deflbu^  de  la  vraie  racine  x  de   l'égalité   donnée 
jg^H"  lapx^^aaqss^o.    On  choifira  deux  termes  corref? 
pondans  dans  ces  deux .  fuites  m  ,.n ,  qui  foient  tels  que 

*w  (bit  égale  oa  moindre  que  §  :  ce.  qui  fe  pourra  tour 

jours  faire ,  puifque  /  eft  moindre  que  g  ^  &  que  la  diAfèr 
rence  qui  e(l  enicre  m  &  n  diminue  continuellement  à 
rrnfîni.    Cela  fait ,  on  transformera  l'égalité  donnée  en 

une  autre  s^^tl^  ^  Hlïl  ^0^  dont  l'inconnue  (fera 

mm  '     m*  ' 

ZjBBmfJi  :  &  en  la  .CQnfl^uifànt  félon-  là.  fin  de  l'article 

m 

318^7.  le  cercle  cpupera  ipfaillihlement.  la.  portion  don.- 
aée  J?  I>  en  un  point-ili*  ;  duquel  ayant:  mené  fur  l'axe 
la.  perpendiculaire  MQ^y.tWç  feja  la.  vraie  racine  s^dc 

cette  féconde  égalité  :  &  faifant  eniuite  xtxsc— ^  cette 
figne  X  fera  lalvraie  raciixe  de  Tégalité  V'I+ 1  ^.^ x 

Si  l'on  veut  trouver  les  deux  autres  racines  de  cette 
é^lité  lorfqu'elles  ne  font  pas  imaginaires  j  il  n'y  a  qu'à . 

la^ 
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fa  divifer  par  l'inconnue  x  muins  celle  que  l'on  vienc  de 
découvrir  pour  l'abaiflèr  à  une  du  fécond  degré ,  dont    ■ 
on  découvrira  les  deux  racines  pa^^e  moyen  d'un  cercle,, 
en  fe  fervani  de  l'article  580. 

Touc  ceci  eft  trop  évident  pour  m'y  arrêter  davanta- 
ge ,  je  remarquerai  feulement  que  H  la  portion  donnée 
lffI>étoic  d'uncEilipfe  ou  d'une  Hyperbole,  il  faudroir 
fe  fervir  de  l'article  398.  ou  405.  &  que  toute,  la  difficulté 
fèreduiroit  à.  trarrsfbrmer  l'égalité  donnée  en  une  autre, 
doBc  la  vraie  racine  eue  des  limites  données  e  &  c'eft  c&: 
que  l'on  feroie  comme  dans. la  Parabole. 


2z 
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LIVRE     DIXIEME. 
Dfs  Problêmes  déterminés. 

PROPOSITION     GENERALE. 

425*  Un  Problème  de  Géométrie  déterminé  étant  fro^ 
fofé ,  en  trouver  la  Jolution. 

On  regardera  d'abord  le  Problême  propofé  comme  s'il 
écoic  refolu ,  &  00  tirera  les  lignes  que  Ton  jugera  les  plus 
propres  pour  faire  connoirre  ce  qui  n'eft  que  fuppolé.  On 
nommera  enfuire  toutes  ces  lignes  (  qui  font  pour  l'ordi» 
naire  des  triangles  r^âangles  ou  femblables  )  par  des  \tu 
très  de  TAIphabet  ^  fçavoir  les  lignes  qui  font  connu j^s  par 
les  premières  lettres ,  &  les  lignes  inconnues  par  les  der. 
nieres  lettres  ^  &  on  parcourra  toutes  les  conditions  du 
Problême.,  en  comparant  ces  lignes entf'elles  dans  Tordre 
le  plus  (impie  &  le  plus  naturel  qu'il  iera  paflible  :  ce  qui 
doit  fervir  i  former  autant  de  dinèrentes  égalités  qu'il  y  a 
d'inconnues.  On  employera  enfin  hs  règles  ordinaires  de 
l'Algèbre  pour  réduire  ces  difièremes  égalités  a  une  (èule 
dans  laquelle  il  De  fe  trouve  plus  <{u'aiie  inconnue ,  &  pour 
TabailTer  s'il  fe  peut  â  «m  «oindre  degré  i  &  l'ayant  refo- 
lue  par  les  règles  prefcrites  dans  (e  Livre  précèdent  ^  on 
en  tirera  la  folotioo  cherchée  du  Problême.  Ceci  s'éclair- 
,cira  parfaitement  par  Jes  exemples  qui  fiii vei»t. 
» 

EXIMPLE     L 

Fi  G.  140.       4*^*  La  ligne  droite  ^B  étant  donnée,  trouver 

hors  de  cette  ligne  le  point  C  tel  qu'ayant  mené  lés  droi- 
tes  ^  C ,  C  ^  ^  i^.  La  fomme  de  leurs  quarrés  foit  au  trian. 
gle  ^C B  en' la  raifon  donnée  de/i e ,  1*^. L'angle ./^cj?         \ 
qu'elles  comprennent  foit  égal  à  l'angle  donné  GDK.  ^ 

Je  fuppofe  que  le  point  C  foit  celui  qu'on  cherche  ^  & 
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je  mené  CH  perpendiculaire  fur  j4£  que  je  divife  par 
le  milieu  au  point  E.  Je  nomme  la  donnée  ARouEB^a^^ 
&  les  inconnues  EH  ^x^HC^y  iSc^zï^  H  "zza  —  a:  , 
£H  'zza  H-  X.    Donc  à  caufe  des  triangles  reâangles 

A  HC^  BHC^lcs  quarrcf  s  des  hypothenufes  ^*=s  a  a 

&  par  confequent  Ai:  ^BCzZiaa-^xxx-^  zyy. 
Or  puifque  le  triangle  ACB  tS.A  ExCH{ay)^\\  s'en^ 
fuit  par  la  première  condition  du  Problême  que  laa 
^^sixx  H-  lyy.ay  iif.g  j  ce  qui  donne  en  multipliant 
ks  extrêmes  &  les  moyens,  8c  divifant  par  a  g,  cette  équa. 

tion  aa  ^  XX  -^yy  tzlLy^z  ^niy  en   prenant  ( pour 

oter  les  fraâions)  une  ligne  w  —  — . 

Il  refl:e  maintenant  à  accomplir  la  féconde  condition^ 
fçavoir  que  Tangle  -^C^  foit  égal  â  Tangle  donné  GDK. 
Pour  y  rétiffir,  je  mené  d'un  point  G  pris  à  difcretion 
^  dans  la  droite  GD^la  perpendiculaire  G  F  fur  le  côté 
DKj  prolongé  ,  s'il  eâ  neceflaire  ,  &:  du  point  A  la 
perpendiculaire  AL  fui;  le  côté  ^5  C  prolo.ngé  auïïî)  s*il 
eft  neceflàire  \  afin  d'avoir  deux  triangles  reâangles 
femblabfes  A  C  L^GDFy  dont  Tun  G  Z)  JP  eft  donné. 
Cela  fait ,  je  nomme  les  données  DE  yi-^FGyC  ^  &  fai^ 
fant,  pour  abréger,  £C  tr»,  }e  trouve  â  caufe  des  trian. 
gles  reâangles  femblables  BCH  ,  JSAZyCcs  propor- 
tions «  C  (»).  C/f  (v)  :.:  ^^  (1^).  ^X  Srîli.   Et 

£C[n).£Hia^x)::B^{ia).SZ  g *'**'*•**».  Et 


par  confequenr  CLouS  l  m^B  Com  *''*•*'***"'"!.  Donc 

pjiUque  l'angle  ^cz  doit  être  égal  i  l'angle  GDFyil 
faut  que  CZ  (*JlîrUi:=i:).  ^X  (112)::  DF  [h).  FG  {c); 

d'oii  l'on  tire  en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens 
xa.ac  ^lacx  —  cnn  tZi-^ty»  c'eft  â  dire^  en  mettant 
pourra  fa  vaiewr  aa-rk:iax  ^^xx  '•^yy  t  cette  féconde. 

Zz  ij. 
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équation  aac-^cxx — cjy  z:i  xaiy  qui  renferme  la  fé- 
conde condition  du  Problème. 

Comme  Ton  a  trouvé  autant  d'égalités  qu'il  y  a?oic 
d'inconnaës  «  &  que  4*on  a  fatisfaic  a  toutes  ics  condi^ 
tions  xiu  Problême  j  il  ne  faut  plus  que  fe  fervir  des  rè- 
gles ordinaires  de  TAlgebre  ,  pour  réduire  ces  égalités 
i  une  feule  qui  ne  renrerme  qu'une  inconnue^  oux:& 
c'eft  ce  qu'on  peut  faire  en  cette  forte.  J'ai  pour  premiè- 
re équation  aa^  x  x  ^yyZi  imy  ^  ic  pour  feconde, 

jt^Cm^cxx.^cyj^m  xabj  ou  ^^— .Arx«_^jfsssiU!}  c'eft 

pourquoi  ajbâtanc  enfemble  d'une  paît  les  deus  premiers 
membres  )  &  de  l'autre  les  deux  féconds  /je  trouve  laa 

wBi^îïl  ^  imy^  d'où  je  tire>'«-^en  prenant /a«îi. 

Et  mettant  cette  valeur  â  la  place  de>^  &  fon  quarré  i  la 
place  de^^  dans  Tune  ou  Tautre  des  équations  precedeo- 

tes, le trouve  xxmm  -"   ^..ocx— . —   "^  £ — li 

d'où  je  connois  que  fi  mm  étoit  moindre  que  a  a  H-/*  le 
Problême  feroit  impoifible.    En  voici  la  conftruâion. 

f  i«.  14.1.  Par  le  point  B  milieu  àt  AB  ayant  tiré  une  perpendi- 
culaire indéfinie  ONiAB^Wi  mènera  par  le  point  A  la 
ligne  A  M  qui  faÛe  avec  A  B  Tangle  EAM  égal  à  l'aû'» 
^t  DGF  qui  eft  donné.  Du  point  M  où  cette  ligne  ren- 
contre laperpendiciflaire  0  j^,  comme  centre  y  &  du  rayon 
MA ,  on  décrira  un  arc  de  cercle  ACS.  On  prendra  en- 
-fuite  fur  £Af  prolongée  du  côté  de  M  la  partie  AfNw^m-^ 
&  ayant  joint  NAyOn  lui  mènera  la  perpendiculaire  AO 
qui  rencontre  ^Oau  point  O^  par  lequel  on  tirera  unepa- 
(rallele  d  A  B.  Je  dis  que  cette  parallèle  rencontrera  l'arc 
,de  cercle  ACB  zm  point  cherché  c. 

Car  ayant  mené  CH  perpendiculaire  fur  ^i?  ^il  eft 

-clair  que  'C  ff  t=  £  0  s:  -^,  puifqu*à  caufe  des  trian- 
jgles  redangles  femblables  NEA^ABO^W  vient  NE 
im^/).  ^S  ia)::AE{a).EO  =:-^.    De  plus  à 


Des  P&oblesmes  de^tbrminb^s.     i6^ 
^aufe  da  cercle  cm  «^iU^a^^H*/}  &  parcanc 


puifque  MO  Si^f^JLL.^  il  s'enfuie  à  caufe  du  crian* 


gle  redangle  MCO  que  CO  ou  EH  (xx)  t:iaa^f 


'^.  Donc&c. 


R  €  M  A  K  Q^U  E. 


4^7*  Li  o  &  S  qjj'a  p  k  e'  s  avoir  facisfait  à  toutes  les 
^ueftions  d*un  Problême  ^  on  eft  arrivé  à  deux  équations 
qui  renferment  chacune  les  deux  mêmes  inconnu<:s  ,  il 
a'eft  pas  neceflàire  ^  fi  Ton  veut ,  de  les  réduire  â  une  feule 
qui  ne  renferme  pl^s  qu*ufie  inconnue  ^  comme  il  eft  pref- 
crit  dans  la  propofitiàn  générale  :  mais  Ton  peut  refondre 
le  Problême  )  en  conftrui(ànt  feparément  les  lieux  de  ces 
•deux  équations ,  ^ar  leurs  points  d'interfeâion  fèrviront 
Â  trouver  les  valeurs  de  ces  deux  inconnues.  C'eft  ce  qui 
ié  voit  clairement  dans  cet  exemple ,  où  Ton  a  pris  pour 
inconnues  les  droites  S /f  (x) ,  HC  {y)  qui  font  entr*- 
elles  un  angle  droit  £  H C;  &  où  après  avoir  fatisfait  aux 
-conditions  requifes  ,  on  eft  arrivé  â  ces  deux  équations 
^a^^ XX  ^yy^Bixmy ^hiaa^mmxx^^yj^aaxfyy  caries 
cercles  qui  en  font  les  lieux  étant  décrits  fèparément  don* 
lieront  par  leurs  interfedions  des  points  qui  fatisferont: 
voici  comment. 

Ayant  décrit  comme  dans  la  première  conftruâion  Parc 
-de  cercle  ACB yOx\  décrira  du  centre  ^,  &  du  rayon 
wtf/' «a m,  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  perpendiculaire 
jEilf  en  P,  On  prendra  fur  cette  perpendiculaire  la  par- 
tie E  i2=a  m  du  cote  de  l'arc  -^  C-5 ,  &  on  décrira  du  ceû. 
ttt  ^&  du  rayon  i^C«=a  £  P  ,  un  cercle  qui  coupera  Tare 
^CB  en  des  points  C qui  fàtisferont. 

Car  à  caufe  de  ce  dernier  cercle  on  aura  j^  c  ou  £  P 

(mm^m^aa):^^^  {mmmm.imy  ^yy)  ^  OC  {xx)y 
c*eft  â  dire  la  première  équation  aa^x  x^yywm  i  m  y  3 

Zz  uj 
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&  â  caufè  de  Tautre  cercle  ^  CB  il  rient  MC  ou  M  ^ 


z  fJire  la  fecoode  équation  a  a — xk — yy"^  ify.  D*où 
ilfuit  aue  le  point  cherché  c  fe  doit  trouver  en  même 
temps  fur  ces  deux  cercles ,  c*eft  z  dire,  qu'it  doit  fe con- 
fondre  avec  leurs  points  d'interfeétion. 

11  efl  vifîble  qu'il  y  a  deux  differçns  points  C  qui  fatis- 
font  à  la  queflion ,  lorfque  ces  deux  cercles  fe  coupent  en 
deux  points  comine  dans  cette  figurer <)u 'il  n'y  en  a  qu'un, 
lorfqD'ils  fe  toochent  ^  &  qu'enfin  i\  n'y  eo  peut  avour  au» 
cun,  lorfqo'ils  ne  fe  coupent  ni  ne  fe  touchent. 

Il  fane  bien  prendre  garde  qu'en  refol  vant  un  Problème 
par  le  moyen  de  deux  lieux  ^  on  ne  tombe  pas  dans  une 
'  confhuâion  plus  compofëe^  que  fi  étant  arrivé  â  une  feule 
égalité  qoi  ne  renferme  qu'une  inconnue  ;(^,  on  Teut  conr. 
truite  félon  les  règles  du  Livre  précèdent.  Je  m'explique: 
qa'il  faille, par. exemple >  refondre  un  Problême  (c'eft  le 
croifiéme  exemple  qui  fera  propofé }  dont  les  conditions 


r^— f  « 


foient  renfermées  dans  ces  deux  équations^  "sz y  & 

ityym^aa^  xx  ^yCt  Ton  fe  fervoit  des  lieux  de  ces  deux^ 

équations ,  il  e(l  clair  qifrl  faudroit  mener  une  ligne  droi* 
*  Art.  jotf.  te  *  qui  feroit  le  lieu  de  la  première  équation  >  &  décrire 
*-^rf.  jjo.  une  Hyperbole  *  qui' feroit  le  lieu  de  la  feconde ,  pour 
&  )}2*        avoir  par  leurs  interfecflions  les  valeurs  des  deux  incon- 
nues X  &  j.    Mais  parce  qu'en  réuniilànt  ces  deux  équa- 
tions en  une  feul'e^  on  trouve  l'égalité  du  fécond  degré 

X  X—  tlf±x + iflfz^s;  ^ ,  qui  fe  conftruic  en  n'em. 

ployant  que  des  lignes  droites  &  à^^  cercles  ^  ce  feroitune 
fiujte  çonfidjrrable  de  fe  fervir  d'une  Hyperbole. 

£X£MPLX     IL 

Fie.  x^u       4^^*  L-  B  quarré  ^  B  C  D  étant  donné  y  il  faut  mener 

d*nn  de  fesanglei  \A  la  ligne  droite  jiE^cn  Çont  que 
iz  partit  FE  compife  entre  les  côtés  JBÇ^CDy  oppo- 
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(es  i  cet  angle  foie  égale  â  une  ligne  donnée  ù. 


nomme  la- donnée  yi  JS  ou  A  D  ôxx  DC  on  CB^  a^ 
l'inconnue  DE,  x.  Cela  fkit ,  les  triangles  femblables 
£DA,ECF,donûQDtED(jc).DA{a):.E  C  (x^a). 

C/^sai **""*■,&  le  triangle  rediangle  E  CF  donne  Te* 


XX — ta  X -+- a  a-^**"*"^ ''"-*•** 


XX 


Mais  puifque  par  la  condition  du  Problème  FE  doit  être 
égale  â  ^y  on  aura  X AT — lax^aa   '    ****    ^a^x^m^ 


csmtt^oux^~^ia'x--^iaaxx^^6ixx^^ia*  X'^a^xsso. 
D'où  l'on  voit  que  la  re(blution  de  cette  cgalitc  doit  four- 
nir pour  DE{x)^  une  valeur  telle  que  menant  la  droite 
^  £: ,  fa  partie  FE  comprife  entre  les  cotés  C  B ,  DC,  foit 
^gale  à  la  donnée  ^. 

L'égalité  que  Ion  vient  de  trouver  étant  du  quatrième 
degré  ^  il  faudroit  employer  pour  la  refondre  une  Seâion 
Conique.  C'efl  pourquoi  je  dois  chercher  auparavant  par 
les  règles  que  fournit  TAigebre^  fi  elle  ne  fe  peut  point 
abaiiler  à  un  degré  plus  fimple ,  &  je  trouve  en  tSét  que 
fi  Ton  pKndccas$aa^lfi^  elle  fera  le  produit  des  deux 
égalités  xx-^aa  —  ax^—cx  £r  ^,  &  xx^aa  —  ax 
'-^cx  iz:  o ,  qui  font  chacune  du  fécond  degré  y  de  forte 
que  pour  avoir  les  quatre  racines  de  l'égalité  du  quatrième 
degréji(^*~2  4^  AT&c,  il  ne  faut  que  trouver  les  racines  de 
chacune  de  ces  deux  égalités  Je  ne  m'arrête  point  à  cher- 
cher les  racines  de i/égalité  ;if  ;if -+- /z ^  —  xx^cx  cs^i 
parce  que  t  furpaiTanr  a^  la  difpofition  des  lignes  me  faic 
connoitre  qu'elles  font  toutes  deuxfauiles:  mais  je  trouve 
celles  de  Tautre  égalitéxxH-^^»— ^x-.rxs=3^,  que  je 
connois  être  toutes  deux  vraies ,  de  la  manière  qui  fuit. 

Soie  pn(e  fur  le -coté  ^  B  prolongé  la  partie  BG  t^c^ 
&  fbîc  dccrk  du  diamètre  ^  (7  un  demi-cercle  qui  cou* 


XX 

< 


\ 
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pe  eo  E  le  côté  D  c  prolongé.   Je  dis  que  ce  point  fera: 
celui  qu*on  cherche. 

Gar  nommant  DE^x  î  ti  menant  la  perpendiculaire-^ 
Jg  if ,  on  aura  HG  tza  ^-  c —  x ,  &  par  ia  propriété  du. 


4^9-  JL  o  R  s  Qjj*  AP  n  e's  avoir  facisfait  aux  condK 
tionsd*un  Problême,  on  arrive  à  une  égalité  compofée  quL 
a  plufîeurs  racines  réelles  ^  il  eft  vifible  qu'il  n'y  a  qu'une 
de  ces  racines  qui  exprime  la  valeur  de  l'inconnue  qu'on- 
cherche  :  mais  on  doit  bien  remarquer  que  les  autres 
peuvent  auifi  fervir  à  la  refblution.  de  k  queftion  »  dans 
un  fens  qui  ne  peut  être  différent  de  celui  ^qu'on  s'eft 
imaginé  que  dans  quelques  circonAances  particulières. 
AinU  dans  cet  exemple  la.  petite,  racine  vxaie  D L  (x) 
de  régalitéxx — ax  —  cx-^aa  s^ ,  donne  fur  le  cô? 
té  2)  C  un  point  Z  tel  qu'ayant  mené  la  droite  ^  L  qui 
rencontre  le  côté  BC  prolongé  en  -K:  ,  fa  partie  Z  iC  efb 
égale  i  la  donnée  b.  De  même  fi  l'on  prend  £  g  sr  r  (ut 
le  côté  BA  prolongé  vers  ^^  &  qu'on  décrive  du  dia- 
mètre ^g  un  demi- cercle  ,  il  coupera  le  côte  CD  pro- 
longé vers  2>aux points ^,/^  en  forte  que  2? r , &  D/,  fe- 
ront les  deux  racines  Êiufles  de  rëgahté  x  x -4- ^  x — ax 
-4-  a  a  SI  ^  •  &  fi  l*on  mené  les  droites  JLe  ^  ^l^  qui  ren- 
contrent le  côté  CB  prolongé  aux  points/,  k  j  les  droites 
//,  Ik^  feront  encore  chacune  égale  à  la  donnée  b.  De  li 
on  peut  voir  que  quoiqu'en  refolvant  le  Problême  on  n*ait 
eu  en  vue  que  de  trouver-la  valeur  de  J9  £ ,  on  eft  cepen- 
dant arrivé  â  une  égalité  dont  les  racines  ont  fourni  d'au^ 
très  valeurs  2)  Z ,  X)  ^ ,  D /,  qui  ont  tautes-fêm  â  refoudre. 
le  Problême  en  quelque  fens. 

R.l  MAJLQJJE    IL 

4î^*  S'il  y  a  lieu  de  croire  que  Tégalité  qui  rcn- 
£^rine  lesvconditions  d'un  Problême  fe  peut  abaifler  i  un 

moindre 
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irjoindre  degré,  il  cft  à  propos  de  tenter  d'autres  voies 
que  celles  qu'on  a  fuivies  qqand  même  elles  paroîtroienc. 
moins  naturelles  ^  parce  qu'il  arrive  fouvent  qu'elles  con- 
duiient  à  des  égalités  plus  (impies  ,  &  que  d'ailleurs  il 
eft  aflez  difficile  d'abaifler  des  égalités  compofées.  Vqici 
deux  autres  manières  de  refoudi-e  le  Problème  précèdent 
qui  pourront  (èrvir  à  faire  comprendre  cette  remarque^ 

Ayant  fuppofc  le  Problême  refolu ,  je  mené  EG  per    Fie.  i 
pendiculaire  fur  ^E  qui  rencontre  le  côté  ^iî  prolon- 
gé en  G  ^  &  je.  prends  pour  inconnues  les  deux  droites 
u4F  6c  -5  G, que.  je  nomme  j^&^i    Cela  fait ,  les  triangles, 
redangles  femblables  j4 B F ^^  EG^ donnent  Jt B  (a). 
j4  F  (y)r.  AE  {y-\^f^  ):AG  (^-f-<  ).  Et  partant^^-+4^ 
^s^aa-^az^    Or  comme  j*ai  deux  inconnues  &.  que  le 
Problême  eft  déterminé  ,  il  faut  encore  chercher  une 
autre égahté.  Pounla  trouver^  je  confîdere  que  tCss^AF 
{y  )  >  car  menant  E  H  perpendiculaire  fur  AG  ^  le  trian- 
gle reftangle  £/f</eft  femblable  au  triangle  reélanglè 
ABF^èc  de  plus  égal,  puifque  les  côtés  homologue» 
AB  j  EH  y  font  égaux  entr'eux.    J'aurai  donc  (à  caufei 
du  triangle  redangle  AEG)  cette  autre  égalité  ^a-^ia^ 
mjf^x^z^^s^yy-^iby  ^  k^-^r-yy  =Aiyy  -H  ily^^i^ 
dans  laquelle  mettant  a, la  place  de  lyy^^ièy  fsL  valeur 
a i^^-l^i^:?;^ trouvée,  par  le  moyen  de  la  première  éga- 
lité^ iî  vient  ^^-^  i^;^-+-5;^i?;^saai^^-4**^^"4"^^S^i 


fe  réduit  à  cette  égalité  très  fimple5^aaB^^^-4-^^,qui 
faurnit  d'abord  la  même  conftruâion  que  ci-dedus.. 

A  u  T  HE    M  A  N  I  e'  h  e.  , 

La  manière  fuivantea  cela  de  particulier  qu'elle  réûflic  Fio#  14). 
également  foit  que  la  figure^  B  CD  foit  un  quarré ,  ou 
qu'elle  foit  un  rhombe.  Ayant  mené  par  le  point  cherché 
JF,  que  je  regarde  comme  donné  ,  la  ligne  F  G  qui  fafle 
avec  A  F  l'angle  >^JF  G  égal  à  l'angle  donné  ^CjB&  qui 
rencontre  au  point  G  la  diagonale  AC  prolongée  autant 
qu'il  eft  neceilaire  5  on  aura  trois  triangles  ACE^AFG^    . 

Aaa 


^\ 
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GCF^qm  (eront  femblables  encr*eux.  Car  i^.  Uamgle 
en  jt  étant  commun  aux  deux  triangles  ACE^  AtG^ 
&  les  angles  ACE  ^  AJPG^  étant  égaux  par  la  fuppo- 
fîtion  5  il  efl  vifible  que  ces  deux  triangles  feront  (em- 
blables.  2^.  Le  triangle  ADC  étant  ifofcelle ,  l'angle 
DCA  ou  ECG  fera  égal  à  Tangle  DAC  ou  ACF.ic 
ajoutant  de  part  &  d'autre  Te  même  angle  FCE^  Tan- 
gle  FCG  fera  égal  â  l'angle  ACE  o\x  AFG  î  &  par. 
tant  puifque  l'angle  en  G  e(l  commun ,  les  deux  triangles 
AGF ^  FGCy  feront  femblables.  Cela  pofé,  (oient les 
itiConn\x'é$  C E Txax y  A G^mix^^&c  les  données  DC^a^ 
F E^=i6^  ACsssc  ^^  on  aura  (àcaufedes  parallèles  AD^ 
C-F,)  cette  proportion  :C£  (a?).  FE  (t)  i:CD  [a).  AP 

sEsli.    Or  à  caufe  des  triangles  femblables  ÀCE^AIG^ 


GCFy  on  trouvera  AC  (c).  CE  (x) 


^^(t) 


FG 


~ .  Et  >^G  (  0.>G  (If)  :  :  if .  CG  (s;--f).  D'où  Ton  for- 

C  ^    C   ^  C 

me  en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens  ,  Tégalitc 
s^j:^,^ c z,ms^^^  qui  fournit  cette  conftruâion. 

Ayant  mené  du  pointa  perpendiculairement  fur  >^C 
la  ligne  AHwm^^^  on  tirera  par  le  point  du  milieu  L 

de  la  diagonale  AC  la  ligne  //Z ,  &  on  prendra  fur  cet- 
te diagonale  prolongée  du  côté  de  C  la  partie  L  <!  cga. 
le  à  Z  /f .  On  décrira  enfuite  du  centre  G  ^  du  rayon 
G  F  égal  i  v^if  ^  un  arc  de  cercle  qui  coupera  le  cote 
5C  au  point  cherché  F.    Cela  eft  évident  5  puifque  par 

la  conftruâion  x^x^m^cs^m 


saàé 


é^h 


,&queGi^«=_. 


Exemple    II  L 

F I  c.  244.       43^»    1  R  o  u  V  E  R  fur  une  ligne  droite  indéfinie  DU 

donnée  de  pofîtion ,  deux  points  D  ,  £  3  defquels  ayant 
mené  a  deux  points  donnés  O ,  C,  hors  de  cette  ligne» 
les  droites  DO^OE,  DC,  CE^  l'angle  DOE  foit  droit 
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&  l'angle  VC  E  égal  a  un  angle  donné  7*^5. 

Suppofons  la  cbofe  faite  ^  je  décris  du  diamètre  DE 
un  demi  cercle  gui  paflera  par  le  point  O  y  puiique  Tan. 
gle  D  O  £  efl;  droit  3  &  fur  la  corde  Z)  £  je  décris  un  arc 
de  cercle  capable  de  Tangle  donné  3  lequel  pafTera  par 
confequent  par  le  point  C.  Dn  point  H  centre  de  cet 
arc  )  6c  des  points  donnés  O^Cy]t  mené  fur  D  E  les  per- 
pendiculaires HKi  O  A^  CB^ta  je  nomme  les  données 
0  A  ya-^  CByb  •yj4JB^C'^  les  inconnues  AK^x  -y  KH  ^y. 
Ct\^  pofë ,  il  e(î  clai^  par  les  Elemens  de  Gedmetrie , 
1^.  Que  le  point  K  fera  le  milieu  àt  la  ligne  DB^y&c  par 
confequent  le  centre  du  demi-cercle  DO  E.  1**.  Qge  fi 
par  le  fommet  P  de  l'angle  donné  TP  S  on  mené  une 
perpendiculaire  P Q^i  l'un  des  côtés  PT^  l'angle  QJPS 
qu^elle  fait  avec  l'autre  côté  PS^  fera  égal  à  Tangle  KEH. 

Or  â  caufe  du  triangle  reâangle  KAO  le  quarré  KO 

ou  HE  œ^aa-^xx y  &^â  caufe  du  triangle  reâangle 


ff  iC£  le  quarré  HE  assaar^xx-^yytmaisprolon^ 
géant  HK  jufqu*à  ce  qu'elle  rencontre  en  R  une  paral- 
lèle CR  à  D£,  on  aura  (à  caufe  du  triangle  redangle 


CRH)  le  quarré  CH  ^^hè^iiy^yy-^cc^icx 
-4-  ATX  Donc  puifque  les  lignes  HE ,  HC^  font  rayons  du 
m^me  cercle,  on  formera  par  la  comparaison  de  leurs  va- 
leurs analytiques  cette  équation  aa'^xx'^yyggnti 
^thy-^yy^^cc-^icx^xx ^  qui ,  en  effaçant  de 
part  &  d'autre  yy-jr^^  ^  &  pour  abréger  ,  faifant 
Î2:r±rff„£/,  fe  réduit  â  celle-ci  3  y^iiriif . 

Si  l*on  confidcre  le  chemin  qu'on  %  fuivi  pour  arriver 
â  Téquation  précédente,  on  verra  qu'elle  renferme  cette 
condition  ,  rçavoir  <]ue  les  cercles  décrits  des  centres 
Ky  H  yUdtï  rayons  KO  j  MC ^  k  rencontrent  fur  la 
ligne  D£  dans  les  mêmes  points  Z),  £;  de  forte  qu*il  ne 
refte  plus  qu'à  faire  que  l'angle  KEH  foit  égal  à  1  angle 
ilPS,    Pour  en  venir  à  bout. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  PQ^h  partie  i^^égale  à  CBy 
&  tiré  /2J  parallèle  au  côté  PT^U  terminé  en  «S  par 

Aaa  ij 
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Taucre  côté  PS  \  i\  eft  évident  que  le  triangle  redangte 
£  K /f  doit  être  fèmblable  au  triangle  reâangle  PQJ^ 
&  qu'ainfî ,  en  nommant  la  donné  QJS^  />  on  aura  cette 

proportion  j  EK  (  f^aa'^xx).KH  {y)  :  :  Pil{i).  QS  {f)'y 
.d'où  Pon  lire y.mea  ^  K  a a-rtr^ ^  ^^^ .  Quarrantçba^ 
que  membre  pour  ôter  les  incommenfurables  y  &  met- 


tant   par   ordre    l'égalité  ,    on   trouve  x x*>^  *^^    k 


If — ZJtlEmMmo^  dont  Tune  des  -racines  fournira  poor 

4K  {x)  une  valeur  telle  que  décrivant  ira  cercle  du 
centre  K  &  du  rayon  iCO  ,  il  coupera  la  ligne  DE  aux 
deux  points  cherches  D^E. 

On  peut  trouver  les  racines  de  cette  égalité ,  felon  les 
.articles  580.  ou  381.  (Liv.  préced.)  :  mais  quoique  les 
méthodes  qu^on  y  explique  foient  tres-fimples  eu  égard 
À  leur  généralité;  il  arrive  ^leanmoins  très  îbuvent  qu'en 
condderant  avec  attention  la  nature  d'une  queftion  par- 
ticulière ,  on  trouve  des  xronftruâions  plus  faciles.  Par 
exemple  ^  on  peut  temarquer  ici ,  1^.  Que  iî  par  le  point 
de  milieu  p  de  la  ligne  OC  qui  joint  les  deux  points 
donnés ,  on  mené  la  perpendiculaire  F<t  qui  rencontre 
en  G  la  ligne  DE  donnée  de  poOtion  ,  on  aura  AGessd-^ 
car  nommant  A  G  ^  z^-^  les  triangles  reâangles  G  AO 

G ^C^  donneront  GOtssas^xj^^^  &  G C^ ess s^x^-^i c x, 
^cc-^b b^  &  comparant  enfemble  ces  deux  valeurs 
qui  doivent  être  égales  entr'elles ,  puifque  le  point  G 
eft  dans  la  perpendiculaire  F  G  qui  divifë  par  le  milieu 
Ja  ligne  OC,  il  vient  z,x^^aa^azz^z^'^ic%r{^cc'^bb^ 

d'où  l'on  tire  AG{  ^)  vm  *l=lfclf  «  d.  i^  Que  l'égalité 

fl^  aa-^xxxsacd^^cx  qui  renferme  les  conditions  du 
Problème,,  fe  réduit  à  cette  proportion  5  GK  (d^x). 

KO  (  f^aa^xlc  )::  jQ^StfjAB  (  v)  :  de  forte  que  (î  Ton 
fjipf.  jjo^  décrit  *  le  lieu  de  tous  les  points  K  tels  qu'ayant  meoé 

aux  deux  points  donnés  G,  0,  les  droites  KG ^  KO^ 
elle  foicBt  toujours  entr'eltes  en  la  raifon  donnée  de 
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.^l^  i  itf  5  (  ce  lieu  coupera  la  ligne  Z)£  au  point  cher- 
ché K.  Ce  qui  donne  la  conftruâioh  fuivante  qui  e(l 
très  (Impie. 

Par  le  point  de  milieu  F  de  la  ligne  O  C  qui  joint  les 
deux  points  donnés  ayant  mené  la  perpendiculaire  FG^ 
qui  rencontre  en  G  la  ligne  D  E  donnée  de  pofition ,  on 
divifera  la  ligne  OG  au  point  M^cn  forte  que  G  M. 
MO::  QJS.  A  jS.    Et  on  la  prolongera  du  côté  de  G  juf. 

3u'au  point  .2V,  en  forte  que  G  N.  NO  :  :  dS.  A  B.  Dû 
iametre  M  Non  décrira  un  cercle  qui  coupera  la  ligne 
D£  en  un  point  Ky  duquel  point  comme  centre  ,  &  du 
rayon  K  0  ayant  décrit  un  cercle  $  ce  cercle  rencontrera 
la  ligne  D  E  aux  deux  points  cherchés  D  ^E. 

Comme  le  cercle  qui  a  pour  diamètre  la  ligne  MN^ 
coupe  la  droite  D  J?  non  feulement  au  point  K ,  mais  en- 
core en  un  autre  point  Z  j  il  s'enfuit  qu'on  peut  fe  fervir 
du  point  Z  de.  même  que  Ton  a  fait  du  point  K ,  pour 
trouver  fur  la  ligne  JD  S  deux  autres  poids  qui  fatisfe- 
ront  également  ,  &  qu'ainfî  cette  queftion  peut  avoir 
deux  différentes  folutions. 

Si  Tangle  DCE  deyoit  être  droit  auïïî  bien  que  l'an- 
gle  DO^y  il  eft  clair  que i2JS  (f)  deviendroit  nulle ,  & 

qu'ainfî  l'égalité  fl^aa-^xx^sscd^m^cx  fe  changeront 
en  celle-ci  cd^^cx^r^o  ^  d'où  l'on  tire  xzs^d  5  c'eft  à  dire 
que  le  centre  K  tomberoit  alors  fur  le  point  G.    Et  fi  le 

point  B  tomboit  fur  le  point  A  ,  l'égalité  fl^ aa-^xx 

:ms^cd^^cx  fe  changeroit  en  celle-ci  /  va  a-^x  x  *ssfîi:!i 

en  mettant  pour  ^^fa  valeur  ^^~^^^^^,  &  eflaçant  en. 

fuite  les  termes  où  c  (qui  devient  en  ce  cas  nul)  fe  ren- 
contre )  d'où  l'on  voit  que  dans  ce  cas ,  û  du  point  O 

comme  centre  ^  &  du  rayon  <?iC=«i~iion  décrit  un 

arc  de  cercle, il  coupera  la  ligne  DE  au  point  cherché  JC. 
Ceci  s'accorde  parfaitement  avec  les  articles  66.  67.  68. 
du  Livre  fécond  y  &  la  conftrudion  générale  peut  fer- 
vir i  trouver  tout  d'un   coup  dans  une  Ellipfe  donc 

Aaa  iij 
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d€ux  diamètres  conjugues  font  donnés ,  deux  autres  dhs 
mecres  conjugués  qui  failent  entr*eux  an  angle  donné}, 
ce  qui  dans  Tart.  6j.  avoic  été  renvoyé  icL 

EX^EMPLE     IV. 

P 1 4. 14J,        432.   i  R  o  î  s  points  A^  ^,C,ctant  donnés ,  en  tfou- 

Ter  on  quatrième,  M^  duquel  ayant  mené  à  ces  points. 
\^%  droites  MA^MB^  Af C  }  les  difl&rences  de  Tmoc 
d'elles  aux  deux  autres  foient  données. 

Cette  queftion  eft  (ûfceptible  de  trois  <jh£rrens  cas. 

^  Car  ou  les  trois  lignes  M  A  ^MB  yMC  ^  font  toutes 

égales  entr'eiles  }  ou  il  y  en  a  feulement  deux  qui  (oient 

égales  entr'eiles  }  ou  enfin  toutes  les  trois  font  inégales 

entr'elles. 

Premier  cas.    Lorfque  les  trois  lignes  MA ,  MB^MC^ 

font  égales  entr*elles  5  ou  ce  qui  eft  la  même  chofe  lorf- 

«       que  les  deux  diôerences  données  font  nulles.    Il  eft  clair 

que  le  point  cherché  M  fera  le  centre  du  cercle  qui  pat 

iè  par  les  points  donnés  A^B yC. 

F I  G.  i4(î.       Second  cas.    Lorfque  deux  des  trois  lignes  MA^  MSy 

JWC,  coiyime  MA ,  MB^  doivent  être  égales  entr'eiles  ; 
ou  (ce  qui  eft  la  naême  chofe)  lorfqu'une  des  difièreocts 
données  eft  nulle. 

Ayant  tiré  du  point  donné  C,la  perpendiculaire  CO 
fur  la  ligne  A  B  qui  joint  les  deux  autres  points  donnés  il , 
B  5  du  point  ^ que  Ton  fuppof^  être  celui,  qu*on  cherche, 
ayant  mené  les  droites  MP^  MQ^  parallèles  iCO,OB\\\ 
eft  clair  que  AP  fera  égale  à  PS\  puifque  A  M  doit  être 
égale  à  MB^  Nommant  donc  les  données  AP  ou  PB ,  a  y 
OPy  b'yOCyC,  AM^MCjs  &  les  inconnues  AM,K\ 
P  M^y  î  les  triangles  redangles  APM^  Mdf  ,  dcfû- 
neront  ces  deux  '  égalités  z^s^mmaa -^jy  ^tc  ^^— ^A 
-4- jf «« cc^m^xcy  •+-//  +*  ^ ^  5  d*où  en  retranchant  par 
ordre  chaque  membre  de  la  féconde  de  ceux  de  la  pre* 
miere.,  il  vient  i/x.*— jfcsa^^^-.^r-l-iry  — ^^,  qui  fc 

réduit  a  cette  proportion  <.  y^^  tilzLtz^^^ i:c,f. 
De  là  on  tire  la  conftruâion  fuivante. 
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Soie  menée  par  le  point  de  milieu  P  de  la  ligne  AB  ^ 

la  perpendiculaire  PBt^  "t^JZÏÈ^Zllll ^    Soit  divifée 

rhyporhenufe  AD  prolongée  du  côté  qu'il  fera  nece/1 
faire,  aux  points  JB,  JF  i  en  forte  que  AE.  EDiic.f^  & 
AF.  F D  i\c.  f.  Du  diamètre  EF  foit  décrit  un  cercle^ 
il  coupera  la  ligne  PD  au  point  cherché  M. 

Car  ayant  mené  la  droite  ikf  ^^  il  efl  clair  par  la 
propriété  du  cercle  E  JM  F  ^  *  que  AM  {\).    MD  ^Art.^^. 
ly-^ ^^^^^'^^^'^'f  \i:c./^6c par  la  propriété  de  la  per- 

pendiculaire  F Mj  que  zjjssaa-^yy.  Or  comme  ces 
deux  équations  renferment  les  conditions  du  Problême , 
il  s'enfuit  &c. 

Si  par  l'autre  point  2V,  où  la  ligne  DP  rencontre  la. 
circonférence^  on  mené  les  droites  iST^,  -ATjS,  NC^ 
les  deux  NA^  2T B  ^  feront  égales  entr'elles*,  8;  la  dif- 
ference  de  chacune  de  ces  deux  droites  à  la  troifîéme 
2TC  fera  égale  â  la  donnée/  5  de  forte  que  le  point  2Î 
fatisfait  aum ,  mais,  avec  cette  différence  que  iVT  C  efl  la 
plus  grande  des  trois  droites  N A ^  N B ^  ^C  y  au  lieu 
que  MC  efl  la  plus  petite  des  trois  MA^  MB ;M C. 

On  peut  encore  refoudre  ce  fécond  cas  fans'  aucun  F  x  g«  247» 
calcul.  Je  fuppofe  comme  auparavant  que  M  foit  le 
point  cherché ,  &  ayant  tiré  \ts  droites MA^  MS^MC^ 
]t  décris  du  centre  C,&  du  rayon  CD^saM  A^^MC^ 
un  cercle  DEKFH*  Du  point  D  où  la  ligne  MC  ren- 
contre ce  cercle ,  je  mené  aux  deux  points  donnés  A ,  B^ 
les  droites  DA^DBqui  rencontrent  le  cercle  aux  points 
£ ,  F  9  par  où  je  tire  les  rayons  EC ,  CF^  Se  h  corde 
EF.  Cela  fait  ^  puifque  MC-^CD  ou  MDasmMA^ 
&que  les  lignes  CD^  C Ey  font  rayons  d'un  même  cer* 
de ,  les  triangles  D  MA  ^  DCE  ^  feront  ifofcelles  j  & 
par  confequent  femblables  parce  que  l'angle  en  D  efl 
commun  :  c'eft  pourquoi  les  lignes  C E^  MA^  feront  pa- 
rallèles. On  prouvera  de  même  que  les  lignes  ^CF^MB^ 
feront  auffi  parallèles  j  ce  qui  donne  DA.  DEii  DM. 
DC::DB\  DF.   Et  de  U  on  voit  que  toute  la  difEcultc 
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fe  réduit  à  trouver  fur  la  circonférence  du  cercle^ 
D  i  K  F  H  ^  le  point  D  tel  qu'ayant  mène,  les  droicesv 
Z)  ^ ,  DB  ^  qui  rencontrent  la  circonférence  aux  points 
£  ^  F  j  la  corde  E  F  foit  parallèle  à  la  ligne  A  B.  Or  cela. 
fe  peut  faire  ainC. 

Ayant  décrit  du  point  C  un  cercle  qui  ait  pour  rayon 
une  ligne  CD  ^sa  A  Af  «—  MC ,  &  ciré  A  C  qui  rencontre 
ce  cercle  aux*  points  K  ^H  ^on  prendra  fur  A  B  h  par- 
tie A  G  quatriénie  proportionelle  à  A  B  ^  AH^A  K^ic 
on  mènera  du  point  G  1^  tangente  GM  au  cercle  £DHFK. 
Ayant  mené  par  le  point  touchant  E  la  ligne  A  E  qui. 
rencontre  le  cercle  au  point  D ,  on  tirera  D  Cy  ïux  laquelle 
on  prendra  le  point  M  tel  que  DM.DC  :;  DA,  DE, 
Je  dis  qu'il  fera  celui  qu'on  cherche. 

Car  par  la  propriété  du  cercle  D  EKFH  le  redanglc. 
Fî  A  ^  A  K  xwlD  A  ^  A  E  y^i  ^vc  confequent  BA,  AD  :  : 
A  E,  AG  :  c'eft  pourquoi  les  triangles  DAB^  GAEy^ 
qui  ont  l'angle  4»  commun, ,  &  les  côtés  autour  de 
cet  angle  réciproquement  proportionnels ,  feront  fenu 
blables.  L'angle  A EG  fera  donc  égal  à  Tangle  ABD\^ 
mais  cet  angle  AEG  étant  fait  par  la  tangente  EG  U. 
par  la  corde  D  E  prolongée  du  coté  de  £ ,  a  pour  me- 
Iijre  la  moitié  de  Tare  DE^  Il  fera. donc  égal  (en  tirant 
par  le  point  F  où  la  ligne  D  B  rencontre  la  circonféren- 
ce ,  la  corde  EF)  i  Tangle  D  F  E  ^U  par  confequent  les 

'      >  lignes  F  E^A B  j  feront  parallèles  entr'elles..  Or  par  la, 

conftruûion  D  C.  DM  :  :  D  E  DA  :  :  DF.  FB.  Les  trian- 
gles D  MA ^  DM  B  y  feront  donc  ifofcellesi  puifque.  les 
txiangles  DCE^  DÇF^  qui  leur  font  femblables  font 
ifofcelles.  Les  lignes.^  Jl<,  MB^  feront  donc  égales 
chacune  a  D  M^  6c  par  confequent  entr'elles  ^  &  de  plus 
A  M  où,  DM  furpadêra  MC^  de  la  grandeur  donnée 
CD.   Et  c'eft  ce  qui  ctojt  propofé. 

¥lQ,lJ^,8,       Troifiéme  CM.    Lorfque  les  trois  lignes  MA^MF^ 
MC^  font  inégales  entr'elles.    Du  point  donne  C,  je 
ntene  la  perpendiculaire  CO.fur  la  ligne  AB  quijoiDC 
Içs  deux  autres  points  donpés  }  &  du  point  M  i  <]u^  j^ 

fuppofc 
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£ippore  être  celui  qu'on  demande ,  les  perpendiculaire» 
MP ,  MQj^  fur  les  lignes  ^JB^  co.  Je  nomme  les  données 

^Oya',OBièrCO,Cyy4M^M£,d',^M^MC,fi&C 
les  inconnues  OP^^^PM^jr-^  AM^t^:  ce  qui  donne 

CMt^x^'^f.  Par  fe  moyen  destriangles  reâangles^P-W/ 
BP^My  (^Q^i\^  trouve  les  trois  équations  furvanrès  j  la 
première,  ^.x^^r^aa^xax'^xx^yy^  la  deuxième^ 
;ç;^— irfsi;+^^/«sa^^  — i^xH-Arx-4-j^j^  5  la  troifiéme^ 
xj^^ifz^^ffwsr^cc — xcy  r-¥yy^  XX  j  &  retranchant 
par  ordre  les  membres  des  deux  dernières  de  ceux  de  Ui 
première ,  je  forme  une  quatrième ,  &  une  cinquième  équa- 
tion )  fçavoir  la  quatrième ,  idz^^^ddtssxaa^^bh^  xax 
^xbxybi  la  cinquième ,  7.fx^^ffz=sLaa-^cc^ia  x  -+i  cy:^ 
Jp  mets  dans  la  première  équation  â  la  place  dej^^  le  quar- 
rè  de  la  valeur  de;|f  trouvée  parle  moyen  de  la  cinquième^ 
&  enfuite  â  la  placede  x  fa  valeur  trouvée  par  le  moyen  de 
la  quatrième  )  &  â  la  place  de  x^x  le  qoarré  de  cette  valeur  : . 
ce  qui  donne  enfîa^une  égalité  où^il  n'y  a  plus  d'inconnues 
que  la  feule  ^quine  monte  qu'au  quatre.  Ceft  pourquoi 
on  la  pourra  toujours  reibudre  en  n'employant  que  des li... 

Îrnes  droites  &  des  cercles ,  comme  Ton  a  enfeigné  dans 
es  articles  380 ,  ou  381.  (  Liv.  preced.  )  Or  ayant  la  valeur 
de  l'inconnue  x^s  il  edfecile  de  trouver  le  point  cherché 
Jl/}  car  il  fer» dans  l'interfeâioa  de  deux  arcs  de  cercle^ 
dpnt  l'un  aura  pour  centre  le  point  A  \  &  pour  rayon  la^. 
ligne  ^  -M  (  O  î  &  l'autre  pour  centre  lepoint  3 ,  &  pour 
rayon  la  ligne  J3  M  {zj^d). 

On  voit  z&ii' qu'en  achevant  lé  calcul ,  on  feroit  arrivé- 
i-une  égalité  da  deuxième  degré  qui  auroic  renfermé  dans 
{es  termes  des<)ttantitès  très,  compofees»  de  forte  que  pour 
les  réunir  fous  des  expreilions  fimples ,  comme  le  deman- 
dent les  articles  38a,  &  381,  on  auroit  befoia  d'un  grande, 
nombre  d'opérations  ;  ce  qui  rendroit  la  conftrudion  très- 
longue.    Ceft  pourquoi  on  fe  fervira  de  celle-ci  par  le 
noyen  de  laquelle  on  réduit  ce^  cas  au  précèdent. 
Les  deux  droites  AB^.AQ^  qui  joignent  les  points  Fie.  14. 
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donnés  étant  dmCécs  par  le  miliea  aux  deux  points 
D yF,^  ayant  mené  du  point  M  que  je  fuppote  être 
celui  qu'on  cherche^  les  perpendiculaires  M P^MS^ 
fur  ces  deux  lignes  ^on  nommera  les  données  ^^,i4} 
BC,iii^M — M£,ic^AM — JWC,i</|&  les  in- 
connues DP^X'tF  Q^y.  Cela  pofé ,  fi  l'on  nomme  i  *  la 
fomme  inconnue  des, deux  droites  AM,BMi\i  plus 
grande  ^  M  fera  r-+  f  &  la  mdindre  BM  fera  t — c. 
Or  les  triangles  reûangles  APM  ^  BPM^  donnent 

PÏM*  mm^  M*  ^A  P*  ^  B  M*  ^B  P*  c'eft  â  dire  en  ter, 
mes  analytiques/*  H-  t(t  ^cc — aa — rax — xx^tt 

..^^xct'^cc — aa  ^lax  —  x x, d'où  Ton  tire/ C— î 
&  par  confequent  A  M  {t-^c)  ^i^^c  On  trou- 
vera de  même  par  le  moyen  des  deux  triangles  reâan- 
gles  AdM-,  CQM,  que  A  M  s:^  H-  </  i  ce  qui ,  en 
comparant  enfemble  les  deux  valeurs  de  ^  iti  ,  donne 
cette  équation  1^  -+  ^  t=  i^  -+  «^ ,  ou  tlî^tl  -f  d—c 

'    ^g^i2  — |.  /,  en  faifaoc  pour  abréger  d —  czzf.  D*où  il  eft 

•  clair  que  le  point  cherche  M  doit  être  tel  qu'ayant 
mené  les  perpendiculaires  MP,  M ^^  fur  les  deux 

drodtes  ^  jB ,  ^^  c  j  on  ait  cette  équation  lï  »  i^  H-  /, 
ou  ce  qui  revient  au  même  cette  proportion  x. 
y  ^zlit  6.11.   Or  cela  fufiîtpour  trouver  I^qi»ftr#c- 

tion  fiii vante-. 

Ayant  joint  les  points  dbnncs  par  les^  déùir'âroîfts 
^  £  ,  ^  c ,  &  divifé  ces  droites  par  le  milieu  aux  points 
DjF}On  prendra  fur  ^  c  du  côté  du  point  a4  la  partie 

FK  es ^5  &  ayant  tiré  fur  AB  ^  A  C  ^.les  perpendi- 

culaires  «  Z)  O  ^  X  5  ,  qui  fe  renconcfcnt  a»  point  J/, 
on  mènera  dans  Tangle  0^5  la  droite  iïJl/  qui  ^"^^^ 
le  lieu  des  points  M,  tels  qu'ayant  tiré  dechaicuo  d* 


foit 
eux 
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les  perpendiculaires  MO ,  Af  JK , fur  les  côtes  HÔ^HSi 
la  droite  MO  foie  toujours  à  U  droite  MA^  en  la  rai- 

foo  donnée  de  ^  à  ~ .    Enfuite  Ton  tirera  ^E  perpetiL 

diculaire  fur  H M\  Se  Tj^ant  prolongée,  en  G  en. force 
que  £  G  foit  égaie  à  ^  JE,  on  trouvera  par  le  fecond  cas 
le  point  M  ,  tel  cju'ayànt  mené  les  droites  Mui^M  G^ 
JM  c  5  les  deux  M  ^^M  G^ foienc  égales  entr'elles ,  & 
la  diflfcrence  do  M  ^  à  M  C  foit  la  donnée  id.  Je  dis 
qu'il  fatisfera  à  la  quedion*. 

Car  par  la  propriété  de  la  droite  /f  JVf ,  on  aura  toû- 
jourr  JVf  O  0ïiDP[x).  MR ou  J^  ^y^ify, j ^.^. 

&  par  cQiîfequent  le  point  M  fe  doit  trouver  dans^^  cette 
ligne.  Il  fera  donc  également  éloigné  des  points  ^,  G  j, 
mais  de  plus  la  différence  de  ^  Ai  â  MC  doit  être  li 
donnée  xd.    Donc  &c. 

K  E  M  A^  &  QJ7  t. 

453*  S I  ^u  liea  que  dans  cet  exemple ,  les  deux  dif- 
ferences  de  Tune  de  ces  trois  droites  M^  ^MB  ^  MCy  •'  * 
aux  deux  autres  font  données  ^  on  vouloir  à  prefent  que  ce 
faffenc  les  deux  fommes  de  Tune  de  ces  droites  avec  cha. 
cune  Ats  deux  autres ,  ou  bien  la  fbmme  de  Tûne  d'êlles^ 
avec  une  autre  Se  la  di&rencç  de  la  mêrrre  avec  la  troifié- 
me  :  la  queftion  n*en  deviendroic  pas  plus  difficile ,  &  oti  \. 
pourroic  toujours  la  refoudre  par  les  niemes  niethodest^ 
Ce  qne  j^  n'expliquerai  point  en  détail  3' afin  de  lai0er 
quelque  chofe  à  l'induArie  des  Leâeurs. 

COHOL  L  A>I  RE:     l; 

S  4rH*  xJ^hJi^on  voit  comment  cm  peut  décrire  un 
fâerdfi  qui^  touche  trois  eerdcs  donnés. 

.  '  Offi  iûient  les  points  A^B^C^  les  centres  des  cercles  p|^  ^jo. 
d0miés.v&  le  point  M  ccbii  du  cercle  qii'on  cherche , 
lequel  touche  les. cercles  donnés  aux  poims  D,  E^B. 
dii^cocd  que  r^ft^  voit  daoc  k  fiftuire»   Soieat  les  rayons 

Bhbij 
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des  cercles  donnes  j4D  t:id,  B ezs  69  C/'jsrj&lc 
rayon  du  cercle  qu'on  cherche  MD  om  M  E  ou  MF 
sSKi  Cclapofc^onaura^Jlf  gs^-f-**,J»^-ff=:  ^-4-^, 
M  Czz  ^~  ^  i  &  partant  ^  Jlf—i Al  B  isia^^t^MB^MC 
S  ^-4-f,-^-M— 3f  e  ss^-4-f.  D'où  il  cft  évident  que 
Ja  queftion  fe  réduit  â  trouver  un  point  M  ^  duquel  ayant 
mené  aux  trois  points  donnés  •//,*,  cjes  droites  MA^ 
MB  yMC^  leurs  difierences  foient  données. 

^- 

CorollaireIL 

Fi«.  151.        435'  JL/B-LA  on  tire  encore  la  manière  de  décrire 

M^-  une  Seûion  conique  qui  ait  pour  foyer  un  point  donné 

F ,  Qui  pafTe  par  deux  autres  points  donnés  ^  ^  c  ^  &  qui 
touche  une  ligne  droite  DE  donnée  de  pofîtion. 

On  doit  diftinguer  ici  deux  diflèrens  cas ,  dont  le  pre- 
mier eft  9  lorfque  les  trois  points  donnés  F^B^  C^  tombent 
du  même  côté  de  la  droite  indéfinie  27£}  &  le  fécond 
lorfqu'ils  tombent  de  part  &  d'autre. 

fie.  ICI.       Premier  cas.    Ayant  mené  FD  perpendiculaire  fur 

DE  ^  Se  l'ayant  prolongée  en  ^  en  forte  que  DA  (oit 

égale  i  DF  j  on  tirera  les  droites  FB y  Fc.   On  trou- 

'  vera  le  point  M  tel  que  la  différence  de  A  M  ic  JBM 

foit  égale  iFB^&c  celle  dt^M  U  MC  égale  à  FC.  On 

^Dif.  i.It  décrira  enfuite  *  une  Seâion  cpnique  qui  ait  pour  fes 

&  i.  III.     deui  foyers  les  points  JF,  Jwf,  &  pour  Taxe  qui  paflèpar 

leis  foyçrs  une  ligne  égale  â  A  M.  Je  dis  qu'elle  fera  celle 
"qu'on  cherche.  .    '  .      . 

Car  I®.  Le  point  E  où  la  ligne  A  M  rencontre  la  droi- 
te D  £  eft  â  la  Seâion ,  puifque  FE  étant  égale  i^E^on 
aura  dans  r£iUpfe  la  fomme  des  droites  FE^  £Jlf  ^  &dan$ 
l!Hyperbôle  Ja  difierence .égale  à  Taxe  qui  pafle.par  les 
foyers  ^  &  par  la  même  rai/bn  les  points.  J},  C,  feront aoffi 
datos  la  Seàion:  1^.  Par  4 a  conflrudion  les  angles  i^£i>, 
DE  As  font  égaux  entr'eux  }  &  par  confèquent  la  ligne 

»  Art.  ^e«    JS  Z)  eft  *  tangente  en  £ . 

&  ix}«  }X  faut  iremarquer  d^uis  ce  .cas  que  lorfqu'on  cherche 
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Je  foyer  M  du  même  côté  du  foyer  donné  F  par  rapport 
à  la  ligne  27  £ ,  la  Seâion  qu'on  trouve  eft  une  Ellipte  j  au 
Jieu  qu'elle  fera  une  Hyperbole  ou  deux  Hyperboles  op- 
pofees^  lorfqu'on  le  cherc^iera  de  Tautre  côté» 

Second  cas.  U  eft  évidenc  que  dans  ce  dernier  cas  il  ne  Fi  «•  i^ù 
peut  y  avoir  d'Ëllipfe  qui  racisfaiïe>  mais  feulement  deux 
Hyperboles  oppoiees.  Pour  les  trouver  $  ayant  mené 
comme  dans  le  premier  cas  I D  perpendiculaire  fur 
2)  £  ^  &  l'ayant  prolongée  en  ^  en  force  que  2)  A  foit 
égale  à  D  i^  )  on  cherchera  le  point  M  tel  x]ue  la  (bmme 
dçAMScJBM foit  égale  â  la  donnée  FB^Uh  différent 
ce  de  j4  Mie  m  C  foit  égale  à  la  donnée  F  C.  On  dé. 
crira  enfin  deux  Hyperboles  oppofées  \qui  ayent  pour 
foyers  les  deux  points  F^M^  &  dont  le  premier  axe 
foit  égal  iAM.  Je  dis  qu'elles  ont  les  conditions  re- 
quifes. 

Car  1°.  Le  point  £ ,  où  la  ligne  A  M  rencontre  la  ligne 
DE^  fera  à  Tune  de  ces  deux  Hyperboles  ,  puifque  F E 
étant  égale  à  A  Eyh  diilèrence  des  droites  FE  ^me^  fera 
égale  i  uiM  valeur  du  premier  axe  ^  &  par  la  même  rai- 
fon  les  points  B ,  C,  feront  â  ces  Hyperboles,  i^,  La  ligne  *Arr.  njj 
DE  fera  *  tangente  en  £^  puifque  par  la  conftruâion  les  " 
angles  AE  D ,  DE  F ,  font  égaux  entr'eux. 

Si  le  point  C  tomboit  du  même  côté  du  point  B  par 
rapport  â  la  ligne  D  £  la  fomme  des  deux  droites  A  M  * 

ic  MC  feroit  égale  â  U  donnée  /*<:  ^  au  lieu  que  c*eft  la 
dif&rence  lorfque  les  points  BjC^  tombent  de  part  & 
d'autre  de  la  ligne  D  E  >  comme  Ton  a  fuppofé  dans  cette 
figure. 

Si  Ton  propoïbit  de  décrire  une  Seâion  conique  qui 
eût  pour  foyer  un  point  donné ,  pour  tangentes  deux  li* 
gnes  données  de  portion ,  &  qui  pafiat  par  un  autre  point 
donné  3  on  trouveroit  par  le  moyen  de  ces  deux  ligaes 
deux  points  comme  Pon  vient  de  faire  le  point  A  y  def- 
quels  ayadt  mené  deux  droites  qui  aboutiflènt  i  l'autre 
toyer  qu'on  cherche ,  elles  doivent  être  égales  entr'elles , 
&  leur  difierence  pu  leur  Ibmme  avec  celle  qui  part  du 

Bbbiij 
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point  où  doit  paflër  la  Seâion  èc  <]ui  aboutir  au  même 
foyer ,  fera  toujours  donnée  :  de  forte  qu'on  pourra  coû. 
jours  résoudre  la  queftioo  par  le  moyen  de  TExemple 
précèdent  &  de  fa  Remarque.  Enfin  s'^l  falloir  décrire 
*'  une  Seâion  qui  touchât  trois  lignes  données  depofirion^ 

8f  qui  edr  pour  foyer  un  point  donné  5  on  crouveroic  par 
le  moyen  de  ces  trois  lignes  trois  points ,  comme  l^on  a 
fait  le  point  ^  par  le  moyen  de  ta  ligne  D  E  dans  les 
deux  cas  precedens ,  &  le  centre  du  cercle  qui  pafleroic 
par  ces  crois  points ,  feroit  l'autre  foyer  de  la  Seâion  ^ 
laquelle  aurok  pour  premier  a3ce  une  ligne  égale  au  rayoa 
de  ce  cercle. 

On  doit  obferver  dans  tous  ces  differens  ca»^  que  fi  le 
point  cherché  iM'étoit  infiniment  éloigné  d«  point  F\ 
la  Seâion  deiriendroit  alors  une  Parabole  dont  les  diamè- 
tres feroient  parallèles  aux  lignes ,  qui  ^  continuées  à  Tia- 
fini)  aboutiroient  au  point  cherché. 

Exemple    V. 

Fie*  ijy        43  ^*  U  N  B  Parabole  NCS  étant  donnée  avec  un  de 

fes  arcs  M?{  >  trouver  un  autre  arc  it^S  qui  fi^it  d  Tare 
M  Ny  en  raiion  donnée  de  nombre  i  nombre. 

Ayant  prolongé  l*axe  de  la  Parabole  du  côté  de  (on  ork* 
gine  c  juKjues  en  A  ^  ea  forte  que  C^  fok  égal  â  la  moicic 
de  ion  paramètre  ,  &  décrit  une  Hyperbole  équilatere 
£^  F  qui. ait  pour  centre  le  point  C  U  pour  la. moitié  de 
£bn  prèm^ier  àxe  la  ligne  c^\on  menera^ parallèlement  à 
l'axe  c  ^  les  droites  MB  ^  N  E^  KD^  S  F ,  qui  rencon- 
trent le.  fécond  axe  aux  points  H\  L^  K^  O ,  &  THyperbole 
aux  points  j?,  £,  D,  J^ ,  defqueis  on  tirera  (ùr  les  Alympto^- 
tes  les  perpendiculaires  i?P,  Ed^  DGy  FI.  Gela  fait,  il  cft 
vifible  que  le  redangle  >^C «^ Mf iV^ ou *^le Trapefe  hyperbo^ 

^jin.  24tf.  liqôc  H3E  L  eft  égal  au  Seâeur  hyperbolique  CEE  pi» 

le  triangle  CLE  moins  le  triangle  ci:irj?i&  de  méioeque 
^C«i'iR5«CZ)JH-cof— C/CD.  Orfuppoiâmqucia 
saifon  donnée  4e  l'àrc  M  Ni  l^arc  K S  foit  comme  m dk 
à.  H ,  les  kttres  'sW  <8c  «  escpliquent  des  nombres  auias  qucU 
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conques)  on  aura  par  la  condition  du  Problême  ^c^MN 
ou  Cif£-t-  CX£  — CH-ff.  ACmKS  omCBF^COF^ 
CKD  :  :  ;».  n  ^  fc  par  confequenc  n  CBE^n  CL  E— »  CHB 
zrimCD F^mCO  F — mCKB.  Si  donc  Ton  nomipe 
les  données  CP ^b  ^^ Q^^ci l'inconnue  C Cr ,  x  .  ^  qu'on 

prenne  C/  Sx  ^  p ,  il  eft  clair  *  que  le  Sedeur  hyper-  *An.  iij. 

bolique  C5£,  CD -F::  »^.«,&qu'ainfî»  Ci  £=3  m  CD  F? 
d'oii  Ton  voie  que  régalité  précédente  fe  change  en  celle- 
ci  nCZE — nCFlJB:=imCOF — mCKD  qui  ne  ren. 
ferme  plus  d^efpices  hyperboliques ,  mais  feulement  des 
triangles  reâangles  dont  il  s'agit  maintenant  de  trouver 
les  valeurs  analytiques. 

Les  droites  C-P,  H  JB  ^  forment  en  s'entrecoiipant 
au  point  Kdeux  triangles  redangles  P^FiC^  f^PjB  ^qui 
font  femblables5  puifque  les  angles  en  ^  étant  oppofës 
au  fommet  font  égaux  j  ce  qui  donne  Hf^.CJ^n  VP. 
VB  ,  &  en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens 
Hf^npr^  ^Cf^n  VP.  De  plus  à  caufe  de  l'Hyperbole 
cquilatere  £  ^  F,  Tangle  rCA  ou  CrFi:  *  eft  demi  *Def.i6. 
droit  ,  &  par  confequent  le  triangle  reâangle  CJ^^ni. 
eft  ifofcelle  ,  auffi-bien  que  fon  femblable  P^P  By  ce  qui 

donne  ;^i>—  PB,CH::^HP^,6cCr*^CH^'+-Hp* 

zs  iH  P^  .    Donc  le  quadruple  du   triangle  reâangie 

CHS^c'cCt i  dire  iCHn HByz  i  H  V*  H  f^-k-  P^B^ 

H-»c^«t>p7>-4-^*  eft  le  quarréde  ÇV^VP  <m. 
de  CP.  £c  p«r  confequeot  le  triangle  CHB  tr^cT* 
'-^TjPB  .  On  prouvera  de  même  que  le  triangle  CLE 
=3  i  c5. —  \  ^^* ,  que  le  triangle  C  /c  D  s-  i  CG* 
— {  GD  ^ic enfin  que  le  triangle  c  q /«i  c/* — \^\ 
C'eft  pourquoi  nommant  a  a  la  puilTance  de  l'Hyperoole^ 

00  aura  le  triangle  CH B  ti\ht ^  ,  le  triangle 


n 


584  L1TB.B.  Dix  rB'Ml. 

CZE  t^-ct — JL. ,  le  triangle  CKD  ss-jxx— JL.,le 


4^#  4** 


•Jrt.  fh  «riangïe  <^o  ^  ==T  ^F- -  ;^ '^^T.  >  P»i%«c  *  ^i? 


iJ#      ^  ^  .     .*«  --  J» 


^,  j^  £2—  ,  JF  5=i~  jf/^^  :  &  mettant  ces  valeurs 

.   ,   d  la  place  des  triangles  qu'elles  exprinient  dans  régalicé 
ne  LE — nCHB  tzmCOF — »iCXi>  ,  on  en  formera 

celle.ci^:»*!^^ — 1., — **-+-~B*x«ï^'^^A/'r-— —  t/— 

—-XX H-  -^  qui  (e  réduit  ^  en  opérant  félon  les  règles 

4»jv 

ordinaires  de  l'Algèbre  ^  à  cette  égalité  du  deuxième  de* 

m  m 

grc  x^— IT^*":;: >^*H'  ^*-^    ~  «r^,  donc 

la  refolucion  doit  fournir  pour  CG  (  x  )  une  valeur  telle 

m  ^ 

qu'en  prenant  CllziK  f/j^ ,  &  tirahr  lès  perpendiculai- 

res  6 D ^IF ,  qui^rencontrent  l'Hyperbole ^quilatere aux 
points  ByF'^  l'arc  R  S  que  les  parallèles  BRyFS  d  l'axe 
coupent  fur  la  Parabole  ^  fera  d  l'arc  MN  tn  la  raifon 
donnée  de  n  k  m. 

.  U  efl:  à  propos  dé  remarquer,  j^.  Que  le  fécond*  terme 
de  cette  égalité  eft  toâjours  négatif^  parce  que  c Qj;c) 
fiirpaflé  CP  (^)  3  &  qu'ainfi  cçs  deux  racines  feront  toutes 
deux  vraies  ou^toutes  d<eux  imaginaires ,  (elon  que  la  mo)^ 
tié  de  la  grandeur  connue  au  fecand  terme  eft^  plus  grao- 

de  ou  moindre  que  /f  ^  ^  ~  racine  quarrée  du  dernier 

terme  :  c(rqui  eft  une  fuite  de  la  refolution  des  égalités 
du  fécond  degré.  1*,  Que  TFg^'çxx)  étant  une  des  ra* 
cmes  de  cct^e  égalité  ,  ÂF  en  fera^  l'autre.    Car  puifque 

*jirf^ft,  c/=i*^jr,ns'enfijit*que/J=:^^;r.  Oronf<jait 

que  le  dernier-terme  d'une  égalité  ,  eft  le  produit  de  /es 

racines.   Si  donc  on.  diriiè  le  dernier  terme  a*"!/  —  de 

l'égalité 


k 


» 
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Pcgalité  précédente,  par  le  quarré  co  (xx)  que  Ton 
fuppofe  être  l'une  de  Tes  deux  racines  ^  Taucre  fera 

iT  ^flT  qui  cft  le  quarcé  de  FL  D*où  Ton  voit  que  fi  Ton 

f)rend  fur  les  deux.  AfyurpKHnes  les  parties  CG ^CT ^  cga^ 
es  aux  deux  racines  de  1  égalité  précédente  \  ôc  qu'ayant 
tiré  les  parallèles  G  D ^T F^  aux  Afymptotes^  on  mené 
par  les  points  D  ^F  ^oix  elles  rencontrent  l'Hyperbole 
ëquilacere  E  AF  ^  les  parallèles  BRy  F  S  ^  i  Taxe  :  elles 
couperont  fur  la  Parabole  Tare  cherché  R  S. 

Si  m  :r:  ^ ,  l'équation  générale  fe  changera  en  celle-  ci 


^      bhic — il* 


^Thh 


ce 


«  xx^t — ^  ^   donc  les  deux  racines  fournifl 

^c 


fcncCG(x)=3^=3  CP,&cr(x)csiI=3.^£jd*oùil 

fuie  qu'on  trouve  par  leur  moyen  un  arc  RS^  iemblable- 
ment  poië  de  l'autre  côté  de  Taxe ,  par  rapport  à  l'arc  MK. 
Or  comme  Tôn^çait  d'ailleurs  *^que  les  deux  arcs  RS^MN^  »  jirt^  t«^. 
étant  femblablemenrpofés  de  part  &  d'autre  de  l'axe  font 
égaux  entr'eux  ^  cela  tert  à  connrmer  les  raifonnemens  que 
l'on  vient  de  faire.  De  la  il  eft.ailc  de  conclure  qu^un  arc 
parabolique  M  2V  étant  donné ,  on  n'en  peut  jrou ver  au. 
cun  autre  R  S  qui  fait  plus  procbe.ou.plus  éloigné  de  l'ori* 
gine  C  de  l'axe  &  qui  lui  foitégal  >  fans  fuppofer  la  quadra- 
ture de  quelque  Sedeur  hyperbolique  »  ou  (ce  qui  revient 
an  même)  la  redification  de  quelque  arc  parabolique. 


Si  msaii  & 


y  on  aura  x 


&  fim  &ri  &  n  SS} ,  ou ,  ce  qui  eîl  la  même  chofe  >  il 
rare- JR  &■  doit  être  a  l'arc  ilfJST  comme  3  eft  â  2  ^  on 
trouvera  ^^—  M^^3>^^H^..-ii 


.XX 


M^V 


...  .       ,  j^;&1are- 

folution  de  ces  égalités  fournira  celle  du  Problême»   Il  ea 
eft  de  même  des  autres  valeurs  de  ;»  &  n. 

M.  RerwnUt  célèbre  Profefleur  des  Mathématiques  i 
G/oangue,  a  refolu  le  premier  ce  Problême  d'une  mau 
niere  difièrente  de  celle  ci.  On  peut  voir  ce  qu'il  en  die 
daas Jes  Ades de  Leipfîcde Tannée. li^Z. p. i6i. 

Ccc 


3«tf  LiTHE   Dixii'mb. 

ËX£MFL£      VI. 

f  I Q.  154*       457*  U  N  angte  £j4 C  étant  donne  avec  ua  point  B 

au  dedans  de  cet  angle  $  décrire  un  cercle  qui  paUe  par  le 
point  donné  D ,  qui  touche  le  côté  ^  S  qtï  quelque  point 
/^,&  qui  coupe  fur  Tautre  côté  ^  c  une  partie  o  c  égale 
à  une  ligne  donnée  1  ^. 

Ayant  fuppofé  le  Problême  refolu ,  on  mènera  du  point 
donné  D ,  la  ligne  Dy4  qui  pafle  par  le  fommec  ^  de  Tan- 
gle  donné,  la  ligne  DP  qui  paflè  par  le  point  touchant  P 
&  rencontre  en  H  le  côté  u4C  prolongé ,  la  ligne  D  £  pa- 
rallèle à  >^  C ,  &  la  perpendiculaire  D£  fiir  le  côté  AB  :& 
ayant  divi(é  la  partie  interceptée  OC  (la)  parle  milieu 
en  Q^y  en  nommera  les  inconnues  j4PyX  5  ^Q^  z^  J^H^^ 
&les  données  A E^m^^ B ,giS D,6iJ)E^f^D,n. 

Cela  fait ,  on  aura  par  la  propriété  du  cercle  ^  P  {jcx) 

zs  C-/^*<y^Oou^I7^(5;,^)— ^o*(^^),&partant;^^» 
xx^aa.  De  plus  les  triangles  femblables  P£D, PAH^ 

donnent  ^£(«).^P  {x)i.DHis).HP  IzVL.  EtP£ 


-|-J[:-&*C/fj«ffO  ou  /f  y  —  j^* 


^'"^      ^^Sitf  *  -4-i^p+-  Ê^  (ea  mettant 


pouri^i;.(a  vale^rxJf^-4^^)  s:DH«^HP(^)parU 
propriété  du  cercle  5  c'eft  à  dire  qu*en  diyi&oc  par  «^j 
jon  aura  cette  cgalité  x  H-j£L^==:î«a:— .    Or 

/»  D  ou  D  H —  M  i»  ssîlinf  i  &  fi  câufe  du  triangle 


/a  valeur  »«  j  d*où  roo  lire-» =:=î; Sï* 


/* 


j_    */"*•  ^«.    -'^^.^  ,  -&.  mukiplvinc  par  i« — jif ,  & 


W— JS 
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m 


tranfpofanc  le  terme  ==1,  il  vient  ntx  •^^xx-^i/s^ 

mxx^^trmx-^Jfx^m^n'       mxx'*^mmx*^n»x^mnn  ./• 

«s 2^ =» .,  puifque 

â  caufe  du  triangle  redangle  DEjB  on  trouve /*ea^  ^ +SS 
—  zgw»-4-^^  rr»»^ — ig»j-î-^^-'  c'eftâ  dire,  parce 
que  la  divifion  fc  fait  au  jufte  ^mx — xx^ifz^  sr — m  x 
^  «  »  ou  if^  ss  X  X— i  m  x  -f-  »  ».  Quarrant  enfin  cha* 
que  membre  ^  &  mettant  pour  ^^  ùl  valeur  x  x  -{-  a  a 
on  aura  cette  égalité 

x^ — ^J^.mx^^^mfnxx — 4W  ««>?-+- ^i*        sr^ 

qui  efti  du  quatrième  degré»  &  dont  les  racines  que  Too. 
trouvera  par  le  moyen  d'un  cercle  &  d'une  Parabole 
donnée  ou  de  telle  autre  Seâion  conique  qu'on  voudra 
doii^ent  fournir  pour  ^F  {x  )  des  valeurs  telles  que  me. 
fiant  PM  perpôidiculairc  (\xt  AP\  tirant  Pn^tc  fai;. 
iant  l'angle  PB  M  égal  â  l'angle  D  i?  Jir,  le  point  Jl/ ,  où 
fe  rencontrent  les  côtés  DM^PMAm  triangle  ifofcdle 
J3PM\,  foitlecem|^  du  cercle  cherché,  qui  aura  pour 
tayon  la  droite  M  F  on  MD.  Ou  bien  (î  Ton  prend  fur 
le  côté  .^  ^  la  partie  ^  P  =:  x.  &  fur  l'autre  côté  A  €  U 

rtie  A Q^  r    xx^aa^  &  qu'on  mené  fur  ces  côtés 

s  perpendiculaires  P  M ,  .^Jlf  5  le  point  M  où  elles  iè 
rencontrent ,  iêra  le  centre  du  cercle  qu'on  demande. 

Comme  rienn'eft  plus  propre  à  donner  de  l'ouverture  â 
Pefprîr ,  que  de  faire  voir  \ts  diffîrens  chemins  qu'on  peut 
fiiivre  pour  arriver  â  la  connoiflance  de  la  même  vérité  ^  je 
vais  donner  une  autre  manière  de  refoudre  cette  queftîon  y 
qui  me  parent  encore  plus  naturelle  que  la  précédente. 

Ayant  iuppofé  que  le  point  M  Toit  le  centre  du  cer* 
cte  cherché,  on  mènera  les  perpendiculaires  MPy  MJ^ 
iiir  les  côtés  de  l'angle  donné  BAC^  &  les  parallèles  M  S^ 
MG^àce^  côtés  $  &  du  point  donné  i> ,  on  tirera  les  pa*- 
«alleles  DB ,  DE ,  DK ^à  MP  ,MF,,  AB.  On  nommera 
eafuîfe  les  donnces  D  B ,  b  yBE^j:  j  -D^»/}  ^-^i  g j - 

Gc^  ij 


*Art.  u 


3SI  LlTHS    DlXtE'MC. 

JE^m-fAByniSi  les  inconnues  APyXiP  M  ou  il/D,/» 
&on  auraP  B  ou  DJ^rsg  —  x,  AI  JCSy — ^:  ce  qui 
donne  (i  caufe  du  triangle  reâangle  M  KD)  l'équanon 
y  y  ^mg  g^~ig  jf  -+  X  X  ^  jf^— 1  by^bhi  d*où  l'on  tire  y  m 
îï2i£èî±2ff  «,  **~*i«-«-''::  en  mettant  pour  ^  ^  -f  gg  fit  va. 

Jeur  »«.  Or  à  caufe  des  triangles  fêmblabies  DSE^MPF^ 
on  a  cette  proportion  DSib)  BE  (c)::  PM  {yY  FF 
^iZ,  &  partant  AFoxxMG  r=^^=2}  &  il  caufe  destrian. 

gles  fêmblabies  DSE^MQ^^DE  (/)•  DJ3lé):: MG 


^ZiTTf;?  ),  A/j2.£=— ^^^i  Donc  puifque  par  les -conditions 

du  Problème ,  il  faut  que  QjC  moitié  de  la  partie  inter. 
ceptée  O  Ç  foit  égale  à  la  ligne  donnée  a ,  &  que  les  droi. 
tes  MCUMP  foient  rayons  d'un  même  cercle  cherché; 

il  vient  ]iïc'=ÊtffZiiii2±îf22  -+  aa  tz^MP*  {yy),  & 

mulciplianc  par jf on -^vir^bbxx — ^icxy^ccyy^aaff 
zs  ffyy:=ibbyy^c cyy^  en  mettznt  pourjf.fa  valeur  ^^ 
-^cc ,  c'eft  â  dixtffxx  ^aafftzLccxx^xbcxy^bbjy^ 
«D  ef&çanc  de  part&  d'autre  ccyy ,  &  metcanc  pour  hbxx 
•fa  valeur  jfx  x  —  ccxx^ct  qui  donne  par  i'extradion  de 

4a  racine  quarrce/f^xxH-^^  ^cx^by  e=i2î=îiîi2^ 

en  mettant  piour  j^  ùl  valeur  ^''""*^^^'** ,  &  enfin  fi  ron 

met  pour  g — r  (à  valeur  »f ,  on  trouvera  la  même  égalité 
queci.defi^us  ifrxx 


aa 


XX 


xmx 


nn. 


Voici  encore  une  nouvelle  manière  de  rendre  cette 
queftion ,  qui  donne  d'abord  une  conftruâioii  fort  aifée  $ 
mais  qui  demande  la  defcription  de  deux  Paraboles,  i^ 
Je  cherjche  le  lieu  des  points  M ,  tels  qu'ayant  mené  de 
chacun  de  ces  points  au  point  donné  D  une  ligne  droite 
^D  )&  fur  la  ligne  A  B  donnée  de  pofition  la  perpendi* 
culaire  MPices  deux  lignes  JlfD ,  MP^  foient  toujours 
égales  entr*elles  :  &  je  vois  fans  aucun  calcul  que  c'eft* 
U  Parabole  qui  a  pour  foyer  le  point  D\  &  pour  direc^ 
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tfice  la.  ligne  Ji  £.  i®.  Je  cherche  le  lieu  des  points  M^ 
tels  qu^ayant  décric  de  chacun  de  ces  points  un  cercle 
^ui  pafTe  par  le  point  donné  D  5  ce  cercle  coupe  fur  1a 
ligne  ^  L  donnée  de  pofition ,  la  partie  o  c  égale  à  une 
ligne  donnée  xa.  je  mené  à  cet  ef&t  du  point  donné  D 
la  perpendiculaire  D  Z  fur  ^  L  ^6c  d'un  des  points  cher- 
chés M  que  je  regarde  comme  donné  ^  les  perpendiculaî- 
Tes  M R ,  MQ^  fur  D Z,  jrf  Z  ,  &  ayant  nopimé  les  io^ 
connues  &  indéterminées  D R^x  \  AM^  y  5  qui  font 
entr elles  un  angle  droit  D R  Af ,  &  la  connue  BL^b*, 

j'ai  â  caufe  du  triangle  reâangle  MRI>\t  quarré  M  D* 
=3  XX  H- ^j',  &  à  caufe  du  triangle  reâangle  M£IC  le 


quarré  -MC  B«A/j2,  (^^ — xbx  ^xx)^  QC  (aa). 
Or  les  Ugnes  MD  ^M  C^  étant  rayons  du  même  cercle 
font  égales  entr'elles  ^  &  par  confequent  xx^j^yzz  bb 
*-^x^x-f  xx-+^^,  onyy^  bb-^  aa — xbx.  Si  doRC 
Ton  conftruit  la  Parabole  qui  eft  le  lieu  de  cette  équa- 
tion ,  il  eft  vilîblç  qu'elle  paflera  par  le  centre  M  du 
cercle  qu'on  demande  :  mais  la  Parabole  qui  a  pour 
foyer  le  point  T)  &  pour  diredrice  la  ligne  A  B  devant 
aud]  paffer  par  ce  centre,  il  s'enfuit  que  le  centre  du  cer- 
cle cherché  fe  trouvera  dans  l'interfeâion  de  ces  deux 
Paraboles. 

ExempleVIL 

43^*  U  ^  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  ^  U  pour  F  i  g.  155. 
rayon  la  droite  AM  ^  étant  donné ,  avec  deux  points  E^ 
F ,  fur  le  même  plan  }  trouver  fur  la  circonférence  au  de- 
dans de  l'angle  EA  F\  le  point  M  tel  qu'ayant  mené  les 
droites  AM^  EM^  FM  $  les  deux  angles  AME  ^  AMF^ 
foient  égaux  entr'eux. 

Si  les  lignes  A  E  ^  A  F ,  étoient  égales  entr'elles  ^  il  eft 
vifible  que  la  ligne  qui  diviièroit  par  le  milieu  l'angle  ' 
EAF ^  couperoit  la  circonférence  dans  le  point  qu'on 
demande.   C'eft  pourquoi  on  fuppofera  que  ces  deux  li^ 
gnes  font  inégales  ^  &  même  pour  éviter  la  confufion 

Ccc  uj 
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que  c'eft  la  ligne  A^  qui  eft  moindre  que  la  ligne  jlJ. 
Or  cela  pofé  ^  je  refouds  ce  Problême  en  deux  diSèreO). 
les  manières» 

P&£Nri£It£    MANlfi^aE. 

Ayant  fappofé  que  le  poinr  M  fore  celui  qu'on  cber* 
cbe  )  on  mènera  les  droices  MB  ^  MD  y  qui  falfeot  fur 
^F  ^AEj  des  angles  ^£^  y  MDA ,  égaux  aux  angles 
jiM  F  ^^  M  E  yic  par  confequenc  encr*eux  5  &  à  caufe 
des  criangles  (èmblables  AtM^A MB ^  6i  AEM^ 
AMD  y  oa  aura  ces  deux  proportions  A  F.  A  M  :  :AM. 
AB.  El  AE.  A  M  :  :  A  M.  AD.  Doue  puifque  les  li« 
gnes  A  F ^AE%  font  données  avec  le  rayon  AM^  les^ 
parties  A By  AD^  des  droites  Af^  AB  ^  te  feront 
auffi.  Maintenant,,  fi  Ton  mené  les  droites  MV ^UÇl^ 
parallèles  à  ^  £ ,  ^  f  ^  les  triangles  BP  M^D  QJA  fe- 
ront femblables^  puifque  les  angles  Al? M ,  AQM ,  foot 
égaux 3  comme  auffi  les  angles  ?BM^QT>M^  complemens 
à  deux  droits  des  angles  égaux  ^MB^^  MDA  •,&  partant 
fi  Ton  nomme  les  données  AB  ^  ai  A D^yb 5  &  les  incon- 
nues  AP  oxx^M  ^X'y  PAi ou  AQ^^yyotï  aura  BP  (x— ^). 
PM  (y]  ::  Db{y'^).Sl^  {^)  «  qui  donne  (enmul- 
tipliant  les  extrêmes  &  les  moyens)  cette  équation  xx — 
ax  ^yy — by  ^ouyy — hy — xx^^ax  sr  ^ ,  dont  le  lieu 
^ArÈ.  )i6.  efl^  une  Hyperbole  équilatere  qui  fe  conftruie  ainfî. 

Soient  prifes  (ur  les  lignes  A  f  ^  A  £,  les  parties  ^^, 
A  Df  troiâémes  proportionnelles  à  AF^AM  >  &  a  ^£, 
A  M  :  £oir  tirée  par  le  point  €  milicb  de  J?D  une  ligne 
droite inidéfinie  CH  parallèle  iAB^inr laquelle foit  prî- 
fè  la  partie  C X  =  f^^^bh — î^f^  (la  ligne  ADi^)len 
plus  grande  que  B  ^  (a)^  puifqu*on  a  fuppofé  que  A£' 
eft  moindre  que  A  F)  :  foit  décrite  une  Hyperbole  équi» 
latere  qui  ait  pour  centre  le  point  C ,  &  pour  la  moitié  d'un 
fecond  diamètre  la  droite  C  K^  dont  les  ordonnées  H  M 
Soient  parallèles  à  A,  D.  Je  dis  qu'elle  rencontrera  la  cir* 
conférence  du  cercle  donné,  au  point  cherché  M. 

Car  menant  CZ  parallèle  AD  ^iï  c£t  clair  <|ue  lei 
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lignes  CH ^  C L^  diviferonc  par  le  milieu  les  droites 
A  D  ^  jtB  y  aux  points  O ,  Z  $  puifque  te  poioc  €  coupe 
en  deux  parties  égales  la  ligne  S  D  ^  Se  qu'aînfi  CH  ovl 
Ar^AL:=^x^\a^HMo}X  PM^^Oz=iy^\h.  Or 

par  la  propriété  de  l'Hyperbole  cquilatere ,  HM  tsa^CH 

C/c  ,  c'eft  à  dire  en  termes  analytiques  j^^  —  h  y 
^bb^ss^xx — ax^  ^aa^^^hb — ^^^  j  d*oùl'onti?e 
l'équation  j^^ — by  =;  xx — a  x ,  qui  étant  réduite  en  pro- 
portion,  donne  *  P  {x — a).  PM  (y  )  ::  D  Qjiy — b).  QM 
(  X  ).  Donc  puifque  les  angles  BP  M^D  QJii ,  font  égaux, 
&  que  \qs  côtés  autour  de  ces  angles  font  proportionnels  ^ 
les  triangles  B  PM  ,  DQM ,  feront  iêmblables ,  &  par  con«-  . 
ïequent Tangle  MBP  fert  égal i  Tangle MD d,  &  Icwrs 
complemens  i  deux  droits  AB  M^A  DM  ^  feront  égaux* 
Mais  puifqqe  AB.  A  M  11  A  M.  A  F  ^6^  AD.  A  M  ::  AM. 
AS  ,  les  triangles  ABM  ^AM  F,ti  ADM ,  AME^itront 
£:mblables.  L'angle  ABM  fera  donc  égal  à  r^ngle  A  M  f^ 
&  Tangle  /fZ>>9i  à  l'angle  4  MS  4^  par  confequent  les  an. 
gles  AMfjAMSykfootégaLPK^  exitr'eux,  puiiquon  viçnt 
4e  prouver  que  les  angles  ABM  ^  AD  M /le  font. 

On  prouvera  de  même  que  l'Hyperbole  oppofëeàceU  . 
le  ci  coupera  la  circonférence  an  dedans  de  Tangle  op. 
pofé  an  ibmmec  d  Tangle  £  il  f,  en  un  point  M  tel  qu*.- 
ayant  mené  les  droites  AM  ^M  E^M  F-yl^  angles  AME^ 
AM  F  ^  (êront  égaux  entr'eux  :  comme  aufli  qtie  ces  deux 
Hyperboles  équilateres  oppofées  couperont  la  circonfe. 
fC0ce  a«  dedans  des  angles  qui  font  à  côté  de  ces  deux 
ei^  ciiacnne  ^en  an  point  M  tel  qu'ayajit  rae^é  les  droites 
M  A^H£^ ,  MF^^  l'angle  AME  feraégal  au  complément 
4  /cLan  dncôts  de  Tangle  A  MF. 

Si  IVam  pnend  fur  C i  la  partie  C  G  égale  i  CK  y\\t&  ^  j.^ 
•dair  *  qiae  C  ^  ^^^  1^  moitié  du  premier  dia^metre  c6n-  m  ^'  ^  * 
jiigué  à  CK  »  te  ou'ainiî  ^  Tune  des  Afymptotes  de  ce^  ^  * 
denx  Hypedbioles  fera  parallèle  à  KG.    Or  da^s «le  trian*-         *    ^^* 
^ie  i^&cWt  CÇX  ^  Tangle  ^vteme  Gco  <xi  ion  égal 
MÀD  vaut  les  deux  internes  oppofés^  c*eft  â  dire  le  dou« 
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ble  de  Pangle  CGK,  Donc  puifque  les  ligpcs  C  G , 
font  parallèles  ^.il  s'enfuie  que  la  ligne  KG  &  par  con«^ 
(equenc  Tune  des  Â(y  m  protêt  iera  parallèle  â  la  ligne* 
qui  di vir&  par  le  milieu  l'angle  D^£  De  plus  li  eft  cVu 
dent  que  la.  ligne  A.D  eft  une  double  ordonnée  au  fe- 

cond  diamètre  CK^  puifqpe  OU  ou  0^   (^^^)  srco 

(^aa)  -^ÇK^i^ii — t^^) > &  qu-'ainfi  lune  des  Hy- 
perboles  équilateres  oppoifées  paile  par  le  point  D ,  &  Tau.. 
t^'e  par  le  ppidt  A,  Ces  deux  remarques*  donnent  lieu  i 
une  nouvelle  conftruâioa  qu!il  eft.plus  fimple  que  la  pré- 
cédente :1a  vaicii. 

Fitc,  x^f..     Ayant  pris  fur  les  lignes  A¥ ^  AEy  les  parties  il  J^  if  &> 

troifiémes  proportionnelles iAF^AM^èc  à  AE^  AMr^ 
on  menerapar  le  point  de  milieu  C  de  la  ligne  Biy 
deux  droite»  indéfinies  G  H^C  K  ^  Tofie  parallèle  &  Tacu 
tre  perpendiculaire  à  la  ligne  AP ,  qui  divife  parle  roi* 

^  lieu  rabgle  donne  B  A  F.    On  décrira  enfuite  encre  ces 

deux  lignes^conune  Afyroptotes^  par  les  points^J9,  A, deuy 
Hyperboles  oppofées  ,  qui  couperont  la  circonférence  du 
•  cercle  donné  en  des  poincs^  Af  tels  qu'ayanr  mené  les 
ckojtes  MA ,  ,ME  y  MF  j  les  deux  angles  AM^ ,  AM  F  y 
feront  égaux  entr'eux  lorfque  le  point  d'interfeâion  M- 
tombe  dans  'l'angle.  EAF  o%i  dans  foa  oppofé  au  fommer  5 
&rangle  AME  fêr^xégal  au  complément  à  deux  droits, 
de  Tangje  AM  F  lorfqu'il  tombe  dans  l'uaou.dansl'àu- 
tre'  des  apgles  â  côté. 

Od  n'eft  arrivé  à  cette  dernière^  eonftruâion^^  qu'eof 
fuppofant  la  première  qui  eft  fondée  fur  le  calcul ,  &  eof 
feifant  enfuite  des  remarques  qui  font  adèrreckerchées. 
Il  eft  cependant  facile  de  la  démontrer  tout  d*un  coup  y, 
&  Ton,  farc^  attention  â  une  propriété  de  THyperbole 
équilatere  qui  fe  trouve  dans^  l'article  }6i.  (>Liv.  VIII.) 
&  qyi  d'ailleurs  fe  peut  aifément  prouver.  Car  fi  Toa 
mené  du  point  M  où: l'Hyperbole  équilatere  DM  reo* 
contre  la  circonférence  du  cercle  donné,  aux  deux  ex* 
tremités  A»  D,  du  premier  diamètre  £i>,  les  droite» 

AM,DM^ 


t 


\ 


Des.  Pb.obi,esmes  de'termine's.  353 
£M  3  BMt  qui  rencontrent  rAfympcot€  C H"  aux 
points  O ,  jD  ,  &  la  ligne.  ^  P  qui  lui  eil  parallèle  aux 
joints  5,  R  },il  eft  clair  fclon  cet  article,  que  MO  eft 
égal  à  -M.Z,  &  qii'ainfi  l'angle  MOZ  ou  M^xR  o\x 
J55 ^  eft  ëg^l  â  l'angle  MZO  onDR^.  Mais  par  la 
conftruAion  l'angle  ^^  5  eft  égal  à  l'angle  D^  iî,puiC. 
que  la  ligne  A  P  divife  par  le  milieu  l'angle  E.J  F.  *  Par- 
tant les  angles  feftans  A^B M ^  ADM^  dans  les  deux 
triangles  ABS^  Ai^D  R  ^  feront  égaux  entreux  j  d*où  il 
fuit  que  les  angles  AMF^  AME ,  le  font  auffi.  Et  c'eft 
ce  qui  étdt  propofe. 

On  peut  trouver  facilement  par-  le  moyen  de  cett« 
dernière  conftrudion  ,  une  égalité  trés-fimple  qui  ne 
renferme  qu'une  fente  inconnue ,  &  dont  la  coBftrudion 
qui  fe  pourra  faire  par  telle  Scôion  conique  q^'on  vou- 
dra fuivant  les  règles  prefcrites  dans  le  Livre  précèdent 
foui-oira  la  reiblution  du  Problème.  Soit  menée  àcec 
effet  du  point  iW  la  ligne  Jli'P  parallèle  jU'Afymptote 

/c,  &  qui  rencontre  l'autre  Alymptote  CHzxx  point 


C/c,  &  qui  rencontre  l'autre  Alymptote  Ciïau  point 
H  j  &  foient  nommées  les  données  AM^^a  s.AK^  iv 
C ^ , f  }  &  les  inconnues  AF\X'^  PM^y.  Cela  poVé , 
on  aura,  par  la  propriété  du  cercle  l'équation  *  x -+ y» 
s-  <fc<*,  &  par  la  propriété  des Hyperbblésoppofées * l'au-  *:Art.toe^ 
tre.  équatioa  CH  iHM  (-vy--  cxm^iy^ic)aBCKn  KA 
{hc)  i  ce  qjii  donne  x^ — ex- — hy  s»,  d'où  l'on  tire 
^  CS-~.    Mcttaot  lequàrré  de  cette  valeur  à  la  place 

dej^^  dans  là  première  équation  x;if-f/^  ^aa^  &  opé- 
rant à  l'ordinaire  on  formera  cette  égalité  du  quatrième.  ' 

— aa 
Or  il  l'on  mené  du  centre  cdes  Hyperbblés,  perpendil 

culairement  d  if  C,  la  ligne  GG  qui  rencontre  fa  circon- 
férence au  point  G  y\çs^  triangles  reâangles  «^  CG;  ^K  C 

donneront  CG  c^u4G  >.-.^c'mB^M*(aa)^^ÏK*léi) 

m^CJC  (cf),  C'eft  pourquoi  nommaot  la  donnée  ce?  nt< 

Ddd       '    ^ 
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on  changera  fcgalité  précédente  en  celle-ci  x* — it^ 
^  mxx-^i^^f^  X — a  abb  s;  ^ ,  dans  laquelle  les  don- 
nées font  le  rayons J»^(^),  les  lignes  AK  {b),CK{c), 
CG  (w)  »&  l'inconnue  X  exprime  des  valeurs  de  ^P 
telles  que  menant  les  perpendiculaires  PM^clks  rcn- 
contreront  la  circonférence  aux  points  cherchés. 

Pour  diftinguer  entre  les  deux  points  ou  chaque  pa- 
pendiculaire  P  M  coupe  la  circonférence  du  cercle ,  ce. 
lui  qui  fert  à  la  queftion  prefente  j  il  faut  obferver  de 
mener  P  M  au  côté  où  l'on  a  iiippofë  que  tomboit  le 
point  M  par  rapport  i  la  ligne  ^P  en  faifant  le  calcul, 
lorfque  fa  valeur  -îî-  qu'on  a  trouvé  ci-deffus  eft  pofî- 

tive ,  c'eft  à  dire ,  lorfque  x  eft  en  même  temps  vraie  & 
plus  grande  que  b ,  ou  bien  lorfqu"ellc  eft  faufle  ?  &  aa 
contraire  il  la  faut  mener  du  côté  oppofc ,  lorfqiic  fa  va- 
leur  eft  négative  ,  c'eft  â  dire  ,  loriquc  x  eft  en  même 
temps  vraie  &  moindre  que  b. 

Second  £    Makie'rs. 

f  ««.  157.       Ayant  mené  par  le  point  cherché  M  que  Ton  regar- 

de  comme  donné  la  droite  MD  perpendiculaire  au 
rayon  ^  M^  &  par  le -point  D  où  elle  rencontre  A  F  h 
droite  G  H  parallèle  à  ./^iVf,  laquelle  rencontre  en  H 
la  ligne  MJP ,  &  en  G  la  ligne  E  M  prolongée  qui  cou. 
pe  en  C  la  droite  A  F  -yon  aura  à  caufe  des  triangles 
femblables  FAM^  FDH ,  cette  proportion  :  A  M.  DH  :  : 
AF.F  b.  Et  à  caufe  des  triangles  femblables  CAM^ 
CD  G,  cette  autre,  AM^  DGi.AC.  CD.  Or  la  ligne 
DG  eft  égale  i  DFf^  puifque  par  la  condition  du  Pro- 
blème les  angles  A  ME  y  AMF  ^  devant  être  égaux., 
les  angles  DMH^  DMG ,  le  feront  aufS.  Donc  A  F. 
FD  ::  ACCD.&i  AF^FD.  A  F  ::  AC --t- CDoa 
AD.  AC.  Cela  pofé ,  foient  menées  ES\,MPy  per- 
pendiculaires fur  ^  /,  &  Afi^ perpendiculaire  fur  £  B: 
&  ibient  nommées  les  xionnées  A  M^  a^^AB^b.iES^<\ 
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AFy  </ }  &  les  inconnues  AP ^  xiF M^y,  Les  triangles 
reâiangles  ièmblâbles  APM,  AMD  ^  donneront  AP 

{x).  A  M-  {a).i:  A  M  {a).  AD  —  ".    Et  partant  FD::z  d 

—  il  J.&  les  triangles  femblables  £ ^^  ^MPC  ^  don- 
iieront  E  Q^ou  EB — MP  {c — y),  qjm  ou  AP — AB 
(;je  —  h)  ::  MP  {y).  PC  Sril^.    Donc  AC  ou  AP 

•4-  p  C  tr ■  ^   ■>  &  mettant  dans  la  proportion  précé- 
dente -rfP-^r/'Z),  iéiT  ::  ^D.  AC  À  la  place  de  ces 
lignes  leurs  valeurs  analytiques,  on  formera  (.en  multi- 
pliant les  moyens  &  les  extrêmes  )  cette  équation  xcdxk  ' 
^^aacx  —  -Lbdxy  ^aaby  ^^aady  tlZaadc  ^  qui  fe- 

réduit  en  divifant  par  xcd^  &en  faifant  (pour  abréger) 
b^d  — /,  à  cette  autre  x  x —  ty  x —  lix-+  li/y.— -î-  ^^ 

es  *,  dont  le  lieu  qui  cft  une  Hyperbole  entre  îts  Afymp^ 
tûtes  étant  conftrutt  félon  Tarticle  33^.  (  Liv.  VlJ.  )  cou- 
pera  la  circonférence  du  cercle  au  point  cherché  2PL 

Si  l'on  veut  avoir  une  égalité  qui  ne  renferme  que 
l'inconnue  x  ,  on.  fe  fervira^  de  l'équation  an  cercle  xx 
-i-yy^saay  dans  laquelle  mettant  à  la  place  de  rt  le 
quarré  de  y  trouvé  par  le  moyen  de  l'équation  précé- 
dente ,  on  arrivera  à  une  égalité  du  quatrième  degré  qui 
oe  renfermera  que  l'inconnue  x,  &  dont  l'une  des  racines* 
exprimera  la  vajeur  de  la.  chetcfaée  A  Je 

Exemple    VIII. 

45P«  Un  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  -li  étant  F  i-«.  «j; 
^ônné  avec  deux  autres  points  £ ,  i^  $  trouver  fur  la  cir^ 
conference  le  .point  M  tel  qu'ayant  mené  les  droites- 
AMt  MF,  ME  i  ie  fînus  droit  de  l'angle  AMF  foie 
au  finus droit  de fangle  AME  ,  eo  la  raifon  doQflée dc; 
fa  in. 

Je  refouds  cette  queftion  en  trois  différences  manie*^    ' 

KS» 

D  d'd  iy. 


', 
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Pkbmiere    Manie'ke. 

Ayant  pris  fur  les  droite*  données  -/^JF^  AE ,  les  par- 
ties ^B^AD^  troificmes  proportionnelles  iAF  ^  AM^ 
tciAB,  A  M  'yon  mènera  du  point  cherché  M  que  Toa 
<cegarde  comme  donné  les  droites  JUf -ff ,  Jl/D,  les  perpcn* 
iliculaires  MG,  MH ^Cur  ^F ^  AE,U  les  parallèles 
MP^M  dji  AE^  A  F.  Ayant  pris  fur  £Mh  partie 
^iC  égale  à  DÀf ,  on  tirera  du  point  K  les  droites  XX), 
K L ,  parallèles  i  MG,  MP^&cdu  point  donné  D  la pcr- 

Eendiculaire  DCfur  ^  F.  Cela  fait ,  les  triangles  fem- 
labiés  2»:MG,  JîJto^donnent  BM.BKom  DM  nMG. 
KO.  Or  par  la  condition  du  Problême  m.  n  ::  KO.MHi 
purfque  prenant  DM  pour  rayon  ou  finus  total,  les  droi- 
XQs  KO  ^M  H  ^  feront  les  finus  droits  des  angles  MBty 
MDE^  ou  de  leurs  complemens  à  deux  droits  jW  *  i< , 
MVA  ^  égaux  par  la  conftruétion  aux  angles  AMt^ 
AME.  Donc  en  multipliant  par  ordre  \ts  antecedcns 
&  les  confequens  de  ces  deux  proportions  on  aura 
mnBM.n^MD  ::  MG^KO.  KOxMH.iMG.  MHv. 
M  P.  M  ^i  caufe  jdes  triangles  femblables  MPG^  MQH. 

Cela  pofeT 

On  nommera  les  données  ^D^d  -^  .AC^b  ^  ^D^cj 
^  fi ,  ^  j  -4  iW,  r  j  &  les  inconnues  A P  ou  M^  x  j 
PMo\i  AQ^y  \  &  les  triangles  femblables^  jDC, 

fMG^^M H  donnerantPG  c=i^,  MG  c=-,  i^H  s: 

— X — t^y  DH  ou  ^  dr*"  <U^ — ^^  ^^~*"  T"""** 
&  à  caufe  des  triangles  redangles  SrGM ,  D  //  iM ,  on 


aura  ,5^  ou  ^G  -f-c?^   p=xx-+— ^> 

^dx  —  tt£y  -+dden .mettanc  pour  Hh-cc  ùl  vtieat 
jta  i  çaufe  du  triangle  reûangle  A  CD  »  &  de  m&ne 


y 
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.par  la  propriété  du  cercle ,  le  quarrc  A  M  {rr)izi^^ 
Xxx^l^xy^tin^irMri21)^xx^lixy 

— fj^^  en  meccahc  pour  hb  r^  ce  fa  valeur  ^^.  Si  donc 
Ton  fubftituc  dans  les  valeurs  de  BM  fie  de  DAi  i  la 
place  de  yy  ^^xy  -^  XX  cette  valeur  ff^ti  que 
pour  abréger   on  fdfft  rr  ^ddczff  Se  rr  ^  aa^in 

gg,  on  trouvera  J?iW  Sï^^jf — *^^ — ^y^6cDM  51 

*y^gg  —  lay —  z i'x.  Subftituant  «nfin  ces  valeurs  à  la 
place  de  B  M  ic  de  DM  dans  la  proportion  mn  b M. 
nnDM  ::  MP  {y).  M Q^{x)  que  Ton  a  trouvée 
ctdeflus  î  j8c  multipliant  les  extrêmes  8c  les  moyens^  on 

formera  caté  équation  mx  yff — z  é/x-r-^i-rjySS.ffjf 


/r/» . X ay  —  xbx  de  laquelle  quarrarit  cliaque  mem. 

bre    &  faifanc  évanoUir  l'inconnue  y  par  le  moyen  de 

réquatîoa  a«  oerdc  xx  *^l^xy^yy::^r^^  on  arrirç- 

ta  i  une  égalité  "du  fixiéme  dçgré  qui  ne  renfermera 
plus  que  rincomiuë  ;*,  &  îqui  étant  refoluë  felom  les  re- 
lies du  Livré  procèdent,  donnera  pour  >AP  {y)  une 
<yaleur  telle  que  menant  P  M  parallèle  à  ^  £  ,  le  point 
M  où  cette  Hgne  rencontrera  la  circonférence ,  fera  ce- 
lui qu'on  cherche.  -         i 

Si  l'on  foppc^  que  w  S2  »,  il  cft  évident  ^ue  les  an- 
gles MBP^MDEt  feront  égaux  ^  &  qu'ainfî  les  angles 
ZiBMy  JlD  M  ^on  A  MF,  ^ME^lc  feront  auffi. 
D'où  l'on  voit  que  le  Problême  précèdent  n'eft  qu'un 
:cas  particulier  de  celui-  ci. 

SECONDE    Manie' R,£. 

Ayant  joint  les  deux  points  donnés  £,  Jf^,  par  une  Fi«.  159, 

Oddiij 


ligne  droite  s  on  cirera  du  cemre  donbé  «^  les  droite» 
j4  Dj  AP ^  Ti^M  perpendiculaire  &  Tâutrc:  parallèle  à 
dette  figût  ,&  par  le  point  cherché  i«f  qw*  Pou  regarde ' 
confwnèdomic  la  paraltdle  PQJl^  Al^.^  oomeMra  aoffi 
di|  m^me  point  i(r>.le  rayon:  A  M,  qui  rencontre  £f 
en  Oy^ét^^les  droites  È M\,  FM^  fur  lefquelles  on  abaif. 
iférU  cfé^  joints  0 ,  J^  ;  JE  r  les  perpendiculaires  OG ,  a  H,, 
l^jGy  EB.  Gôlâ  foit,'lffs  trkkngles  feteblables  £<?(?, 
i -FÇ, j6c  F EB  y  dF 0  /f ,,  donneront  EO,  £F  .:  oG. 
JPC.  Et  £  f .  FO  t:,EB.  OH  y  &  partant  EO^EF. 
:SP'u!yo  du  £0.  JFO^'i  OGn-SÊ.CF^OHyC'clti 
dire  ^..en:  raifon  compjpfce  de  o.  G  ^^M ,  ou  de  w  à  « 
(puifqu^eh  pteiiant  /^o  pour  le  i^àyôîi  ou  finus  total, 
lès  droites  OG  ,  QH ^  font  \t%  fiilus  droits  des  angles 
E  MP\  t  MO  ,  complemens  i  deu*  droits  des  angles 

U  M  É.^iiAM-F)iiC  d^BE  Si  C  F  ôU  de  EMi  MF  i 

içaufir  dies  triangles  reâangles  lèmblablfâ  B.M  E^  G  M  F. 
On  aura!  donc   E  o^  F  O  nm^EM.  uk^mf.    Gela 


-^Té. 


On  nommera  les  données  A D  où  PQ^^  a-^EB^hy 
l>/',rj^^,/i*,r}&les  inconnues  ^P ^x  j  PM^y-^Hori 
aofft!i':G«iife  dts  triangles^ fembiables  AP  Af^  ADO\ 
celte .f)W>pi^«ipn<lAfP  ly),  AP  {x)  ::  At>  {a).  DO 

^lilV  Et  partàtit  E  o  -r tl:!JLf ,  JO  sz'2±^.  Cries 

triapgles  reâangles  £  Af  i^  F  iW^  donnent  EM  osmEQ^ 
{bb^xbx'^xx)'^M^{aa.^iayr^yy)^^ff^ikx 

-i^  i ^/  (en  mettant  pdur. x x ^yy  fa  Valeui^  rrà  caufe 
du  tnatiglë  '  reâangle  ^«i^iif /&.  faifant  poop  abréger 

4^4,^^4h>rf3;/)8cdenftême  JF^^«=teF^(gg, — 2^;t 

4-*^)-+-  -W-^(  ^^ — i  ^j'  •+•//  )  — gg — :*  ^^^^ — ^^J 
en  mettant  pour  xx-+-j^j^  fa  valeur  rr,  &  faifant  pour 

abréger  ^^•4-«r-+-r/s=s  g^.  .  Si  dans  la  proportion 

précédente  eo:  Po  :  :  M^EM.  n^MF\  on  met  i  h 

place  de  ces  lignes  les  valeurs  analytiques  que  Ton  vient 

4e  trti4ver  ^  &  qu'on  naaltiplie  les  extrêmes  Se  les  moyens, 
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on  formera  cette  équation  b  ny^  anx  Agg— i  c  x— .1  ay 

m^mcy  —  max  rff-^xbx  —  ^a.y  ^  de  laquelle  quar» 
rant  chaque  membre  Scfaifant  évanouir  Tinconnuë/ par 
le  moyen  de  Téquation  au  cercle  x  x-\^yy  Z3  rr,  on  arri- 
vera encore  à  une  égalité  du  fîxiéme  degré ,  dont  lare- 
folution  fournira  pour  A  P  {x)  une  valeur  telle  que  me- 
nant la  perpendiculaire  P  M  ,  elle  ira  couper  la  circon- 
ference  au  point  cherché  M. 

Ceft  â  peu  près  de  cette  façon  que  M.  Defcartes  re- 
foud  cette  qiieftion  dans  la  fbixante  cinquième  de  fès 
Lettres ,  Tom.  3.  Elle  lui  avoir  été  propoiée  par  M.  de 
Roberval ,  d'une  manière  qui  paroît  différente  de  celle^ 
ci ,  mais  qui  dans  le  fond  revient  â  la  même  chofê. 

TrOISI  e'M  £     M  AN  Il'RB. 

Soient  décrits  des  diamètres  ^  £ ,  ^  J ,  deux  cercles  F  i  *•  &tf o« 
ART^AST^  fur  lefquels  foient  postées  depuis  le  point 
A  deux  cordes  quelconques  ^iZ ,  ^  <S,  qui  ibient  toû<- 
Jours  entr'elles  en  la  rai/on  donnée  de  m  â  »  $  &  (oient 
tirées  les  droites  ER^  F S^  qui  s'entrecoupait  au  point 
M.  Je  dis  que  la  ligne  courbe  A  M 3  qui  e(l  le  lieu  de 
tous  les  points  M  dinCi  trouvés  ^  coupera  le  cercle  donné 
{  dont  le  centre  eft  en  ^  )  au  point  cherché  M. 

Car  tirant  A  M  k  le  prenant  pour  rayon  oti  fînus 
total ,  il  eft  clair  que  la  corde  ARcA  le  fînus  droit  de 
Tangle  AME^  &  la  corde  A  Sic  fînus  droit  de  Tangle 
A  M  F. 

il  eft  i  propos  de  remarquer  !<>.  Que  cette  conftruc- 
tion  a  oela  de  particulier ,  qu'elle  ne  réuffit  pas  ieulc- 
ment  lorfqu'il  s'agit  de  trouver  le  point  MSxxt  la  circoû- 
ference  d'un  cercle  dont  le  centre  eft  en  u^ ,  mais  enco- 
re fur  telle  ligne  courbe  qu'on  voudra.  1^.  Qu'ayant 
trouvé  deux  points  de  ce  lieu  de  la  manière  que  l'on 
vient  d'enfeigoer  ,  les  plus  proches  que  l'on  pourra  de 
ta  ligne  courbe  donnée  ,  il  fuffit  d'en  tracer  la  portion 
ijui  joint  ces  deux  points  ;  ce  qui  rend  la  pratique  de 
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cette  conftruâioo  fort  aifée.  3^.  Que  le  liea  de  tous  les 
points  M  ainfî  trouvés  eft  du  quatriéine  degré ,  comme 
il  eft  facile  de  voir  par  le  calcul  de  la  féconde  manière, 
en  obiérvant  de  ne  point  fubftituer  dans  le$  .valeurs  de 
EM  Sc.fMi  la  place  de  x xHryylç  quarrc rr  que  Ton 
trouve  par  le  Lieu  au  cercle  ce  qui  donnera  pour  Téquot 

tiondecelieu»^y-|— «i!«x  r  f— X  ^^a^^  sx^mcymmmax 

y^lf^x  ^a  —  y  ,  dont'  les  inconnues  xicy  montent 
au  quatrième  degré ,  lorfqu'elle  eft  délivrée  d'incommea- 
furaoles.  4®.  Que  ce  n*eft  pas  une  faute  légère  en  Geo- 
metrie ,  félon  M,  Defcartes ,  d'employer  une  ligne  cour- 
be trop  compoiée  pour  refoudre  un  Problême  \  de  forte 
que  félon  lui ,  on  doit  préférer  â  cette  dernière  folution 
tes  deux  précédentes,  oà^les*  deux  lieux  qu'on  a  trouvés j 
&  qui  détermineroienc  par  leur  interfèâion  avec  la  cir- 
conférence  donnée  ,  le  point  cherché  ,  ne.  (ont  que  du 
troifîéroe  degrd  II  me.  parok  néanmoins  que  la  £icilité 
d'une  coaft:]'uâ:ion  &  fa  fimplicité  peuvent  rccompenfer 
en  quelque  forte  ce  défaue,  &  c'eu  ce  qu'on  verra  eo- 
corcidaos  l'Exemple  qui  fuir. 

Ex  £M  P  LE    LX^ 

lie  liu       44^'  i^  I  v^i  SE  R  un  triangle  fcalëne  donné  ABCtn 

quatre  parties  égales^  par  deux  Jigpes  droites  2) £  t  F&i 
qui  s'entrecoupent  â  angles  droits  au  point  /f. 

Si  l'on  fait  attention  fur  la  nature  de  ce  Problême, 
on  verra  i^.  Que.  deux  des  extrémités  Dy  F  ^  des  deux 
droites  DE^MG^  k  trouvent  neceflàiremene  £ir  Vm 
des  côtés  ^c  du  triangle  donné  uiBC^it  que  leurs 
deux  autres  extrémités  £  ^  G ,  fê  trouvent  chacune  kt 
chacun  des.  deux  autres*  côtés^  5.  C ,  £  A.  1?*;  Que  les 
dèMX.  points  cherchés  D  ^  F  ^  doivent  avok  deux  coa- 
ditions y  dont  la  première  eft  que. les  lignes  DE^  FGy 
qui  divifent  chacune  le  triangle  A  B  c  en  deux  par- 
ties égales  y  s'entiçcoupent  i  angles  droits  en  un  peiot 

iii 
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^  j  &  lu  féconde  qu'elles  forment  avec  les  deux  autres 
côtes  du  triangle  donne ,  un  quadrilatère  SGHE  qui 
foit  la  quatricme  partie  du  triangle  ÀBC.    Cela  poféî  - 
Soient  menées  fur  le  côté  ^  c  les  perpendiculaires 
6*  lyB  K^  EL ,  &  foient  nommées  les  données  Ac^xa^ 

aX, ^}^x»f}7cc,«/j&les  inconnues  ^/jjtf}  CD  f, 
Puifquele  triangle^ g i^ ,  o\xGJh\af  doit  être  la 

moitié  du  triangle  ABC\ab)^\\  s'enfuie  que  G/—  tf  • 
&  par-là  même  raifon  rz«.lf.  Or  les  triangles  fem- 
blables  CBK,  CEL ,tiABK»AG /.donnent  BK{i^, 

AlmMli^.   Et  partant  DZ  oi»  CD» — OJL^y^^  FI' 

'     *  Mi  ^      y 

ou  AT'-^AI mm  Xm^^.  Mais  les  triangles  reâangles  DEL 

BGJy  font  femblables  eotr'eur  5  puifqoe  xJmicuii  d-'eux 
eft  femblable  au  même  triangle  FDHy  quieft  reâan- 
gle  en  if  félon  la  condition -du  Problême  qui  demande 
qoe  les  deux  lignes. JD£,.i^<?,  s'entrecoupent  à  angles 
droits.    On  aura:  donc  EZ(~ii\ ,  Z  D  (iiUlf  V-.:  FI 

(~^)-  ^G  {li)  i ce  qui  donne,  en  multipliant  les  extrê- 
mes  &  les  moyens  <  cette  équation  tcxyy^^^acyy^^adxx 
'^aacti^aaii^pu  xx..^CHyjL^d=maaiii  qui  ren- 
ferme la  première  condition  du  Problême  j  de  forte  qu'il 
ne  refteplus  qu'à  accomplir  l'a  féconde  i  fçavoir  que  le  tra^. 
fclc BGME  foit  le  quart  du  triangfe  donné  -.^^C. 

Pour  en  veniri  bout.  Dii  point  d'interfc<aion  H  dés 
deux  droites  DE,  F  G,  foient  menées  aux  trois  angles 
àa  triangle  ABC^  Tes  lignes  Jf^,  hc,  JWJ,  &  on 
aura  !•.  J2)  ix~^y^x^).AF(x)::FHD  {%ab),FHA- 

*"  4x^^JLtM  '  ^^  P^^'tant  letfianglc^  Jf  G  ou  le  trian- 
^IcFGA  moins  le  triangle  iry/^-,.i^|t,         «*» 

£ee. 
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GII£ I— - -  -■'         .   On  trouvera  par 

un  raifonnement  femblâble  que  le  triangle  HES^ 
mm  ^^^^^^ —         ^  — .  Maintenant  fi  Ton  ajoû. 

teeniemble  les  triangles  HGB  ^  HEJf^on  formera  le 
quadrilatère  KG  ^  £  qui  doit  être  égal  à  la  quantité  ^  ai 
quatrième  partie  du  triangle  AJSC  :  ce  qui  donne  pour 
la  féconde  équation  xx ^yy -+4x/ — %ax  —  %ay 

Si  Ton  fait  évanoîiir  par  le  Qioyeo  <le  ces  deux  cquariom 
l'inconnue  jp ,  on  arrivera  à  une  égalité  de  huitième  de- 
gré qui  renfermera  toutes  les  conditions  du  ProbiêmCi 
&  dans  laquelle  il  n*y  aura  plus  qu'une  feule  inconnue  %\ 
4e  forte  que  toute  la  difficulté  eft  réduite  a  trouver  les  ra- 
.    cines  de  ceete  4^1icd   £t  c'eft  c«  qu'oo  peut  faire  par  le 
moyen  de  deux  lieux  du  troifiéme  degré  ^  comme  l'on  a 
>enfeigné  dans  les  articles  ^xrf ,  ^  41C  (  Liv.  preced  )  Mais 
xomme  la  conftruékioa  de  ces  lieux  devient  fort  embarm^ 
fée  &  d'une  longu&ur  infupoitabk  dans  la.pratique  >i  caur 
fe  delà  multitude  des  termes  de  leurs  équations^  il  eft  beau- 
coup pluis^Mf  urel  de  conftruire  iêparcmenc  les  lieux  des 
4w%  équations  que  Ton  vient  de  former ,  quoique  Tun 
xl'eux  foit  du  quatrième  de^ré  &  parjconfequent  plus  com- 
pofè  9  car  Taucre  n'étant  que  du  lecoad  rccompenfe  ce  dé- 
faut ,  &  d'ailleur-s  la  facilité  de  la'cojiftruâiQjn  df^tâcw^ 

miner  en  /a  faveur  :  voici  pomment  elle  &S^t. 

"         .  •     '  .  .    •. 

Fia.  3ÂX.     Ayant  niené  deux  lignes  droites  indéfinies.^ JV^^^C, 

qui  font  entf'elles  un  angle  droit  S^C-^^^n  pr'oloqgfixa 
£jttù  £i^n  forte  que-^£c=ai^^^;  &  c^  en  /,«o 
forte  que  J(Fzs^p^ad,  Ayant  pris  fiir  ^C  un«parrie 
quelconque >/P, on  décrira  du  centre  M  de  l!iotervalle 
jiP  iUti  Witc  ^t  '^rcrcJle . qtft  -coupe  ^67  en  IC?  v  ijt.jiyaDt 
pris  ^sFf  3  en  force  que  le  re<3Angk  HJ4^^G  foit  cfai 
au.tri^i^lfi  données ^C^  on  prendra  fur  AB  la  partie 
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jt  d^H.  On  mènera' enfiiice  les  droites  p^ir,  qm, 
parallèles  â^JB,^  c,  lefquelles  s'eACrecou{)eac  en  un 
point  M  i  &.  ayant  trouvé  en  la  même  forte  une  infini- 
té d'autres  points.  t«ls  que  ;tf  ,  on  fera  psafler  par  tous 
ces  points  une  ligne  courbe  KML.  Cela  fait,  on  pren- 
dra fur  là  diagonale  ^ D  an  quarré  ^£cD  ^  qui  a 
pour  côté-  la  ligne  ^  e  égal  an  côté  ^  c  du  ttiangle 
donné  -r^ -S  C ,  lestparties, ^ Tmm f^D^&DS— 7 ^D i 
&  on  décrira  du  premier  axe  TS  qui  foit  à  fon  paràme. 
rre^  commr  i  efV  à  3  ,  une  Hyperbole  OSR.  Je  dis  i  pre- 
fenc  que  fi  l'on  mené  du  point  M  où  je  fuppofe  qu'elle 
rencontre  la  ligne  courbe  KML  au  dedans  du  quarré 
U-S  C2>;  lapCTpendicnlaife  Jlf  i?  fur  ./*c  ,  &  qj^'on 
prenne  fur  le  côté^C  du  triangle  y*  iî  c ,  les  parties 
•^  Fam  ^P,6b  Cl>wme  M  i  les  points  f ,  z> ,  (éronr  tels 
qu'ayant  mené  { ce  qui  eft  facile),  les  deux  drçices  FG-^ 
P£  ^;qui'dÀyifç  chacune  Iç  triapgle ^^c  en-  deux  p». 
des  égales  f  elles: s'entrecouperont  à, angles  droits  k.  le 
partageront  en  quatre  parties,  égales^    ' 

Car  nonunant  ^  P  ,  x  '^.  P  M^y  -^  on  aura  âcaufe  de» 
riangles  j4B  <?  ,  S^H  y  recUogles  cx^  j4  ,  le- quarré 

.AOtm-EH*"  {xx^y —  ZÎÊ*Ç'4  f  ),  &  le  quarré  ^AM^mm^M* 

ifX)-^^F*(dd).  Or  puifque  par  la  conftrudion  le  rec- 
tangle H  A  nUO  eft  égal  an  triangle  donné  BJiC  taéi, 

11  s eûluit  que  if ^  n^G  {yj — ad*'xx.^ac)sataaèh^ 

La  ligne  courbe  kml  fera  donc  le  lieu  de  cette  équa^ 
tion  qiii  eft  la  première  des  deux  que  l'on  vient  de  trou« 
Ver  )  &  par  conséquent  £1  propriété  fera  telle  que  fi  Ton 
mené  d'un  de  fes  points  quelconques  M  pris  au  dedans 
(du  quarré  ^BDC  ^  une  perpendiculaire  MP  fur  ^  C  & 
qu'on  prenne  fur  le  côté  v^  c  du  triangle  donné  ^^  C, 
Içs  parties.  ^2? -^^T»,  6iCD^PM-y  les  droites  J G, 
DÉ  quii divife chacune  par  le  inilieu  le  triangle  ABc^ 
s'entrecouperont  d  angles  droits  au  point  ii. 

Ûé  plus  fi  d'un  point  quelconque  M  de  l'Hyperbole 
O'S^Kt  on  mené  la  perpendiculaire  MV  fur  fbn  premier 

£eeij 
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dae  TS^tC  qu'on  prolonge  PM  jufqu'â  ce  qu'elle reo- 
concie  la  diag^onale  ^  D  au  point  .AT  )  les  criaD|les  rec« 
cangles  &  ifblcelles  ^  PAT^  MVJT^  donneront  i.  f^t  r: 
APo^PXK»)  ji Xwmx ^/'x^ia irx.x',', MJC {ih^). 

MV  ou  VX^"-^  i  &  partant  UV  om  AX-^XV 

mn*"*^  Or  par  la  conftruâion  AD^miaf/'t  puifqae 
^tfCMi^^&parconfequent  7*5ou  DT^DSmm\ap^u 
On  aura  donc  T^ou  Ay^AT^'"*'^"^* ^(nFS 

OU  TK^TSt^^^^=!^^^p^,  &  par  la  propriété  de  l'Hy- 
perbole rr«  KS  (  '  ^^^'  *  J-»^  J-^^  ^^-'^  ^J-»-^^  ^  ;  ) .  J[r 

^  ««->*>»3fj>j  ;  ;  I  j  ^  c'cft  à  dire ,  comme  le  premier  axe 

TS  tîki  Ton  paramètre  :  ce  qui  donne  en  multipliant  les 
extrêmes  &  les  moyens  cette  équation  xx  ^yy  H*  4^/ 
— -^8^x — %  ay'^  10  a  a  ssmo.  L'Hypeï'bole  05A  eniera 
donc  le  lieu ,  &  jouira  par  confequent  de  cette  proprie- 
té  \  l^avoîr  que  fi  Ton  mené  d'un  de  (ts  points  quelcon- 
ques M  pris  au  dedans  du  quarré  ^^DC^itne  per- 
pendîculaire.  M  P  fur  ./fC,  &  qu*on  prenne  fur  le  côté 
•/f  C  du  triangle  donné  ABC^\ts  pzttics  A  F^m^P^ 
UCDmaPM  ik$  droites  F  G,  DEy  qui  divife  chacune 
par  le  milieu  le  triangle  ABC^Xt  couperont  en  quatre 
parties  égales. 

Maintenant  puifque  le  point  M  it  trouve  en  mê- 
me temps  fur  la  ligne  courbe  KM  Z/&  furTHyper. 
t>ole  OS  Ri  A  s*en(uit  que  les  points  D  ^  F^péii  iàr  le. 
côté  ^  C  du  triangle  donné  ,  auront  auflî  en  '  même 
temps  les  deux  conditions  requifês.  £t  c'eft  ce  qui  écoit 
propofé. 

S'il  arrivoit  que  les  deux  courbes  OÏJR,  iCJlf  X^  ne 
fe  renconnrstiTent  point  au  dedans  du  quarré  J^£ DC^ 
ce  feroit  une  marque  infaillible  qu'on  auroît  fait  une 
fuppofîtion  faufle  ^  içavoir  que  les  deux  extrémités  JD ,  /« 
fe  rencontrent  fur  le  côté  A  C.  QcSt  pourquoi  û  fâo* 
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droit  lès  ruppofef  fur  Tun  des  deux  autres  côtés ,  &  re- 
commencer le  calcul ,  en  faifant  des  raifonnemens  fèm- 
blables  aux  precedens ,  pour  avoir  une  conftruAion  par 
rapport  à  ce  nouveau  côtd  Mais  fi  Ton  fait  les  trois  re» 
marques  fui  vantes ,  il  fera  aifë  de  prévoir  lequel  des  trois 
côtés  on  doit  prendre  pour  celui  fur  lequel  tombent  [c$ 
deux  extrémités  D^  F,  afin  d*avoir  fârement  une  iblu- 
tion,  &  de  n*être  pas  obligé  de  recommencer. 

La  première eft  que  c  X  g-,,  ^^^^   ^ad ^  &  £K 
***       ■   ^^  )  ce  qui  fe  voit  en  mettant  dans^^ 
^i^alaplacede  ^P  (x}ravalenrv^c(2^)^ 


4«A — mM 


M^yh 


&  dans  xxvm*  _     -^^^âlaplaccTle  ^ QJiy)  ùl  va- 

leur  ^  B  [xa).  La  féconde  confifte  en  ce  que  C  Jtss  f/'iâai 
wsmBOs  ce  qui  le  trouve  en  mettant  dans  l'autre  équa- 
tion xx-^yv'^^xy — Zax —  Zay-^ioaumsa^àotic 
le  lieu  eft  l'Hyperbole  OSR^  d'abord  à  la  place  de  ^ P 
( X)  fa  valeur  ^  C(ia)^8c  enfuite à  U  place  de  ^ Qjy) 
ÙL  valeur  ^£  (ta).  La  troifiéme  fe  tire  de  ce  qu'en  fup- 
pofânt  ^ K  {c)  moindre  que  CK{d)  comme  on  le  fait 

ici ,  il /enfuit  que  SK  (  ^^^  d^^^)  ^^  "^^^odré  que 
ICL  (  -lîii— l-rf  </).  Or  cela  pofé ,  fi  l'on  veut  que  £K 

(  ****   -f- ac)(oit  moindre  que  JiO  (xaa  ),  on  trouve- 

Ta  en  mettant  pour  d  fa  valeur  xa — cta  opérant  â  Tordi- 
naire  que  bb^cc  doit  être  moindre  que  4^4^Yc'eft  à  di- 
re,  que  le  côté  AB  du  triangle  donné  ^BC  doit  être 

moindre  que  le  côté  AC  :  &  fi  Ton  veut  que  le  quarré  CZ* 

y  -11 —  •+-^^)  foit  plus  grand  que  Ciî  {xad)^  on  trouve* 

ra  en  mettant  pour  c  fa  valeur  2  am^al  &  opérant  â  l'ordinai- 
re que  le  côté  B  C{^bb^dd)  doit  iurpafier  le  côté  ^  c  (xa). 
Mais  il  eft  vifible  que  B  k  étant  moindre  que  BOUCZ  plus 
grande  que  CR^  les  deux  lignes  c#iirbes  KML  ^OMJi^ 

Ëeeiij 
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fe  coQpenc  aecei&ircineoc  aa dedans  du  qoarr^  ^BDC. 
D^ù' U  fuir  que  fi  le  triangle  donné  ABCz^  tous  les  an- 
gles aigus^  &  qu'on  prenne  pour  le  côté  «/tf^c  far  lequel 
on  fappofe  que  les  deux  points  JF*,  D ,  ie  rencontreot» 
celui  aei.  trois  donc  la  grandeur  eft  moyenne  entre  les 
deux  autces  &  pour  le  côté  u4B  le  plu«.  petit ,.  le  Pro- 
hléxne  aur^k  toujours  neceflairement  une  iolution,  puif- 
qu'alors  ffig..  %6i.J  le  point  K  fe  trouvera  eiicre  les  points 
ué^  C ,  &  que  ^  K  cù,  moindre  que  ^  C  y  comnie  l'on  a 
fuppofc  en  faifanr  le  calcul  fur  lequel  tout  ce  raîfonne- 
ment  eft  fondé*  On  trouvera  en  la  même  forte  que  & 
le  triangle  donné  eft  reâangle  ou  obtus  angle,  &.(}a'oQ 
ptemie  paur  le  coté  ^^^  c  fur  lequel  doiveat^  tomber  les 
deux  extrémités  ZP^i^^le  côte  moyeu  ,  on  aura  toujours 
une  folutioo  j  de  forte  que  cette  remarque  eft  générale 
pour  toutes  fortes  de  triangles^ 

On  voit'  dans  la  figure  ^x.  que  l'Hyperbole  OSRSi 
la  courbe  K  M\L  fe  coupent  noiiv  ieuieinent  dans  un 
point  M  »  au  dedans  du  quarré  ./iB  JPC  ^  comme  le 
demande  le  Problême  ^  mais  encore  en  un  autre  point 
M  au  dehocs  de  ce  quarré«  Or  fi  Ton  veut  f^avoir quelle 
peqt  ê(re  l'utilité  de  cet  autre  point  j.  on  trouvera^  qu'il 
donue  une  des  résolutions  du  Problème  fuivanr,  dont  ce- 
lui, ci  n'eft  qu'un  cas  particiiliei^. 
Fi*,  i^j.     .  Trouver  fur  le  côté  -r^ C  du.  triangle:  domié  JfBCy 

deux  points  F^D  ^  tels  qu'ayant  mené  les  droites  F  G^ 
B Et  qui  font  avec^  les  deux  autres  côtés  ^'Jf;,£C^\é& 
criafjgles  FGA  »  DX G ,  égaux  chacun  à  la  moitié  du 
Briapgle  A,BC  :  les  lignes  F  ii  ^  Z)£ ,  s'entrecoupent  i 
angles  droits  au  point  /f ,  &  le  quadrilatère  BGHB 
foirégal.au  quart  du  triangle  ^  B  C. 
Fie.  lé}.  Car  lorfque  la  point  d'interfeâion .M  tombe  au  de- 
&  z6t.        dans  du  quarré  \A  B  DC^\\tSi  clair  que  les  lignes  v/ A 

/'iVf) feront'  cbacu^ne  mûindie  que  le  côté  ^  <?  ^  fie  ^u'aio- 
.fi  les  points jJ'',D.,  qu1dleidét^4nifieiir«t€»inl>efO0&.taus 
deusc.  enere  lei  points:  ^  ,  <7  ^  ce  qui  refoud  1^  Probl^flie 
,énancé .  comme.  Taot  a  fait  a»  conEimeacecMsci    Mais 
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lorfque  le  point  M  tombe  au  dehors  da  quarré^  corn-  Fic.  x€u 
me  alors  Tuiiedes  lignes  ^P^  PM^  moindre  que  ibo  &  x6%. 
cdcé  ^  c ,  &  Taotre  plus  grande  ^  il  s'enfuie  que  l'un  des 
points  F ^By  tombe  fur  le  côte  Ac  du.  triangle  donné ^ 
&  Tautre  fur  ce  même  côté  prolongé ,  ce  qui  donne  une 
autre  folution  du  Problême  énoncé  comme  Ton  vient 
de  faire  en  dernier  lieu. 

Exemple    X. 

44^*  Une  Seâion  comque  M  AN  étant  donnée  ^  ^ 

4tvec  un  point  S  hors  de  fon  plan  pour  le  fommet  du 
cône  dont  elle  eft  la  Seâion  ^  on  demande  la  pofition 
^u  cercle  Ma,  2T  qui  en  efl:  la  hafe. 

Je  diftingue  cette  aneftion  en  deux  di£&tensxas ,  dont 
Je  premier  eft  lorfque  la  Seâion  doonée  eft  une  Parabo-: 
le  ,  &  le  fécond  lorfque  c'eft  une  EUipfe  tMi  jine  Hyper- 
bole. 

Premier  cm.  La  queflion  iè  teduit  d  trouver  iur  la  Fie.  %6^ 
Parabole ,  le  point  A  tel  qu'ayant  mené  de  ce  point  le 
diamètre  A  p  avec  la  ligne  ^5i  du4)oin£.  S  biHgaae  SJO 
parallèle  à  AP  ^Sc  d'un  point  .quelconque  i'  duidbtrne- 
cre  ^i',  une  ordonnée  PMi  ce  diamètre  dans  le  plan 
de  la  Parabole  «  .&  une  perpendiculaire  aD  i  cette  or* 
donnée  dans  le  plan  du  triangle  D  SA  ^  qui  rencontre 
les  côtés  SAySD^  aux  points ^ ,  Z>  :  le  quatre  de  PM 
ûât  égal  au  reâangle  ap  n  PD.  Car  décrivant  dans  le 
pian  mPM un  cercle  qui  ait  pour  diamètre  aD 3'û  ttik 
cbm  qufil  padera-par  le  point  M^  puifque  l'angle  APht 

<ft  drok ,  &  que  pUd^vmaP  nPD  ,  qui  eft  là  propriété 
«flentielle  du  cercle  ^  c'eft  pourquoi  menant  le  diâmetFe 
fA^  &)tîtant  de  Textremicé  J>,y  dn^. diariietMr  aPi^jda 
oetcîe  une  pat^altele  ,D S:i  PA ,  t)ui tnutpntrje  .4  ^  jne- 
siée  de  &A;afitre:;extf!emité  a  par  Torigine  .¥  du  di^tner 
tKsAP  i  e&  \iui  tpoiitt  :S  )'le  cto^e  qui  a  poor  ifiNpmtd! .ce 
point  9  U  jfpnt  .bajfe  le  cercle  i\f  A  JNT^  formera  *.  par  fa  "^Art.xif. 
lenconcre  avec  le  plan  A  P M\^  Parabole  même  doo^ 


4o8  Liyaz  D  ixië'me^   ; 

née  MATT^  Voici  comment  on  peut  trouver  le  point  >^. 
Soit  x^  le  paramètre  inconnu  du  diamètre  ^P,  &  l'on 

aura  par  la  propriété  de  la  Parabole ,  i^ Ai  t^:AV^v: 

mais  pour  fatisfaire  au  Problème  ^  il  faut  que  P  M,^ 
TsmaP^  PV.  Donc  aP  ^P'Dx:m^^P  ^v  ,\  ce  qui.donoc 
cette  proportion  ^  P.  Pa  :  :  P  D.  x;  ^  qui  k  change  eo 
menant  ^  O  parallèle  â  D  ^  en  cette  autre  SJJ.  ^OiiPIf^ 

ou  uéO.v^Sc  partant'50«»  v»,-40*.. 

Maintenant  pour  trouver  les  valeurs  analytiques  dé- 
cès lignes»,  je  mené  dti  point  donné  <S  fur  le- plan- de  I2 
Parabole  la  perpendiculaire  51^,  &  du  point  jF  où  eile^ 
Rencontre  ce  plan ,  fur  Taxe  ^6  la  perpendiculaire  PG, 
qui  rencontre  le  diamètre  */^  P  en  H.  je  cire  du  pointa- 
rordonnée  ^K  à  l'axe ,  &  la  perpendiculaire  À Qji\^ 
tangente  ^z  ,  lefquelles  rencontrent  en  BU  ji^U  li-* 
gne  J^i^^menée  par  le  point  F-  parai lelennent  à  Taice. 
Jéleve  enfin  du  point  ^une  perpendiculaire  H  0  /ûr  lu 
plan  de  la  Parabole  >  qui  rencontrera  S  D  d^ns  le  même 
point  o ,  où  la  ligne  AO  parallèle  à  aix  lo,  rencontre; 
Caria  tangents  «/^X  étant  parallèle  â  Tordonnée  P  ^ 
qui^ft  perpendiculaire  fur  aD^  Pan^le  L^ O  ièra«droit 
auffî-bien  que  Tangle  L^^Si  ainhle  plan  ^^0  fera 
perpendiculaire  fur  ^Z  ,  &  fur  le  plan  de  la  Parabole 
qui  pafle  par  cette  ligne  j  c*cft  pourquoi  la  ligne  dP  per* 
pendiculaire  d  ce  plan  fe  trouvera  dans  le  plan  ,S^0  & 
rencontrera  par  confequent  la  ligne  S  Rjdzns  le  même 
point  o ,  où  le]  plan  ^AO^  c*e(l  a  dire ,  la  ligne  >^  0  pa^ 
rallde  i  :^P  la  rencontre;  Il  eft  à  remarquer  que  toute» 
ces  lignes  excepté  les  deux  F  S ,  Q^ ,  font  dans  le  plaa 
4e  la  Parabole.   Cela  pofé. 

^''Je^nomme  les  doon^  S  F  on  dp  ^aiFG-^aa  ke^ 
h  '}'  G  i?;  5°}  le  ponuitetre  d^  l'axe  »  /  ^  &  les  àsconoiias- 
j?  k;x  \kA'<M'Q  hî^y  r&  j'ai  à  caufe  des  tnangleslêm» 
h\a!tAes  'j4 KT'i\/é E d,^  cefte^roportion  ^JC  {y).  KT 

'CitJ''  ^E  (h-^'y),  i^ii-fT^/cequidonuei- 

assA 


*mm 


làm 
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caufe  des  triangles  AEQjA  QO  ^  redangles  enE  6c  Q^,  là 


4JfJ  17 

a  a.  Or  le  paramètre  du  diamerre 
i«Pfçavoirt;«*^-f+,A?— />-+^>en  mettant  pour  a:  ♦  ^^.^^  ,y; 

fà  valeuriî j&  50  ou  F(lo}X  GB^BK^  EQ^^c^x 

^i.ifH-r^  =  ^-+2J!-+  —  H-yA  Mettant  donc  ces  va- 

leurs  analytiques  à  la  place  des  lignes  qu'elles  expriment 
dansTcgalitc  AO^  =  SO^'v,  on  trouvera iilf  ^tîl  -+ 

•;/)/ --+^  ^  ^  1^/ -+>'>' •+-^^==^/>  H-;y^  H- i^^  H^ 

.j.  11,  H- 1  ^^  -+  i>'j'vc*eft  à  dire  en  efl&çant  de  part:& 

d'autre  les  quantités  qui  fe  trouvent  lès  mêmes  ^  fubftituanc- 
pour^j'  la  valeur/x,  &  opérant  enfuite  à  Tordinaire  j^ 
x^-^cxx^^^  cpx  —  Tgbif  ss.^ 


-rP 


•^  aa 

'ibb 


dont  la  vraie  racine  que  Ton  peut  trouver  par  le  moyen  *^*^ri^  ,17,- 
de  Itt  Parabole  même  donnée ,  exprimera  la  valeur  de' 
l'inconnue  Ji K  y  <\^^  fert  à. déterminer  le  point  >^  tel 
qu'on  le  demande,. 

Second  cas.  Toute  lia  difficulté  confifte  à  trouver  fûrpiG.  %Âp 
l'Hyperbole  donnée  MAN^  le  point  .A  tel  qu'ayant  me. 
né  leiliametre  i<l  avec  les  lignes'^ ^li^,  BSbyic  par  un 
de  fes  points  quelconques  P ,  du  diamètre  AS  une  ordon* 
^  J>M  dans  le  plan  de  l'Hyperbole ,  &  une  perpendiculaire 
ati  cette  ordonnée  dans  le  plan  du  triangle  a  Si:  on  air 

lequarré  P  M  égal  aareâangle  4  P  ^Pi.  Cela  fe  prou^ 
Te  de  même  que  dans  la  Parabole ,  &  voici  <:e  qu'il  faut- 
faire  pour  croaver  le  point  Ai 

Soit  V  le  diamètre  conjugué  au  diamètre  A^.^  &• 
fbient  menées  dans  lé  plan  dû  triangle  ^5^ ,  les  lignes 
Jt^o  parallèle  iai^iiVZ  parallèle  à  AB^  qui  rencoe^ 

Eff 
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tre  S  A  ca  ?iic  l'on  aura  APhp  b  i  P  M  ou  (à  eaufe 
du  cercle )  i  aP^P^  t en  raifon coropofce  de  AP  i Pa, 
ovlZQ  i  OA^tL  de  PB  iPù,  ou  de  SA  iAO  jc'efti 

dire ,  comme  zo*  AB  eft  à  Ao'.  Or  par  la  propriété 
de  l'Hyperbole  ,  AP*PB.  Tm  ::  >i_8^.  w  }  &  par- 
tant  zo«^fi.  Jô*::  J5*t/v--ll^^.  Ce  qui  don- 

ne  oz.  AB^ouOS.SB.iAo  .w. 

Maintenant  pour  trouver  les  valeurs  analytiques,  tant 

de  la  raifon  de  OSi  S  B  ^  que  des  quarrez  A^   Scwi  je 
mené  du  point  donné  5,  la  ligne  5  i^  perpendiculaire  fur 
le  plan  des  Hyperboles  j  du  point  foù  elle  rencontre  ce 
plan»  la  perpendiculaire  F. G  à  Taxe  D  K  qui  eft  donne 
de  poficion  &  de  grandeur  ^puifque  les  Hyperboles  font 
données  5  &  du  point  cherche  A^  l'ordonne  AKz  Taxe, 
&  la  perpendiculaire  /f  2"  à  la  tangente  AL  ^  lefqueJlcs 
rencontrent  la  liene  il -F  aux  points  E ,  ^  Je  tire  enfin 
BH  parallèle  à  l'axe  qui  rencontre  G  i^  en  JC^  r  ^pa- 
rallele  à  «  f  qui  rencontre  AEen  r^&cBD,  Q^R ,  per- 
pendiculaires fur  Taxe  i  &  ayant  élevé  ^  perpendiculai- 
j*e  fur  le  plan  de  l'Hyperbole,  on  prouvera  comme  dans 
la  Parabole  qu'elle  rencontrera  la  ligne  JIJ  au  même  point 
O ,  où  la  ligne  A  O  parallèle  à  a  A  la  reiKontre.  Il  eftà  re* 
marquer  que  toutes  ces  lignes  excepté  les  deux  F  S ,  ^^ 
.font  dans  le  plan  des  Hyperboles.    Cela  pofé. 

Soient  nommées  5i*sr^,  FG  :=:i^CG  sz^ ,  le pre- 
roier  axe  ^td^\e  fécond  s:  t/,  les  inconnacs  c  K"  ou 
CD:=:  x^A  Koik  jBDoùGjtom  rh  sr  ;r  î  &  Ton  awa 
HKqmSH  ssxx^DGou  Bjrt=:c  -+s,GK:zix—'Cj 

d  ti  '  .  » 

_.X.  l^ ddxx  — h jfxAT  —  a^  en  mettant  pour  yv  k  va- 

dd  .  . 

*Art  8j    ^^"^^  *  — — ff'  ^^  ^^^  triangles  femblables  BJTF ,  BHE^ 

TKV  àonTittMBJC{c^x).jrF{l — y)  iiMH(ix). 
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=  lif=±i2  ::  rx  (Ci  ).  ic  ^  =:*I4Z|*J:  j  &  partant. 

_/C r=î cddj^dd^y^fxy^fx .  ^i5  ^  ç^y|.ç  jç5  triangle! 
iinablables  ^A^r,  >/^£^>  6i  yf  T  K ,  ^R  ,  il  vient 

**^  ddxy^fxj-~iffx-t.eddy    * 

^r.  rx  :  :  ,^.  r^  s  :  y^r -f  r^u  ^i^.  /c  7"-+  tr  ou 

iC  iî   —  •  xbffxx-^xcffxj p^jjç  C«   .«^CAT-hJTie 

ddxy  -^fxy^^ilfx-t-fddy  dG 

^^    ddxy-*fxy-^tfx-^eddy       D  R  01*  D  X-¥  JCX  >*  F  S\_^  . 

*"■    ddxy^fxy-'tfx^^ddy*  DG  "~ 

dixy^fxy — bffx^tddy        •'^    '  *        ^ 

JB  F.  JBQ^'.'.  F  S.  QO  j  &  à  caafe  du  triangle  redan- 
glc   u4  HO  y  Je   quarré^  o*   ou   A  il  -+ i^o'  ts  ■ 

dd 

Stdooc  l*on  nnet  dans  la  proportion  SO.  S£  ::  ^40* 
V.V.,  à  la  place  tant  de  la  raifon  ait  SO  i.  SB  xm  G  R  i> 

G2),que  desquarrcs  ^O  8e  w,  les  valeurs*  analyti- 
ijnes  que  l'on  vient  de  trouver,  on  formera  en  mal- 
ttpliant    les    extrêmes   &    les    moyens    cette   égaiiré 

xtfx'\'X cfy I  »  ddxx  -^-ffxx — <f* f -^-  xaddxy^iaffxy j* .  ' 
ag^tjyy  -^/xy  >f-  hffx^cddy  \  nddxy  -^  ffxy^fx  ^  cddy  \  • 

»4xx  I  *^**  4^<^Kdan&laqu€netousles  termes  oh 
y  fe  rencontrera  au  premier  degré  s'effitceronC)  &  mettant 
â  la  place  du  quarréj'j'  fa  valeurfc — ff,  on  trouvera 

iid*ii*'^lifUdffx*^^i^/*X*~~&hd'xX—~CCd*XX'' 


b bffà^x x  —  c cffd*xx  »f-  ccffa'^cca*  =  ddxx 


^ffx  x^d*-^add~^ cddln^dd**-^  x/**  H-  ^  x*.^*xx 

*^  dd 

F  f  f  ij 
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— 2  ddffxx — f^  ^  X I  qui  fe  change  en  faifant  pour  abré- 
ger dà'^ffasmmm;  bb^  cc^nn^aa^  dd^cc^rr^ 
en  cette  autre  bbm^  x*  —  m  mnnd^xx^ccmm(f 

matnmxx—ddrrM^.ff^  —  w*xxj  qui  fe  réduit  enfin  co 
faifant  xxa«^;^â  cette  égalité  du  troifîcme  degré* 

'^^  I  H r-    I 

mm    J  J  ' 

dont  Tune  des  racines  ^  fçavoir  relie  qui  eft  plus  grande 
que  d^  eft  telle  que  prenant  une  moyenne  proportionnel- 
le entre  cette  racine  &  d  moitié  du  premier  axe  ^  cette 
moyenne  proportionnelle  exprime  la  valeur  de  Ci^  oui 
iërt  â  déterminer  le  point  cherché  ^.  On  pourra  fe  ter* 
vir  de  l'Hyperbole  même  donnée  pour  trouver  les  raci- 
nes de  cette  égalité ,  par  le  moyen  des  articles  396  &  }^j. 
du  Livre  précèdent. 

Lorfque  CG  (r )BaB^/c*eft-à.dire  ,  lorfque  le  point  F 
tombe  fur  le  fécond  axe  ;  il  eft  vifible  que  cette  égalité  fe 
change  en  une  autre  du  fécond  de^ré ,  puifque  le  dernier 
terme  étant  nul,  elle  fë  divifè  par  ^.  Mais  lorfque  F  G 
(  b)  t:mo ,  ce  qui  arrive  lorfque  le  point  F  tombe  fur  le 

premier  axe  j  le  terme  l!^i±5 s'efface  dans  l'égalité  precc- 

*  mm 

dente,  &  un  qui  eft  ^^^  rr  devient  ^r  ^  ce  qui  fait  qu'elle 
fe  peut  divifer  par  v-^,  &  qu'elle  fe  réduit  par  conféquent 

i  celle-ci  x^z î^a;.H-  ~  «—^ ,  qui  n'eft  encore  que  do 

mm  m^  ^ 

fécond  degré:  Enfin  fi4'on  fait  dans  cette  dernière  égalité 
^«■#5  ce  qui  doit  arriver  lorfque  le  point  F  tombe  fur  Je 
.centre  C^  puifqu'alors  \ts  lignes  b  ic  c  deviennent  cbaco- 

ne  nulles  j  on  aura  ic  —  ~ .  &  partant  dxpn  xx  am — ,  & 

_  mm         ^  •» 

X       '^^      d  r^^^^^ 
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Il  eft  joucife  d'avertir  qye  le  Problème  fe  refoud  par 
la  même  voie  dans  TEilipie,  n'y  ayant  de  changement 
que  dans  quelques  fignes*  Maison  peut  toujours  rappor- 
ter,  (î  1  on  veut  ^  ce  fécond  cas  au  premier ,  de  la  manière 
qui  fuit. 

Ayant  mené  par  un  point  quelconque  B  de  Tune  des  Fi«*  A. 
Hyperboles  données ,  une  tangentç  £G  \iL  ayant  fait 
pailer  par  cette  tangente  ,  &  par  le  fommet  donné  S^  un 
plan  G BS**  foit  mené  par  tout  où  Ton  voudra^  un  autre 

Iilan  H  KL  parallèle  â  celui  ci.  Je  dis  qu'il  formera  dans 
a  furface  conique  y  décrite  par  une  ligne  droite  indéfî* 
nie  attachée  en  5^  &  mue  autour  de  l'Hyper bole  oppo. 
fée  M  AN  y  une  ligne  cotfrbe  H  KL  qui  fera  une  Para- 
bole 5  de  forte  que  toute  la  diifSculté  eft  réduite  au  cas 
précèdent.  Car  fuppofànt  que  le  cercle  DHMNZ  foit 
la  ba(e  du  cône  ^  qui  a  pour  fommet  le  point  S  ^tc  pour 
Sedion  l'Hyperbole  MANOiVtc  fon  oppofée  J  il  eft  clair 
que  le  plan  Gi?  5  touchant  les  deux  furfaces  coniques 
oppofées  qui  ont  pour  bafe  ce  cercle ,  dans  le  côté  B  SD^ 
formera  dans  le  plan  de  la  bafe ,  une  ligne  droite  D  E 
qui  touchera  cette  bafe  en  un  point  D.  Or  comme  cette 
ligne  eft  la  direûrice  par  rapport  à  la  Sedion  HKLy\\ 
s'enfuit  félon  la  définition  dixième  du  Livre  VI.  que  cet- 
te Sedion  fera  une  Parabole.  ^ 

Ce  Problême  a  été  très. célèbre  du  temps  de  M.  Def* 
cartes,  &  l'on  en  a  trouvé  une  folution  parmi  fes  Ma- 
nufcrits ,  qui  eft  imprimée  â  la  fin  de  la  -jf  Lettre  du 
3«  tome.  Si  l'on  veut  fe  donner  la  peine  de  comparer  (a 
folution  avec  la  mienne ,  on  verra  que  non  feulement 
elle  eft  moins  naturelle  ^  puifqu'elle  ne  va  pas  droit  au 
but,  mais  encore  qu'elle  eft  beaucoup  plus  embarradëe. 
Auffi  ne  donne-t.il  point  l'analyfe  du  cas  où  la  Seâion  eft 
une  Ellipfe  ou  une  Hyperbole  5  &  il  fe  contenté  d'affurer 
que  Tégalité  qui  renferme  les  conditions  du  Problême  ^  . 
ne  doit  pas  paUer  le  quatrième  degré« 


Fffiij 
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F I  c.  x66^         442-  Si  P^^  l'extrémité  B  et  un  dtametre  AB,Pan  ment 
1^7.  x68.    une  corde  quelconque  B  D  qui  termine  Carc  A  D  moindre  que 

ta  demie  circonférence  j  ^  qu'ayant  fri^  par  tout  oà  l'on  vou* 
dra  deux  arcs  contigus  E  F,  F  G  »  égaux  chacun  à  l^arc  A  D^ 
on  tire  les  cordes  B  E  >  B  F  ^  B  G  \  je  di$  que  la  corde  du  mu 
lieu  1S(V  eji  à  ia  fomme  ou  à  la  différence  de  fes  deux  voifincs 
B  E ,  B  G  >  comme  le  rayon  CB  efi  â  la  corde  B  D  :  f^avoir 
À  la  fomme  lorfque  l'origine  commune  B  des  cordes  B  D ,  B  E  » 
BV  yBQ^ne  tombe  fur  fas  un  des  deux  ara  E  F  ^  F  G  j  d* 
au  contraire  k  la  di£erenQe ,  lorfquUl  tombe  fur  l'un  ou  l  autre 
de  ces  deux  arcs. 

Car  foie  du  centre  f ,  &  du  rayon  t  B  ,  décrit  un  arc  de 
cercle  qui  coupe  la  corde  B  G  prolongée ,  s'il  eft  neceflai- 
re  ,  au  point  //,  pour  avoir  une  triangle  ifofcelIe^jF//^ 
qui  fera  feaiblable  au  triangle  iiôfcelle  JBCD  ^  pui/que 
Tangle  FB  H  ^  pour  mefurc  la  moitié  de  Tare  ^  G  égal  i 
Tare  ^  D  >  dont  la  n^oitié  eft  auflî  U  roefure  de  l'angle 
CBD.  On  aura  donc  F  B.  SH^xCB.BD,  de  forte 
qu'il  ne  refte  qu*â  démontrer  que  la  ligne  ^  /f  eft  la  fora- 
nfie  ^ts  deux  cordes  B  E  ^B  G  ^  dans  1<  premier  cas,&, 
leur  différence  daqs  le  fécond.  Pour  le  taire. 
Fia.  i66.      Soient  tirées   hs  cordes  EF ^  FG  yU  on  aura  deux 

triaoçles  B  EF,  F  H  G  ^  qui  feront  femblables  &  égaux. 
Cardan*  le  premier  cas  l'angle  F  H  £  o\x  F  HG  ^  eft 
égal  i  l'angle  FBHc\^\  vaut  rangle\F;fiiî  ^  puifque les 
arcs  FQ,^FE  ^  font  égaux:  j,Çc  dç  plus  Tanglç  B  E  F  tCt 
égal  à  l'aoglç  FQJHj  puifqu'ils  ont  chacun  pour  mefure 
la  moitié  du  même  arc  5  JF  ^  &  partant  l'angle  G  F  H  éi 
égal  à  l'angle  £  J  ^.  Or  lescôtés  J£,  JG,  &  i^jff^/H, 
font  égaux  entr'eux.  Le  côté  C7//  fera^.donc  égal  ai» 
côté  B.  f .  Donc  &ç. 
FiG.  i«7.  On  prouvera  à  peu  près  de  mênw  dans  le  fécond  cas 
x6i.  '         que   les  triangles  -F  /f  G  ^  P  ^  £  ,   font  fembJables  &; 

égaux  i  &  qu'ainfî  la  ligne  jff  if  eft  k  diffcrence  des, 
deux  cordes  B  G  ,  BE .. 
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L  E  M  M  E    I  I. 

443»  Soit  une  Table  ebnt  le  fremiet  rang  faraUeU 
^renfermant  le  ntmitre  ly  ^  le  fécond  la  lettrt  X  -,  le  troifiénte 
zx — X  ffit  le  produit  du  fécond  par  x,  moins  le  premier  j  le 
quatrième  x* — 3  x  fiit  le  produit  du  trotfiéme  par  x ,  moins  le 
fécond  y  le  cinquième  %* — 4  x  x  -4- 1  foit  le  produit  du  qua- 
trième par  X ,  moins  le  trotfiéme ,  ^  ainfi  de  fuite  à  Cinfîni. 
Sott  de  plus  un  arc  de  cercle  quelconque  A  R.  divifi  en  autant 
de  parties  égales  qu^tn  voudra ,  aux  points  D ,  E ,  F ,  G ,  &c.  F  i  o.  t<j. 
Je  dis  que  fi  le  premier  rang  a  de  la  Table  exprime  la  valeur  170. 
du  diamètre  B  A ,  ^  le  fécond  rang  x  celle  de  la  première 
torde  BO ,  /f  troifiéme  rang  xx — x  exprimera  la  valeur  dl 
la  féconde  corde  B  E ,  /^  quatrième  rang  x* — 3  x  ceUe  de  la  troi^ 
féme  corde  B  F ,  ^  ainfi  de  fuite  ju/qu'à  la  dernière  B  R.  : 
en  obftrvant  que  ces  cordes  deviennent  négatives ,  lorfqu*éOes 
fajftnt  de  l^ autre  cètè  du  point  B. 
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TaiU  pmr  la  divifion  des  arcs  de 
cercU  ^n  parties  égales* 
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I  I  1  X    -Jr:  I O  5  X* 
i^4x^  ^l%lkK^ 


1 

I  I  X 

5  6  X  x-f-   1 
9  j-x'  •+^3* 


Car  i^  Lorfqaé Tare  >f^  cft  moindre  que  la'cîern|c  Fie.  itfj. 
drconforeuce  ^  D\B  j  (î  Von  mahiplie  unt  torde  qael* 
coiKtue  B  F  par  x  ^  &  qu'oti  retranche  de  ce  produit  la 
corde  B  E  qoi  la  précède  y  on  aura  la  corde  S  G  qui  la 
iiiie  imm^diatemeur ,  puifqae  felou  le  Lemme  prece* 


4lé  LXVHB    DiXIE'MBt 

dent  CJ3(i).  SD(x)  ::  B  F.  B E^SG  :=:x SF,U 
partant  BCr  ^xBF —  BE.    Donc  &c. 
F 1  G.  X70»      *^-'  Lorfque  I*arc  ARtfk  plus  grand  que  la  demie  cir. 

conférence  AOB^  il  eft  vifîble  que  l'origine  commune 
B  d.e  toutes  les  cordes  fe  trouvera  neceiTairement  fur 
Tune  des  parties  égale  comme  GHy  dans  lefquelles  l'arc 
^  /?  eft  divifé.  Or  l'on  prouvera  comme  dans  le  premier 
cas  que  le  croificme  rang  de  la  Table  exprime  la  valeur 
de  f  £,  le  quatrième  celle  de  ff,  &  ainH  de  fuite  juf^ 
qu'à  BG  :  mais  il  refte  à  démontrer  que  le  rang  qui  fuie 
celui  qui  exprime  Ja  corde  B  G,  n'exprimera  point  la  va- 
leur de  H-  iî  -W ,  mais  celle  de  —  £H  j  &  de  même  que 


le  rang  qui  fuit  ce  dernier  exprime,  la  valeur  de 
&  ainfi  (Je  fuite  jufqu'à  — -Jîif. 

Selon  la  formation  de  la  Table ,  lé  rang  qui. fuit,  celui 
ijui  exprime  BG  qÎï  xBG  —  B  F.    Or  par  le  Lemme  C  B 
{i).BD   (x)  ::  BG.  BF — '  B  H ,  &C  partant  — Bff  s 
xBG  —  BF'y  c'eft  à  dire  que  —  BH  vaut  le  rang  paral- 
lèle de  la  Table  qui  fuit  immédiatement  celui  qui  exprime- 
la  valeur  de  BG,    Mais. félon  la  formation  de  la  même 
Table , le  rang  qui  fuit  celui  qui  vaut  —  S-Hçfï  —  xBH 
—  BG  valeur  de  S/,  puifque  félon  le  Lemme  xB M  sr, 
BI^'^BG:ic  de  même  le  rang  qui  fuit  celui  qui  vaut 
— ir/eft  félon  la  formation  de  cette  même  Table — x  SI 
^BH  valeur  de  la  corde  négative  * — BX,  puifque  fé- 
lon le  Lemme  xBJt:zB  t  -+  B  H,    Or  il  eft  vifible  qu'il 
en  eft  de  même  de  itoutes  les  cordes  qui  fuivent  B  L  jufr 
qu'à  B  M  i  &. c'eft  ce  qui  reftojt  à  démontrer. 

C  Q  &  O  I^  L  A  I  K  fi      I; 

:Fi«.  1^9*       444*  Jj  B-L  Av  il  eft  évident  que  fi  Parc  AR  eft  di- 
X79-  vifé  en  cinq  parties  égales  ,  le  fixiéme  rang  de  la  Table 

x'  —  5  x' H*  ;x  exprimera,  la  valeur^  de  la  corde  Ail 
qui  foutend  l'arc  BJt  différence  de  l'arc  A  R  te  de  la 
demie  circonférence  ADB^  que  s'il  ëtoic  diviiè en  kpt 
parties  égales  ,1e  huitième,  rang  fèroic  la  valeur.de  JjK} 
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&  en  gênerai  qu'il  faut  augmenter  d'une  unité  le  nom- 
bre des  parties  égales.,  afin  d'avoir  le  rang.de  la  Table 
qui  vaut  B  R  r  en  obfervant  que  le  rayon  C^  s:  r,  que 
la  première  corde  il  Z>  zs  -^  >  &  que  la  dernière  corde  BJt 
eft  négative  lorfque  Tare  A  A  ell  plus  grand  que  la  de-^ 
mie  circonférence. 

Corollaire    IL 

445*  C3  N  voit  par  la  compofîtion  de  cette  Table  ^ 
)P*  Que  le  nombre  1  eft  le  premier  terme  de  chaque 
rang  perpendiculaire*  1*.  Que  les  coëficiens  de  tous  les 
autres  termes  du  premier  rang  perpendiculaire  font 
égaux  â  l'unité.  5^  Que  le  coëncient  d'un  terme  quel- 
conque de  tel  rang  perpendiculaire  qu'on  voudra  ^  eft  tous 
jours  égal  au  coëncient  d'un  pareil  terme  dans  le  rang 
perpendiculaire  à  gauche  ,  plus  au  coëficient  du  terme 
qui  eft  au  deflus  de  lui  :  c'eft  i  dire ,  par  exemple ,  que  le 
coëficient  14.  du  quatrième  terme  14  x*  du  troifiéme  rang 
perpendiculaire  ,  eft  égal  au  coëficient  5  du  quatrième 
terme  5  x*  du  deuxième  rang  perpendiculaire  qui  eft  le 
rang  à  gauche  ^  plus  au  coëncient  9.  du  terme  9  x;c  qui 
eft.  au  deflus  du  terme  i^x\ . 

R  F  M  A  R  Q^O  £^- 

44^*  Si  l'on  continuoit  à  divikt  la  circonférence Pi^^  xjm^ 
en  parties  égales  aux  arcs  ^D^DEj  &c.  au-delà  du 
point  il  { il  eft  clair  que  tes  rangs  parallèles  de  la  Table 
qui  fuivent  celui  qui  exprime  —  B  r  continufiroienc  4 
exprimer  par  ordre  toutes  les  cordes  négatives  qui  fui^ 
vroienc  M.  R  ^  )ttfqtt'd  ce  que  repaiTant  le  point  B  elles  rede* 
viendroient  encore  négatives }  &  ainfi  de  fuite  alternatif; 
▼emenc  pofitives  &  négatives ,  auunc  de  fois  qu'elles  paC 
fieroient  le  point  M  jufqu'd  Tinfini. 


6  fis 
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Exemple!. 

447'  C^ouPEiL  un  arc  de  cercle  donné  AR  ^en 
autant  de  parties  égales  AD^DB  ,  EF^FG,  &c.  qu'on 
voudra. 
Fi«.i6^      Ayant  mené  le  diamètre  AS  &  la  corde  B R  ^  tc 
^7^«  nommé  le  rayon  donné  CA  ou  Cil,  i j  la  corde  don- 

née BR  ^  a  'y  on  formera  une  égalité  dont  le  premier 
membre  fera  le  ran^  parallèle  de  la  Table  qui  furpaâfe 
d'une  unité  le  nombre  des  parties  égales ,  &  le  fécond 
fera  TIf  a  i  fçavoir  -4-  a  lorfque  Tare  A  Retk  moindre 
que  la  demie  circonférence  ,  &  — a  lorfqu'il  eft  plus 
grand*  Or  il  eft  vifible ,  félon  l'article  445.  que  la  refo. 
lution  de  cette  égalité  doit  fournir  pour  Tune  de  fes  ra- 
*  cines  x  ^  une  valeur  B  D  telle  qu'ayant  décrit  du  point  B 
comme  centre  &  de  l'intervalle  f  O  un  arc  de  cercle, il 
coupera  fur  l'arc  donné  ^  JZ  la  première  des  parties  égales 
cherchées  AD. 

Qu'il  faille ,  paf  exemple ,  divifer  l'arc  donné  AR  en 
trois  panks  égales  j  on  trouvera  x* — 3  x  %=$  Zfi  ^ ,  donc 
l'une  des  racines  BD  terminera  la  première  des  trois 
parties  égales  qu'on  demande.  S'il  falloit  divifer  l'arc 
^R  en  cinq  parties. égales,  on  auroit  x'  —  ^p^^^^x 
:s=  I^T^ }  &  de  même ,  s'il  falloit  divifer  en  fêpt ,  il  vien* 
droit  x^ — 7x'-+-  t4x' — 7^=1  Zf^;  de  forte  que  toute 
la  difficulté  k  réduit  à  trouver  les  racines  de^ces  égalités. 
Or  c'eft  ce  qu'on  a  enfeigné  dans  le  Livre  précèdent. 
Donc  &c. 
Il  eft  â  remarquer  que  ces  égalités  font  les  pins  fînu 

{>l6s  qu'il  eft  pôffible  y  lorfque  le  nombre  de^  parties  éga» 
es  eft  un  nombre  premier.  Mais  lorfqu'fl  eft  compofé 
de  deux  ou  plufieurs  nombres  premiers^  on  diviièra  d'à* 
bord  l'arc  donné  en  autant  de  parties  égales  que  Tun  de 
ces  nombres  a  d'unités  ,  ic  enfuite  la  première  de  ces 
parties  en  autant  de  parties  égales  que  l'un  des  nombres 
reftans  a  d'unités ,  &  ainfi  de  fuite  jufqu'â  ce  qu'on  ait 
épuifé  tous  les  nombres  premiers  ^  dont  le  produit  £or« 
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me  le  nombre  donoé  j  ce  qui  donnera  enfin  U  première 
des  parties  égales  qu'on  cherche  :  fi  l'on  veuc^  par  exem- 
ple ,  divifer  l*arc  AR  en  trente  parties  égales ,  il  faudra 
d*abord  le  divifer  en  cinq  ,  eniuite  la  première  de  ces 
cinq  parties  en  trois  ^  &  enfin  la  première  de  ces  trois  en 
-deux  ,  pour  avoir  la  trentième  partie  qu'on  demande ,  ic 
cela  parce  que  >o  ^  5  «  3  «  a. 

R  E  M  A  R  OU  £      L 


44^«  j3  £  u  X  points  donnés  >l ,  JI  ^  fur  la  circoofe-  F  i  •«  17^ 
rence  d'un  cercle  en  déterminent  non  ièulemenc  deux  iji^i?^^^. 
arcs,  dont  Tun  AU  ciï  moindre  que  la  demie  circonfe^ 
rence,  &  Tautre  ASK  plus  grand  5  mais  encore  uoe 
infinité  de  portions ,  donc  les  unes  font  la  circonfereo- 
ce  entière  plus  Vwcç  AR  ^  deux  (m%  la  circonférence 
plus  l'arc  A  R  ^  trois  fois  la  circonférence  plus  l'arc  AR^ 
&c.  &  Its  autres  ^t  la  ckconfereoce  entière  plus  l'arc 
^3R^  deux  fois  la  circonférence  plus  l'arc  ^SR^  trois 
fois  la  circonférence  plus  l'arc  ^BR  icci dont  la  raiibo 
eft  que  la  circonférence  d'un  cerd|*  rentrant  en  elle* 
même  ,  on  peut  confiderer  cette  ligne  courbe  comme 
faifant  une  infinité  de  révolutions  autour  d'elle-même* 
Si  donc  l'on  nomme  l'arc  AR  ^  d  ^h  circonférence  en- 
tière c  )  l'arc  ^  B  R  fera  c-^^dU  Ton  aura  ces  -deux  fuû 
tes, 

l\   d,Ç'^d,%f^d,iCJ^d^4c^dtfCJk-d,i^^d,7c^d,  tC'^d^Çgf. 
X«         ^—d,%f^di^€^d,4€^d,fc^d,4€'^d,7C^d,Z€^d,&e^ 

qui  expriment  par  ordre  toutes  les  portions  de  circon- 
férences terminées  par  les  deux  points  A  ,  R.  iÇela 
polë. 

Si  l'arc  ^D  cfk  une  aliquote  quelconque  de  l'ace 
A  R  n^indre  <}ue  la  demie  circonférence  }  &  qu'ayanc 
infcrit  dans  le  cercle  un  poligone  DEFGH  &c.  d'un 
pareil  nombre  de  côtés  à  commencer  par  te  point  ^, 
on  tire  de  l'extrémité  B  du  diamètre  ^  B  aux  angles 
du  poligone  les  cordes  J3D^  BF ,  B  G  ^  BH  ^  Uc. 

Gggij 
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je  dis  qu^eiles  terminent  des  aliquotes  pareilles  de  tous  les 
termes  de  ces  deux  fuites,  dont  l'origine  fixe  eft  toujours 
au  point  if. 

F I  •.  X7U       Car  foit  pour  fixer  les  idées  Tare  «^  D  sr  ^  //  ^  il  eft  clair 
^ue  Vmc^DE  =si±f ,  rare  ^DE^  =:ii±i,  i^arc 

^DEFG  tzll^VzTc ^BEFGH  ^^^^oui  font  les 

f^  parties  ou  \ts  aliquotes  pareilles  des  cinq  premiers 
termes  de  la  première  luite.  Or  fi  l'on  divife  tel  autre  de  ks 
termes  qu'on  voudra  par  5 ,  il  eft  vifible  que  le  quotient  ren- 
ferme  au  jufte  un  certain  nombre  de  fois  la  circonférence 
entière  plus  une  des  cinq  fraâions  précédentes.  Donc  puifl 
que  la  corde  qui  termine  un  arc ,  dont  l'origine  eft  en  A^ 
eft  la  même  que  celle  qui  termine  cet  arc  plus  la  circonfe- 
rence  répétée  autant  de  fois  qu'on  veut ,  il  s'enfuit  que  les 
•  cordes  £D^  BE , BF ^£Gy£H^  terminent  \ts  cinquièmes 
parties  de  tous  les  termes  de  la  première  fuite.  On  prou- 
vera, de  la  même  manière  que  les  arcs  ^H ^  ^HG^ 
UHGE^AHGEE^  AHGFED  font  les  cinquièmes  par- 
ties des  cinq  preml|rs  termes  de  la  féconde  fuite  ^  &<]u'ain(î 
les  cordes  B  H  ,BG  ^BF^BE^BD  ^  terminent  les  cinquièmes 
parties  de.tous  les  termes  de  la  féconde  fuite.  Mais  il  eft 
vifible  que  cette  démonftration  fe  peut  appliquer  â  celle 
autre  aliquote  qu'on  voudra  de  l'arc  AR.   Donc  &c. 

rio«  vji^      Delà  ir  fuit  que  fi  l'on  réunit  les  deux  fuites  prece« 
274*  dentés  en  une  feule  d^cZ+d^  irI!;^^,3rtIf^&C)lesdeux 

cordes  voifînes  de  part  &  d'autre  de  la  plus  grande  ou 
première  BD  qui  termine  l'aliquote  ^2>  de  l'arc  AR 
'^moindre  que  la  tlemie  circonférence ,  termineront  des 
aliquotes  pareilles  du  fécond  terme  r1^  ^  de  la  fuitC) 
que  les  deux  cordes  voi fines  de  celles-ci  termineront  des 
aliquotes  pareilles  du  troifiéme  terme  irZf  ^de4afuite{ 
&  ainfi  à  l'infini  de  deux  en  deux  jufqu'aux  dernières 
lôrfque  l'aliquote  eft  impaire,  &  jufqu'à  la  dernière  lorC 
qu'elle  eft  paire.  Ainfi  lorfque  l'arc  AD  sz^AR  ^les 
xordes  JIE^  BH^  terminent  des  deux  arcs  ADE^AH^ 
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cinquièmes  parties  du  fécond  terme  cZjj^ddt  la  fuite , 
c'eft  â  dire  de  la  circonférence  plus  Tare  ^  iS ,  &  de  la 
circonférence  moins  cet  arc  5  les  deux  cordes  BP^  j;  G , 
voifines  de^celles.ci  termineront  deux  arcs  ABEF ^ 
AHG^  qui  font  les  cinquièmes  parties  du  troifiéme 
terme  ^cZ^d  Aq\z  fuite  :  &  de  même  lorfque l'arc  AD 
zsLjAIt  j  les  deux  cordes  BE  ^B  K^  voifines  de  part  & 
d'autre  de  la  première  ou  plus  grande  B  D  terminent 
les  deux  arcs  ADE  ^  AK^  qui  font  les  fixiémes  parties 
du  fécond  terme  cZ+d  ^yles  deux  cordes  BF ,BH ^  voi. 
fines  de  ces  deux-ci  terminent  hs  deux  arcs  A  D  EF ^ 
AKH^  fixiémes  parties  du  troifiéme  terme  icZ+dy  8c 
enfin  la  dernière  corde  BG  termine  les  deux  arcs 
ADEFGyAKH  G,  fixiémes  parties  du  quatrième  ter- 
me }cZ^  d. 

On  entend  dans  les  remarques  fuivantes  par  cordes  im^ 
faites ,  celles  qui  étant  prifes  de  part  &  d^autre  de  la  pre* 
miere  ou  plus  grande  BD  ^  k  trouvent  dans  les  lieux 
impairs  d  commencer  par  cette  plus  grande  ;  &  par  cor^ 
des  paires  \  celles  qui  étant  prifes  de  part  &  d'autre  de  la 
même  BD  ^it  trouvent' dans  des  lieux  pairs.  Âinfi  lorf^ 
que  l'arc  AD=:^ARy  les  cordes  BD^BF^BG  ^  font 
des  cordes  impaires ,  &  les  cordes  S  £ ,  B  H  ^  des  cordes 
paires  :  &  de  même  lorfque  Tare  ADtssj  AR  ^  les  cordes 
£DyBFyB  H  y  font  des  cordes  impaires  ^  &  les  côtés 
B  ByBK  ^BG^  font  des  cordes  paires. 

Ke  MARQJ7S   IL 

449*  S  t  l'Eure  itf  D  efl  une  ali  quote  quelconque  de  Fi  o.  vjy 
Tare  A  A  moindre  que  la  demie  circonférence  AR  B^  ^74* . 
H  qu'ayant  infcrit  dans  le  cercle  â  commencer  par  le 

Eoint  I>9un  poligone  DEFGH  &c.  d'un  pareil  noim<- 
re  de  côtés,  on  tire  de  l'extrémité  B  du  diamètre  AB 
aux  angles  du  poligone  le»  cordes  BByB  E  ^  B  F  ^BG^ 
B  H  &c  :  je  dis  que  les  cordes  impaires  lorfque  l'arc 
if  D  efl  une  aliquote  impaire  de  l'arc  AR^fi  leurs  quar* 
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rés  lorfqu'il  en  efl  une  aliquote  paire ,  expriment  les  ra- 
cines vraies  de  l'égalité  qu'on  trouve  en  égalant  à  la  gran- 
deur poficive  +  a ,  le  rang  parallèle  de  la  Table  donc 
rexpofaiK  furpafTe  d'une  unité  le  nombre  des  côtés  du 
poligone  'y  &  que  les  cordes  paires  dans  le  premier  cas, 
U  leurs  quarrés  dans  le  fécond  ^  expriment  les  racines 
vraies  de  l'autre  égalité  qu'on  trouve  en  égalant  â  la 
grandeur  negaûve  — ^,  le  même  rang  parallèle  de  la 
Table. 
F I c.  171.  Soit ,  par  exemple ,  l'arc  AD  tr  ^  -rfit  5  je  dis  que  les 
173.  cordes  impaires  B  Dy  B  F  y  BG  y  font  les  racines  vraies 

de  Tégalité  x^ —  5^'H-5^£2<i,&  que  les  cordes  paires 
Fi  G.  l^u  BE  y  SHy  font  les  racines  vraies  de  l'autre  égalité 
^74*  x\ — 5x'-+-5xC=  —  a.    Si  l'arc -4 D  cr 7 -^ -R  5  Ic^  quar- 

rés  des  cordes  impaires  B  DyB  F^SHy  feront  les  racines 
vraies  de  l'cgalité  x^ —  6  jc*-|-  9  x  x- — x  ts  ^ ,  &  les  quar- 
rés  des  cordes  paires  £EyB  KyBG^  feront  les  racines 
vraies  de  l'autre  égalité  x* —  6  x*-4-  ^xx  —  1  es  —  ^. 
Car  û  l'on  propofe  de  divifer  la  circonférence  entiè- 
re répétée  un  certain  nombre  de  fois  plus  ou  moins  Tare 
AR^  tn  parties  égales  donc  la  première  foit  moindre 
que  la  demie  circonférence  y  il  eft  clair  félon  Tarticle 
444  qu'on  formera  la  même  Table  que  pour  la  divifion 
de  Tare  AR: en  obfervant  que  les  cordes  doivent  chan» 
ger  neceflairement  une  fois  de  figne  (  avant  que  d'arriver 
d  la  dernière  B  R  )  lorfque  la  circon^rence  n'cft  répétée 
qu  une  fois  y  par  ce  que  l'origine  commune  B  de  toutes 
le  trouve  fur  Tune  des  parties  légales  )  que  les  cordes  doi- 
vent changer  deux  fois  de  lignes  y  lorfque  la  circonfè» 
rence  eft  répétée  deax  fois  y  jparce  que  Torigine  B  fe 
trouva  neceflairement  fur  deux  clés  parties  égales  ^  qu'elles 
dcnventciianger  trois  fois  y  lorfque  la  circonférence  eft  re* 
petèe  trods  fois  y  parce  que  l'origine  B  k  trouve  fur  trois 
parties  égales ,  &  ainfi  de  fuite.  La  corde  1 R  fera  do0C 
pofitive  lorfouil  s'agic  de  divifer  en  parties  égales  l'arc  dR 
&  la  drconhrrenoe  jrepetée  An  nombre  pair  de  fois  plus 
ou  naodns  l'arc  dRi  il  négative  lorfque  la  circonferen- 
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ce  eft  répétée  un  nombre  impair  de  fois  :  c'eft  à  dire  que 
dans  le  premier  cas  on  doit  égaler  le  rang  parallèle  de 
la  Table  à  la  grandeur  poficive  -f  a.  Et  par  confequenc 
les  cordes  impaires  ou  leurs  quarrés  feront  les  racines 
vraies  de  Tautre  égalité  dont  Tun  des  membres  eft — a. 

Ce  qu'il  fattoit^é-^. 

R  E  M  A  R  Q^U  £      I  I  L 

450*  LrES  mêmes  chofes  étant  pofées ,  (î  Tare  AD  Fig«  x^l. 
eft  une  aliquote  impaire  de  Tare  AK\\\  eft  clair  par  l'inf.  17). 
peâion  de  la  Table ,  que  tous  les  termes  pairs  ,  c*eft  â 
dire ,  le  deuxième,  quatrième ,  fixiéme ,  &c ,  excepté  le 
dernier  terme  m  ,  manquent  toujours  dans  les  deux  éga* 
lités  qu'on  trouve  félon  la  remarque  précédente.  Or 
Ton  fçait  en  Algèbre,  qu'en  changeant  de  fignes  les  termes 
pairs  d'une  égalité ,  on  ne  fait  qu'en  changer  les  racines 
vraies  en  faudes  &  les  faufles  en  vraies.  D*où  il  fuit  que 
les  cordes  pairçs  qui  font  des  racines  vraies  de  Tégaiité 
dont  (l'un  {des  membres  efl  —  a^  deviendront  des  racines 
faufiles  de  l'autre  égalité  dont  Tun  des  membres  eft  H-  a. 
Par  exemple ,  fi  Tare  jijy^\jiKi\t%  cordes  impaires 
^ D »  BF y  BG^  feront  les  racines  vraies  de  l'égalité 
X* — 5x'-+5x  S^^  &  les  cordes  paires  B  J5,  BH^  en 
feront  les  racines  faudes. 

On  peut  tirer  de  ces  deux  dernières  Remarques  plu* 
fleurs  Théorèmes  la  plupart  entièrement  nouveaux,  tou- 
chant Tinfcription  des  poligones  réguliers  j  fi  l'on  fait  at« 
tendon  que  la  grandeur  connue  du  fécond  terme  d'une 
égalité  renferme  la  fomme  de  (es  racines ,  que  celle  du 
troifiéme  terme  renferme  la  fomme  des  plans  alternatifs 
.de  fes  racines ,  que  celle  du  quatrième  terme  renferme  la 
fomme  des  folides  alternatifs  &c ,  &  enfin  que  le  dernier 
terme  eft  égal  au  produit  de  toutes  les  racines  les  unes 
par  les  autres.  J'en  mettrai  ici  quatre  des  principaux , 
après  avoir  fait  la  Remarque  fuivante  qui  peut  être  de 
quelque  utilité. 
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R  E  M  A  K  Q^U  E.    I  V. 

Fi««i7i«        45'*  LrBS  mêmes  chofes  étant  pofces  que  dans  ïx^ 
xy).  Remarque  précédente,  où*  l'on  veut  que  l'aliquote  ^D 

de  l'arc  ^  R  foit  impaire  ;  je  dis  qja'eotre  les  cordes  ren- 
fermées dans  la  demie  circonférence  AKB  qui  contient 
l'arc  AR^\^  dernière  ou  plus  petite  B  F  foûtend  un  arc 
JS F  qui  eft  i Tare  B R^tn  même  raifoo^que  Tare  ADi^ 
l'arc  ^  it. 

Car  (bit  Tare  ^  Z>  la  cinquième  partie  de  l'arc  AR^ 
&  par  confequent  Tare  Z)  £  la  cinquième  partie  de  ia* 
circonférence  ^  il  eft  clair  que  la  demie  circonférence 
ARB  contiendra  deux  fois  &  demie  Tare  DE ,  c'eft  i 
dire>  deux  fois  l'arc  DE  ou  bien  Tare  DEF  plus  la  cin. 
quiëme  partie  de  la  demie  circonférence.  Donc  l'arc 
wdf  JD  plu»  l'arc  B  F  vaut  la  cinquième  partie  de  1»  demie 
circonférence  ARB.  Donc  puif<^ue  ^  Z>  eft  la  cinquiënoe 
partie  de  l'arc  AR\  il  s'enfuit  que  BF  fera  auili  la  cin- 
quième partie  de  l'arc  B  R  complément  à  deux  droit» 
de  l'arc  A  R.  Mais  ce  que  l'on  vient  de  démontrer  fiib- 
fifte  avec  la  même  force  j  foit  que  l'arc  AD  fbit  la  cin- 
quième partie  de  l'arc  AR^  on  bien  une  autre  aliquote 
quelconque  impaire.  On  a  donc  éa  raifon  de  dire  en  gê- 
nerai &c. 

De  là  on  voit  que  fî  l'on  nomme  i  la  corde  B  R  d'un, 
arc  quelconque  B  R  moindre  que  la  demie  circonféren- 
ce ^  donc  le  rayon  eft  i  }  &  que  Ton  forme  une  égalité! 
donc  l'un  des  membres  foit  6 ,  &  l'autre  le  rang  parallèle 
de  la  Table  qui  furp^fle  d'une  unité  le  nombre  des  par* 
ties  égales  dans  lefquelles  l'arc  BR  doit  être.divifé  :  cet 
ce  égalité. auca  pour  l'une  de  &$  racines  la  eorde  ^B/ 
de  la  première  de  fes  parties ,  &  par  conséquent  pour  une 
autre  de  fes  racines,  la  corde  £  G  de  la  première  d'ôn* 
pareil  nombre  de  parties  égales  de  l'arc  jff^jR.cojnple» 
loenc  à  quatre  droits  de  Tare.  £iC . 


TRXOlLtf  I 
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452-  S 1  fort  infcrit  au  dedans  etun  cercle  un  poligtne  r^ •  p  i  • 
g»^Vr  quelcon^  D  E  F  G  H  &c.  ^«»  nombre  impair  £  cbtés  •         *  *'** 
é-  ^on  tire  £un  foint  quelconque  ^  de  la  circonférence  à  tous 
les  angles  dufoligone  des  cordes  BD,BE,BF,BG    BH 
tLcije  dis  ^ 

1®.  ^ue  la  pomme  desnrdés  impaires  B  D ,  B  F ,  BG  &c 
k  commencer  far  la  plus  grande  B  D  fera  toujours  igale  k  la  ^ 
fomme  des  cordes  paires  B  E ,  B  H  tcc  i  c'eji  k  dire  que  la  plus^ 
petite  corde ^V — BE-I-BD  — BH-J-BG  &c  sof 

Car  menant  le .  diamètre^  ^ ,  ^  prenant  l'arc  li  R 
qui  4xmcienne  l'arc  ^D  autant  de  fois  que  le  poligone 
a  de  côtes ,  il  eft  clair  comme  l'on  vient  de  voir  que  &  ■ 
l'on  nomme  la  corde  BKyd-^U  le  rayon  CA  ou  CB  1  • . 
Us  cordes  impaires  SD»  BF^bo&c^  feront  l^s  racines 
vraies ,  &  les  cordes  paires  BM^BH  é-Cyics  racines 
Eiufles  de  L'égalité  qui  a  pour  l'un  de  it&  membres— f;-,^ 
.  Or  puifque  le  fécond  terme ,  qui  félon-  qu'on  démontre 
en  Algèbre  contient  la  fomme  dts  racines ,  manque  toû- 
jours  dans  cette  égalité  ^  il  s'enfuit  &c, 

i«.  Que  fi  ton  mené  le  diamètre  B  A ,  ^  qu^^ant  prit  fore 
A  R  qui  contienne  tare  A  D  autant  de  fois  que  le  poligme  a 
de  cbtés ,  on  tire  la  corde  B R  :  ^  produit  BD«B£«BF<( 
BG«  BH  &c  de.  toutes  Us  cordes  B  D ,  BE ,  BF,  B  G 
BH  &c  /c/  utus  par.  les  autres  tfera  toujours  égal  au  produit 
de  la  corde  B  K  par  une  puiffance  du  ray«n  C  A  qui  ait  pour  ■ 
txpofant  k  nombre  des  cordes  -—  i. 

Car  ce  dernier  produit  vaut  le  membre  a  j  quifqoe  - 
BR  c:««>  &  qu'on  prend  dans  la  Table  pour  l'unité  le 
itoyon  C  A,  Or  comme  le  terme  a  eft  toujours  le  dernier 
terme  de  l'égalité  qui  a  pour  {ts  racines  toutes  les  cordes 
BD^SE^tFyBG^SHéc^tL  que  le  dernier  terme 
d'une  égalité  contient  toujours  félon  ce  qu'on  démontre 
coiUgçbre  le  produitde  toutes  les  racines  :  il  s'enfuit  &c 


H 
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Theouesme    il 

ÏJ«.  <7i         455*  s  1  ^^  divife  une  demie  cireanference  ÂEB  m  m 

nombre  quelconque  impair  de  parties  égales ,  dont  les  deuxpre^ 
mieres  foient  tare  A  E  ,  les  quatre  premières  tare  A  EF ,  ^ 
ainfi  de  fuite  de  deux  en  deux  jufqu'a  la  dernière  j  (jf-  qu^on  tin 
les  cordes  B  E ,  B  F  &c  :;>  às^ 

lO.  Que  la  première  de  ces  cordes  B  È ,  moins  la  féconde  BF, 
plus  la  troisième  y  moins  la  quatrième  é^cjufqu'à  la  dernière 
inclufivement  5  efi  toujours  égale  au  rayon. 

i«.  Qm  le  produit  B  E  H  B  F  &c.  de  toutes  les  cordes  les  unes 
par  les  autres  ^  efi  égal  k  une  puiffance  convenable  du  rayon. 
Ainfi  dans  cet  exemple  oà  le  nmbre  des  divi fions  efi  ^^^oi 
il riy  a  par  confequent  que  deux  cordes  BE,  B  F  j  m  aura 

lo,  BE— BF=-CA.    lO.  BEhBF==CA\- 

Car  infcrivanc  dans  le  cercle  entier  le  poligone  regn- 
lier  E  FG  H  donc  le  noinbre  des  côtes  foit  égal  au  nom- 
bre des  divifions  à  commencer  par  le  point  ji  ^  &  tiranc 
de  Tautre  extrémité  B  du  diamètre  AB  i  tous  les  an* 
glcs  de  ce  poligone  des  cordes  BD^  BE^  B  H  ^  BF, 
BG^  &C'^i\Qili  clair  i**.  Que  la  plus  grande  de  ces  cor- 
des  B  Dcik  égale  au  diamètre  BA^ic  qu'ainfi  l'arc  AD 
étant  nul  ou  zéro  ^  Tare  ^  Jt  le  fera  auffi  j  d'où  Ton  voit 
que  la  corde  B  R  fera  auffi  égale  au  diamètre  B  A.  i*. 
Que  les  cordes  B  E^  B  H  ^B  F  ^  BG  drc  ^  étant  prifes 
<ieux  à  deux  font  égales  entr'elies.  Or  cela  pofé  ,  fi  Ton 
applique  le  Théorème  précèdent  à  ce  cas  particulier  on 
en  verra  naître  celui-ci.    Donc  &c. 

Theo&esme    IIL 

F I  €.  27Z.       45  4  •  S  ï  ^on  infcrit  au  dedans  i  un  cercle  un  poligone  re^ 

gfêlier  quelconque  D  E  F  G  H  K  &c  ,  dont  le  nombre  des  cètés 
Jbit  pair  j  (jr  que  £un  point  quelconque  B  de  la  circonférence  ^ 
an  tire  à^tous  les  angles  de  ce  poligone  des  cordes  BD ,  BE, 
^        BF,BG,BH,BK&c.  i je  dis, 

l^.  Que  la  fomme  tant  des  quarrés  des  cordes  impaires  B  O» 
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"BV^BH^que  des  cardes  faites  BE,BG,  BYi\€fi  égale  au 
quarté  du  tayon  C  B  ptis  autant  défais  que  lepaligatie  a  de  cbtés. 
Car  menant  le  diamètre  BA^ic  prenant  l'arc  ^  R 
qui  contienne  i*arc  ^JD  autant  de  fois  que  le  poligone 
a  de  côtés  j  il  eft  clair  *  qu'en  nommant  la  corde  B  R^a^^  *-rfff.44^ 
&  le  rayon  c^  ou  C5  , 1 5  les  quarrés  des  cordes  im- 

flaires  B  D  ^  B  F  ^  J3H  érc^  feront  les  racines  vraies  de 
'égalité  dont  l'un  des  membres  eil  ^a  ^  &  que  les 
quarrés  des  cordes  paires  BE^BKy  B  G  ^c ^  feront  les 
racines  vraies  de  l'autre  égalité  dont  l'un  des  membres 
eft  — a.  Or  le  coeficient  du  fécond  terme  de  chacune 
de  ces  deux  égalités  qui.  contient  la  fomme  de  leurs  ra- 
cines, eft  toujours  égal  au  quarré  du  rayon  pris  autant  de 
fois  que  le  poligone  a  de  cotés ,  comme  Ton  voit  dans  la^  - 
Table.    Donc&c. 

x^.  Que  fi  tan  mené  le  diamette  Bk\&  qu'ayant  pris  Parc 
À  R  qui  contienne  autant  de  fois  l^atc  A  D  que  le  poligone  a 

de  cbtés ,  on  Hre  la  corde  B  R  :  /i?  produit  BD*  n  BF*  n  BH*  &c- 
des  quartés  des  cordes  impaires  ,.  efi  égal  au  produit  de 
B  A 1+  B  R  par  une  puipince  convenable  du  rayon ,  /Ravoir 
B  A  -+  B  R  lorfque  le  nombre  des  cbtés  du  poligone  efi  fim^ 
plement  pair  ,  ^  B  A  —  B  R.  lorfquUl  efi  pairement  pair  ^ , 

c*efl  k  dire ,  divifible  par  4,3  é'  le  produit  BE*  «  BG*  »  BK*  &C. 
des  cordes  paires ,  efi  égal  au  produit  -de  BA  ^  B  R  par  la 

même  puijjance  du  rayon ,  fçaVoir  B  A B  R  daru  le  premier  ' 

cas  &  B  A  H-  B  R  dans  le  fécond. 

Car  nommant  £  R^aiic  le  rayon  CA^  i  ^ il  eft  clair 
que  les  quarrés  des  cordes  impaires  B  D  ^BF^  BH&c^ . 
font  les  racines  d'une  égalité  qui  a  toujours  pour  dernier 
terme  illf  ^^  r  c'eft-â-dire  B  ^^^BRj^.hiAt  plus  que  les  • 
quarrés  des  cordes  paires  B  R  ^  S  G  ^B  K  drc  y  font  les  • 
racines  de  l'autre  égalité  qui  a  toujours  pour  dernier  ter*» 
me  1  "+  ^  >  c'eft^à-  mre  BAzï^SR.    Or  comme  le  der-r 
nier  terme  d'une  égalité  contient  toujours  le  produit  de^' 
toutes  fes  racines  ^  il  s'enfuit  .&c 

Hhfa.i>, 


4iS  ilVl.E    DïXlE^MB. 

COKOL  L  AIR.E. 

455-  JD  E-LA  il  éftc vident  i^Que  la  fomme  des qaar« 
Jtés  de  toutes  les  cordes  tant  paires  qu'impaires ,  eft  égal  aa 
quarré  du  rayon  multiplié  par  le  double  du  nombre  des 

côtés  du  poligone  ,  c'eft  à  dire  ici  que  Ji  t   -4-  ^  ^ 

-4--ffI>^H-^*H-^ff^*-f-^  i^Qucla 

différence  des  quarrés  des  cordes  impaires  avec  les  quarrcs 
des  cordes  paires  ,  eft  toujours  égaie  a  zero^  c'eft  à  dire« 

que  iT*— Fi*H--J9I)*— Tr*H-i^/i*_/>'  G^  ^o.  f. 
Que  le  produit  des  quarres  des  cardes  impaires  plus  celui 
,des  q.uarrés  des  cordes  paires,  eft  égal  au  quadruple  d'une 

puiflance  pareille  du  rayon  ^  c'eft  à  dire > que  B F  nBD 

M  »  H^Tlix  ^*i|To*  a-4.C^*,  4°  Que  la  différence 
de  ces  deux  produits,  eft  égale  au  double  de  la  corde  BR 
multipliée  par  une  puiffance  convenable  du  rayon  i  enob- 
iervant  que  le  produit  du  quarré  des  cordes  impaires  ^fur* 
affe  celui  des  quarrés  des  cordes  paires, I or fque  le  nom* 
re  des  côtés  du  poligone  eft  (implement  pair ,  &  au  con- 
traire qu'il  elVmoindre,  lorfqu'il  eft  pairement  pair:c'eft 


i 


i  dire  ici ,  que  B  F  ûB  D  n  B  FI  —  i^  Ji  nB  K  ni^G 
issiB  RmC^^.  ^®.  Que  le  produit  des  quarrés  de  coures 
les  cordes  tant  paires  qu'impaires  les  uns  par  les  autres  fe- 

,ra  toujours  égal  au  produit  de  Byi  —  B£  £=  Bj4Z+BA 


jcB  \A*^ BK^s^^  R  i  caufe de  Tangle  droit  ^AB^pzt 
une  puiflaQce  convenable  du  rayon  :  c'èft  à  dire  en  ex- 
trayant  de  part  &;^*aucre  les  racines  quarrées  ,-i]ue  le  pro- 
duit de  toutes  les  cordes  eft  égal  au  produit  de  la  corde 
v^  R  par  une  puidànce  cUi -rayon  moindre  d'une  unité  que 
le  nombre  des  cordes  *,  par  exemple  ici,  Bf^BE^^MD 
MB  Kn  B  Hm  BÇ  =:A  JL^C^. 

Theoulesmc     IV. 

fi  6«  pjfm        45^*  Si  /"m  divi/è  une  demie  circonférence  A  D  B  MM 

mmbre  ^nelconp^e  ^atr  ée  farties  égaies  ^  de»  la  première 
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fiit  Parc  AD  ^  les  trois  premières  tare  AD  E y  les  cinq  fre^ 
mères  tare  A  D  E  F  /  ^  ainft  de  fuite  de  deux  en  deux  juf- 
qu*à  la  dernière  j  (jt  qt^on  tire  les  eordes  B  D ,  B  E  ^  BF  &c  : 
je  die  ^ 

i®.  Que  la  fomme  des  quartés  de  ces  cordes  eft  égale  au 
quatre  du  rayon  pris  autant  de  fois  qiCily  a  de  divt fions.  (Te fi 

h  dire  ici^  oà  le  nombre  des  divifions  efi  6  ^  que  fi  D  ^  B  E 

-BF  =s6CA  . 

1^.  ^^e  le  produit  des  quarrés  de  ces  cordes  les  uns  far  les 
'  autres  y  vaut  le  double  de  la  puiffarue  convenable  du  rayon. 

Jitnft  BDVic  bt*  M  BF*  ^=iCA^  y  &  par  confiquent  B  O 
nBÈ«tBF=rCA'«f^i. 

Car  infcrivanc  dans  le  cercle  entier  un  poligone  regu-^ 
lier  D  EFO  H  Ky  donc  le  nombre  àts  côtés  Toit  égal  au 
nombre  des  divifions  ^â  commencer  par  la  première  D  $ 
&  tirant  de  Textremité  B  du  diamètre  AB  ^i  tous  les 
angles  de  ce  poligone,  dcs^cordes  BDyBK^BE^BH^ 
BF  y  B  G  :  il  eft  clair  que  les  cordes  BDyBKyBE^  BH^ 
B  F  BG  y  &c.  étant  priiës  deux  à  deux  font  égales  entr'- 
c*  les  'y  Se  partant  que  fi  Ton  applique  les  articles  premier  te 
troifiéme  du  Corollaire  précèdent  â  ce  cas  particulier.^  on 
-€n  verra  naître  ce  Théorème. 

E  ic  £  M  P  L  E    XIL 

457«  Insci.ii.e  dans  un  cercle  donné ,  un  poli.  Pi e.  ^7$; 
gone  régulier  quelconque ,  dont  le  nombre  des  côtés  foit 

donné. 

On  peut  regarder  ce  PToblême ,  comme  n'étant  qu'un 

s  particulier  de  l'Exemple  précèdent.    Car  fi  Ton  fup- 

pofc  que  la  corde  B  R  devienne  nulle  ou  zéro  ,  il  s*en- 
toic  que  Tare  AR  qu'elle  termine  deviendra  la  demie 
circonférence^  Or  fi  Ton  propofe  de  divifer  la  circonfe*^ 
rence  entière  en  un  nombre  quelconque  de  parties  éga- 
les )  il  eft  évident  qu'en  divifant  la  demie  circonférence 
4àns  ce  même  nombre  «  &  prenant  la  féconde  corde  ait 

Hhh  iij 


cas 
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lieu  de  la  première,  elle  terminera  ta  première  des  par- 
des  demandées.   Par  exemple ,  fî  Ton  divife  la  demie  cir- 

Fio.  17^.  conférence  ^DJÎ  en  fept  parties  égales  ^D,D£,  JSJF, 
*  FG^  G-Hj  HI^  IB  \  la  féconde  corde  BE  terminera. 
Tare  ^B  qui  eft  la  feptiéme  partie  de  la  circonférence 
entière.  D'oîi  Ton  voit  qu'en  égal'ant  d  zéro  Je  rang  pa- 
rallele  de  la  Table  qui  furpaflè  d'une  unité  le  nombre 
des  côtés  du  poligone ,  on  formera  une  égalité  dont  la. 
plus  grande  des  racines  x  exprimera  la  valeur  de  la  cor- 
de  ^  D  qui  termine  Parc  ^  D  moitié  de  Tare  cherché 

•^rf.44z.  ^E.    Mais*C^  (i).i?Z)  [x)  .iB  D  [x).  B  E^B  j4  ^. 

&  par  cortfequent  fi  Ton  nomme  la  féconde  corde  B  E , 
5;^  5  on  aura  xx  —  a;^-*'  1.  Si  donc  Ton  fait  évanouir  par 
le  moyen  de  cette  égalité  l'inconnue  x  dans  la  prece- 
dente  ^  on  en  formera  une  nouvelle  dont  la  plus  grande 
racine  z^  exprimera  la  corde  BE  qui  termine  Tare  cher- 
ché ^  £•  AinH  dans  nôtre  exemple ,  en  égalant  â  zéro 
le  huitième  rang  parallèle  £c  divifant  par  x,  je  trouve 
cette  égalité  x*^ — yjc*  -+  14  xx  —  7  mo^  dans  laquelle 
mettant  d  la  place  dexx  fa  valeur  ^^  -H- 1 ,  â  la  place  de 
x^  le  quarré  de  cette  valeur  &c.  je  la  change  en  cette 
autre  2I — ^z^z^ — *A.H"  '  î^^  3  dont  la  plus  grande  des 
racines  2;^ exprime  la  valeur  de  la. corde  BE  qui  termine 
Tare  A  E  feptiéme  partie  de  la  circonférence  entière. 

Voici  maintenant  une  manière  générale  de  trouver 
immédiatement  toutes  ces  égalités  lorfque  le  nombre 
des  côtés  du  poligone  eft  impair  qui  eft  le  fèul  cas  ne- 
ceffaire  ^  puifque  s*il  étoit  pair ,  on  le  reduiroit  toujours 
en  le  divifant  par  z ,  autant  de  fois  qu'il  feroit  poflîble  ^ 
en  un  nombre  impair  dans  lequel  ayant  partagé  la  cir- 
conférence ^  on  auroit  par  la  bifleâion  d'une  des  parties 
égales ,  réitérée  autant  qu'il  feroit  necefTaire^  Tare  qu'on 
demande. 

Soit  conftruite  une  Table  dans  laquelle  le  premier 
rang  parallèle  étant  i,  &  le  fécond  x, —  i  j  le  troifiéme 
z,z^ — ^ — I  foit  égal  au  produit  du  fécond  par  ic»  moins ie 
premier^  le  quatriémie  ^-^— ^^ — ^Xc^:l  foit  égal  aii  pro^ 


1 
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duit  du  troi/îéme  par  ^,  moins  le  fécond  ;  &  ainfî  à  Vin^ 
fini.  Soie  formée  une  égalité  dont  Tun  des  membres  étant 
zéro  3  Tautre  foit  le  rang  parallèle  de  la  Table  ^  qui  ait 
pour  expofant  la  plus  grande  moitié  du  nombre  des  cô- 
tés du  poligone.  Je  dis  que  la  plus  grande  des  racines  ^ 
de  cette  égalité  ,  terminera  un  arc  qui  aura  pour  corde, 
le  côté  cherché  du  poligone. 


I  Tatle  pour  lUnfcriptitm  des  foliymes 

i^  •— i  I  réguliers  dans  le  cercle. 


jcrl 
!« 

3^ 

4^ 

5^ 
6^ 

7^ 
8/^ 

9^ 

Qu'il  faille,  par  exemple  >  infcrire  dans  un  cercle  un 
heptagone.  Je  prends  le  quatrième  rang  parallèle  de  la 
Table ,  parce  que  4  efl  la  plus  grande  moitié  de  7  ^  &  Té- 
galant  â  zéro  j'ai  zl  —  s^z^ — ^^-t-  *  !=^»  dont  la  plus 
grande  racine  k  exprimera  la  valeur  de  la  corde  B  £,  qui 
termine  Tare  ^  E  feptiéme  partie  de  la  circonférence  en- 
tière )  pour  le  prouver. 

Soit  un  arc  de  cercle  .A  R  moindre  que  la  demie  cir.  F 1  o.  27;. 
conférence  divifë  en  un  nombre  quelconque  impair ,  de 
parties  égales  aux  points  D^B^F^G  (j^c  :  ic  foient  me* 
nées  de  Textremité B  du  diamètre  B ^ ^\çs cordes  B D , 
B  E^BF^BG  &c  ^  jufqu'à  la  dernière  B  R.  Ayant  pris 
Tare  AS  égal  â  Tare  A  D ,  foit  tirée  la  corde  SS ,  U 
foient  nommées  la  première  corde  B  D  ou  BS  ^  x  ^  ic 
la  féconde  BE^z^  Cela  pofé ,  on  aura  félon  le  Lemme 
CB{i).BE{K)'^'^B  D(x).  B  F--hBS.  Et  par  confe- 
quent  if-F—^^ — x.  De  même  CB  {i).BE  {zj  ::  BF^ 
BD^BH.  Etparconfequcnt^/f  C:;^iJ^ — -SDide 
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même  encore  es  {i).  3E{z^i:  BH.  BF^JBRyM 
parcanc  BR  zi  X^B  f^ — B  F  :  c'eft-â  dire ,  que  la  cinquié-^ 
me  corde  BH  eft  égale  au  produit  de  la  troifiéme  BF  par 
x,^  moins  la  première  BD  \  que  la  Tepciéme  BR  eft  égale 
au  produit  de  la  cinquième  B  H  par  x^^  moins  la  troifiéme 
B.F'^U  ainfi  i  l'infini  de  toutes  les  cordes  impaires  D'oik 
l'on  ¥oit  que  fi  l'on  conftruic  une  Table  dont  le  premier 
rang  étant  x  ^  &  le  (ècond  x£ — -x }  le  troifiéme  x  zx, — xz:^ 
•~*x  foit  égal  au  produit  du  fécond  par  ;& ,  moins^  le  pre- 
mier )  le  quatrième  xj^r — xzz — 2Xj6«-Hi  foit  égal  au 
produit  du  troifiéme  par  &  moins  le  fécond  i  &  ainfi  i 
l'infini  :  les  rangs  de  cette  Table  exprimerons- par  ordre 
toutes . les  cordes  impaires- i? D^B F^B H^BR^de Tare 
j4  R.  Or  les  rangs  de  cette  Table  n'étant  autres  que 
ceux  de  la  précédente  multipliez  chacun  par  x ,  il  s'en* 
fuie  qu'en  fiippofant  que  la. dernière  corde  BR  devien* 
Fj  •i  rfi.  °^  °^'^^  ^^  zerou(  ce  qui  arrive  lorfque  Tare  ^  R  devient 

la  demie  circonférence^)  &  faifant  ce  qu'oa  vienr  de 
prefcrire  ,  on  aura  une  égalité  dont  Tinconnuë  z  expri- 
mera la  féconde  corde  BE  qui  termine  Tare  ^  E  qui  eft 
contenu  autant  de  fois  dans  la  circonférence  entière  ^  que 
Tare  ^IX  qui  en  efl  la  njoitié  ^  l'eft  dan$  la  deipie  cir*. 
conférence. 

Il  faut  remarquer^  l^  Que  les  égalités  qu'on  trouve: 
de  cette  manière  font  les  dIus  fimple^  qu'il  eft  pofCble , 
lorfque  le  nombre  des  côtés  du  poligone  eft^  un  nombre- 
premier  :  mais  que  lorfqu'il  eft  compofe  de  deux  ou  de 
plufieurs  nombres  premiers  ^  il  faudra  divifér  d'abord  la 
circonférence  entière  en  autant  de  parties  égales  que 
le  plus  grand  de  ces  nombres  a  d'unités  ^  &  enfuite  une* 
de  ces  parties  en  autant  de  parties  égales  que  l'un  des 
nombres  reftans  a  d'unités  ,  &  continuer  jufqu'i  ce  que 
tous  les  nombres  premiers  qui  compoiénc  le  nombre 
donné  des  côtés  du  poligone  fbient  épuifés.   l^  Qu'en-        J 
tre  les  cordes  qui  partent  du  point  B  ^  bL  qui  font  ren- 
fermées dans  la  demie  circonférence  uiEB  i  les  iœpai. 
res  à  commencer  par  la  plus  grande  B  £  font  les  racine» 

vjMues. 
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vraies  ,  &  les  paires  les  fauflès  des  égalités  qu'on  trouve 
par  cette  méthode  :  ainfi  les  cordes  B  E^  BI^  font  les 
deux  racines  vraies  de  Tegalitc  t^ — \7^ — i^-+- 1  cs^^,  & 
la  corde  £G  en  ell  la  faufle.  3".  Qu'entre  les  racines  de 
ces  fortes  a'égalités  ,  la  plus  petite  cd  la  corde  d'un  arc 
qui  eft  la  moitié  de  celui  qu'on  cherche  :  c'efl:  â-dire  dans 
cet  exemple,  que  la  plus  petite  racine  £1  de  rcgalité 
zl  — zX,  —  ^  ^H^  *  ïT  ^ ,  eft  la  corde  d'un  arc  J?  /  qui  cft  la. 
quatorzième  partie  de  la  circonférence.  — 

Rem  akqjj  e.  ^  _^ 

45 ^^  Il  cft  vifible  dans  cette  derijjere  Table  ,  que 
tous  les  termes  du  premier  &  du  fécond  rang  perpendicu- 
laire ont  chacun  pour  coëfîcient  l'unité  ^  que  .cciux  du 
troifiéme  &  du  quatrième  rang  ont  pour  coënciens  les 
nombres  naturels  i ,  1  ^  } ,  4  Sec ,  qui  fe  forment  par  Tad- 
dition  continuelle  des  unités  ^i  que  ceux  du  cinquiéft^e'^ 
du  fixiéme  rang  ont  pour  coëfîciens  les  nombres,  triangu- 
laires I ,  }^  6^  10  &c  qui  fe  forment  par  l'additioa  çoqtÂ- 
nuelle-des  nombres  naturels  ^  que  ceux  du  feptiéme  &L 
du  huitième  rang  ont  pour  coëfîciens  les  nombres  pira^ 
midaux  i , 4, 10  &c,  qui  fe  forment  par  l'additioa contû 
nuelle  des  triangulaires  $  &  ain^fi  à  l'infini  de  deux^  en  deux 
des  non^bres  d'un  ordre  fuperieur  qui  fe  forment  par  l'adW 
ditioa  continuelle  de  ceux  du  dernier  ordre, 

LEMME    L 

4^9*  O'iLyaJkrun  demi  cercle  A E  B  ieuxarcs égaux  P i e«  ^77; 
^  P ,  £  F ,  âoM  l'un  A  D  mû  fin  commencement  en  tune  des 
extrémités  A  du  diamètre  A  B ,  ^  t autre  E  F  fiit  pris  par  tout 
oà  ton  V'udra  î  é*  fw'«  tire  les  cordes  B  D,  B  E  ,  B  F  >  ^ 
AD,  AE,  AFr/tf  dis  ,  i^  i2^  ABhBF  rrBDîtBE 
— AD  X  AE,  1^  Que  AB  >t  AF  =  BD  H  AE-H AD  h  BE, 

Car  les  trois  triangles  redangles  ^DG  (le  point  G 
cft  ici  le  point. d'iaterfcdion  des  cordes^D,  ^>f)y  utEB^ 

lit 


434  ^  Lit  i.  e  D  i  z  1 1' Jf  I. 

3ÏG  font  feoiblables  encr'euz  -,  puifqae  l'angle  jtCD 
oa  J3G F  ayant  pour  mefure  la  moitié  des  deux  arcs 
JSF,  ^D,  cft  égal  à  l'aogie  £^£  qui  a  auffipour  mc- 
■  lure  la  moitié  des  deux  arcs  S  F^  F E^oa  A D.  Si  donc 
l'on  nomme  le  diamètre  j4B ^i  i  les  cordes  £ D,  x^ 
jt  D  t/  i  £  ByV  i  ji  £  ,7^iOn  aura  i*.^£(t/).£^(*)« 

jiDijYDG  s=iî-,&  partant ^G  ou  £D — BG^zx 

— B.  i°.^Bii).SE{v)'.'.BG(x^^3).BF^vx 

^.jr«  c'eft-àdire  (  puifque  ^^  cri)  que  ^BxBF 
m^B  Dh  BE — ^D  H  «^£.  Ce  qu'il  falloit  démontrer 
en  premier  lieu. 

Maintenant  ^  £(  V ).  ^ -*^  ^i  )::  ^  D  (;).  ^ G  srl.  E« 

UM(i)  uéEiiOi:BG(x^^^\  GF  =:x«-~î5^  j  & 

panant  ^  G -4- G  J  ou  ^  Fi^x  *«-îi?-f- l-ejt«-+.tjf, 

«uifqu'i  cauiê  do  triangle  reâangle  ^£B  on  trouve 

] «««wWic'eftà  dire  que  ^/  ou  y4B  >t  sA  F^^B  D 

•  AE'^  AD  ^BE.  £c  c'cft  ce  qui  reftoit  i  démontrer. 

L  E  M  M  E    I  L 

raBtU  étant  comfofè  de  deux  pétrties  x  ^  y ,  tous  Us  autres 
le  [oient  auffi^eùn  cette  règle  i  la  première  partie  de  tel  rahg 
faraUele  quan  voudra ,  vaut  la  première  partie  du  ran^paralle^ 
le  qui  le  précède  immédiatement ,  multipliée  par  x  ,  mjoms  la 
^ec0nde  partie  du  mime  rang  multipliée  p^ir  y  x  ^  la  féconda 
patiie  vaut  la  même  première  partie  multiplié  par  y  ,  pUts 
la  même  féconde  multipliée  par  x.  S^iî  de  plut  un  arc  de  cercle 
F I  «•  17t.   fttekonque  A  R  moindre  fue  la  demie  circonférence  divtfé  eu 

autant  départies  égales  qu*en  iMmdra^  aux  j/^ints  D  ,  E ,  F^ 
G^Mc.  Je  die  cjue  file  diamètre  A B  Ci ,  &  les  detuc  pre^ 
mteres  cordes  BD:=;x,ADs±:y)  toutes  les  autres  cordes 
B  E ,  B  F ,  B  G  &c  yfermt  exprimées  par  les  premières  parties 
du  deuxième  ^  troijïéme  ^  fuatriéme  ^  (frc.  raw^  paraJlclc  ^  ^ 


Des  PrOILBSMSS   DE'TE&MlNK'Sé       435 

kséutres  Cardes eomfpandatues  AE^  AF ^  AG ^Scc ,fMr les 
fécondes  fanies  des  mêmes  ranyi.  uiinfi  B  G  étant  U  quatriim 
me  corde  ^  vaut  la  première  partie  x* —  6  y  y  xx«4-  y*  des 
quatrième  rang  parallèle  ^  &f^  correfpondante  A  G  vaut  la 
féconde  partie  4  y  i'- —  4  y  '  x  ^  mime  rang. 


I» 

X 

, 

J' 

le 

w—  yy 

V* 

3' 

**—  )r» 

Jjw*—    Jf' 

4^ 

4?*^—  4jF'jif 

5' 

**— iW**-*-  sy^x 

Syx^'^^ioy^xx^  >• 

6? 

<•— I  f  y^jr*4"i  5>*Jif* 

-^* 

^jfx'i— io;*jif*«#.  f>«r 

r 

4f '— iijyf**-h5  fjf^Jif  * 

— 7j'« 

7^»**— 3  0***-«-w;>'«*— * 

Car  il  eft  clair  félon  le  Lem me  précèdent  que  le  produit 
d*uDe  corde  quelconque  BF  par  la  première  corde  £D 
(x)^  moins  le  produit  de  la  corde  correfpondante  ^F^ 

{»ar  l'autre  première  corde  j4D  (y)  exprime  la  valeur  de 
a  corde  i^C?  qui  fuit  immédiatement  B  F^ic  aufli  que  la 
corde  AG  vaut  B^^AB  {j)r{^AFnBD{x).  Donc&c* 


C  o  R  O  L  1/ A  I  n  £. 

4^X«  Si  l'on  ajoute  enfemble  les  deux  parties  de 
chaque  rang  parallèle  de  la  T^bie  précédente  ^  en  met*, 
tant  par  ordre  tous  les  termes  qui  les  compofent  félon 
les  difièrens  deerez  des  ptriilances  de  x  ^  on  tormera  cet- 
te nouvelle  Table  qui  contiendra  par  ordre  les  lermei 
déroutes  les  puiflances  du  binôme  x-4->^- en  obfervanc 
que  le  premier  &  le  iêcond  terme  doivent  être  pris  affir« 
mativement  »  le  troifiëme  &  le  quatrième  négativement^ 
&  ainfi  alternativement  de  deux  en  deux  jufqn'au  der^ 
nier.  Ainfi  le  troifîëme  rang  parallèle  contiendra 
y-4-37** — J7/**~/  *  c*eft-à.dire  le  cube  du  binôme 
^  +/  9  dont  on  prend  les  deux  premiers  termes  affir« 
mativement ,  &  les  deux  derniers  négativement  :  de  me- 
ne  le  cinquième  rang  parallèle  contiendra  x'-4*  5^  x^ 
r--iof/J^— -iojf'xx-4*  5^ ^-^-A  ^ui  «ft  la  cinquième 


45^  Livre    Dtxte'me. 

puiflance  du.tinoaic  x^y ,  donc  le  premier  &  le  fecood 
terme  ionr  pri:»  aâirmâcivcmcnc ,  le  rroiiicme  &  le  quatriè- 
me nc^aàvemenr ,  le  cmqui^me  &  le  lixiemc  affi-marive- 
iDcac  y&i  il  £n  cft  aialî  de  tuu^  lc&  autres  rangs  à  l'iDânL 

3^    x*^}  XX—  ^yyx  ^    y* 

4       ^-f4x»—   67VV—  4v'x  ^-    j* 

ce    ^  » -j^  5  X*— iovi'v*_io  Vix-f-    5*^-4-     y 


Car  (î  Ton  fait  attention  à  la  manière  dont  la  Table 
précédente  eft  formée  ,  on  verra  que  tous  les  termes  de 
chacun  de  les  rang^  parall  les  font  formes  par  ceux  du 
rang  parallèle  qui  le  précède,  multiples  par  x  &  par/, 
&  joints  par  des  lignes  -+-  &  — ,  en  telle  forte  que  les 
termes  des  deux  parties  qui  compofent  cha(}ue  rang  ^ 
xtant  mis  par  ordre  ,  félon  les  difFerens  degrés  de  l'm- 
connue  y,  il  y  a  de  iuitc  deux  fignes  -f-,  &  après  deux 
lignes- — .j  6i  ainfî  alternativement  jufqu au  dernier. 

R  £  M  A  R  QJJ  £• 

46Z.  1  L  eft  vifible  dans  cette  dernière  Table  .que 
tous  les  termes  du  premier  rang  perpendiculaire,  ont 
chacun  pour  coëfîcient  Tunite  ,  que  ceux  du  fécond  rang 
ont  pour  cocficiens  Ifs  nombres  naturels  i ,  1,  j,  4,&c, 
^ui  (e  forment  par  l'addition  continuelle  des  unîtes  3 
que  ceux  du  troilieme  rang  ont  pour  coêHcie;ns  les  nom- 
bres triangulaires  1,3,6  ,  io,&:c>^ui  (e.^forment  par 
l'addition  continuelle  des  nombres  naturels  \  que  ceux 
du  quatrième  rang  ont  pour  cocficiens  les  nombres  pi- 
ramidaux  1,4,  10 ,  20  ^  &c  ^  qui  fe  forment  par  l'additiDO 
continuelle  des  triangulaires  ^  &  ainfi  à  Tinfini  de  rang 
en  rang  en  avalisant  vers  \a  droite,  les  nombres  d un 
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ordre  fuperieur ,  fe  forment  par  l'addition  continuelle  de 
ceux  de  Tordre  immédiatement  précèdent. 

Exemple    XII  L 

4^3-  U  N  arc  de  cercle  A  R  étant  donné  j  le  divi-  Fi«.  ijU 
kx  en  aucant  de  parties  égales  qu'on  voudra ,  aux  points 
D^E-  ^  F  yG  ^c  5  par  une  méthode  différente  de  celle  de 
l'Exemple  dixième. 

Ayant  nommé  le  diamètre  A  Byi  ^  les  cordes  don. 
nées  B  R  ^a  ^^  A  R^b  '^  qui  terminent  l'arc  donné  A  R,  ^ 
&  les  cordes  inconnues  B D  ^x  -^A  D^y  î  qui  terminent 
Tare  cherché  A  D-^  on  élèvera  le  tinome  x^y  à  une 
puidance  dont  Texpofant  foit  égal  au  nombre  des  divû 
(ions.  On  formera  deux  égalités ,  dont  la  première  aura 
pour  Tun  de  ies  membres  fa  donnée  a ,  &  pour  l'autre 
tous  les  termes  impairs  de  la  puillance  de  x-f-jr,  joints 
par  des  fignes  — |-  &  ^—  alternatifs  j  &  la  féconde  aura 
pour  l'un  de  (es  membres  la  donnée  b ,  &  pour  l'autre 
tons  les  autres  termes  de  la  même  puiilance  du  binôme 
x-^y^  jomts  encore  enfemble  par  des  fignes  alternatifs 
-4-  &  — .  On  fera  évanouir  Tune  ou  l'autre  des  incon* 
nues  X  ouy^  par  Je  moyen  de  Tcgalité  xx  m  — yy  ou 
yv  '^  I  —  XX,  qui  fe  tire  du  triangle  ^DjO  redangle  en 
D  :  ce  qui  donnera  enfin  une  dernière  égalité  où  il  n'y 
aura  qu  une  feule  inconnue  x  ou^  ,  donc  la  refolutioa 
fournira  la  valeur  de  cette  inconnue  B  D  om  A  D  qui 
termme  l'arc  cherché  AD. 

•  Qu'il  faille  ^  par  exemple  ,  divifer  l'arc  cherché  AR 
en  lept  parties  égales  aux  points  D  ^  E^  F^G^  H  ,1. 
Je  prends  la  (epriéme  puiflance  x*  H- 7yx* -+ 11^;  a' 
l\y^ x^  H-  y^y^ x^  ^  u  y* xx^  ly^ ^"^y^  du  binôme 
y,  de  laquelle  je  forme  les  deux  epa'ires  a^s^x^ 
^-.2i)^va'-+î^j*x' — lyx^.ifibsa'jyx^ — 5*/ \*-+ii  >'xx 
•-^/.  Et  faifant  évanouir  dans»  la  première  de  ces  deux 
égalités  l'inconnue  y,  ou  dans  la  féconde  l'inconnue  x^ 
par  le  moyen  de  l'cgaiité yysmimm^xx  ou  xx«ai '^jfy > 

lu  uj 


«.. 
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)e  forme  Taoe  de  ces  deux  nouvelles  égalités  ^  cr  <4  x* 
— lux*  -+j6x' — 7X0U  b  iziyy — 56^ -+iity — 6jjy*, 
qui  ne  renferme  plus  qu'une  feule  inconnue  ,  &  donc  la 
refolution  qui  fe  fera  félon  les  règles  du  Livre  précèdent, 
fournira  pour  Tune  de  Tes  racines  x  oMy^  une  valeur  BD 
ou  ^D  qui  fervira  à  déterminer  la  première  des  parties 
égales  demandées.  Tout  cela  eft  une  fuite  des  deux  arti< 
c\e^  precedens. 

Il  eft  à  remarquer  que  fi  Tare  ^  R  étoit  plus  grand 
que  la  demie  circonférence  ,  celle  des  deux  égalités  pre« 
cedeqtes  qui  a  pour  Tun  de  fes  membres  -^  i  fèrt  éga- 
tenMnt  fans  y  rien  changer ,  mais  dans  Tautre  il  fautchan. 
ger  le  membre  H*  ^  en  —  a  ^  donc  la  raifbn  eft  que  la 
corde  £Jl  {a)  paffaoc  de  l'autre  côté  du  point  B  devient 
négative  de  pofitive  qu'elle  étoit  ^  au  lieu  que  la  corde 
^  R  ne  repayant  point  de  l'autre  côté  du  point  ^  deaieu^. 
re  toujours  poficive. 

L  E  M  M  E    L 

4^4'  v^UE  iUns  un  quarte,  quelconque  de  cellules  on. 
temfliffe  de  La  lettre  a,  toutes  les  ceUules  dm  premier  rang  fa^ 
raUele  ^  de  la  lettre  b  y  toutes  les  ceBules  du  fremier  rang  fer^ 
pendiculaire ,  excepté  la  première  y  &  ensuite  toutes  les  autres 
ceBules  par  le  moyen  de  cette  règle  ^  c^efi  à  /Ravoir  qu'une  ce  Unie 
doit  toujours  être  égale  k  cdle  qui  efi  a»  deffus  plus  i  ce/le  qui 
efi  à  gauche  :  de  cette  forte  on  aura  le  quarré  de  ceBules  fu^ou^ 
voit  ici.    Or  cela  pofé  j 


I. 


2. 


3' 


f. 

4. 

T. 
^. 
7. 


T 
h 

à 

T 
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5^ 


%M^  ^il 


éi 


Sé^lQb 


If^ 


11^ 


)4«4-     h 


■1  ■■■ 

%  IM^\  fb 


r6^ 


î- 

6. 

7. 
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s 

4«-*-      ^ 

Î-M.       * 

t 

lOM^     S^ 

t(«^    ti 

7* 

lOil-^    If^ 

)S«^  Xlt 

%u 

îf^-t-  ÎJ^ 

70*4>  t*i 

94* 

$éM^79à 

itt4^t»M 

»f»«-^ 

SM* 

t4«^li^^ 


tlOét^  x$%k 


Je  dif  qu'une ceBulo  quelconque  eji égale  à  laceUule  ftù^ 
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à  gauche  plus  i  toutes  celles  qui  font  au  dejfus  :  c'efi  et  dire  ^ 
far  exemple  ^.  que  la  quatrième  ceOule  4  a  H*  6  b  ^  troifiéme 
ran^  perpeudiculavt  y  efi  égale  à  la  celluU  a  H-  3  b  qui  efi  i 
gauche  ^  ^  qui  par  confequent  efi  la  quatrième  du  fécond  rang 
perpendiculaire  ^  plus  à  toutes  les  autres  aH-2b,a— |-b,a^ 
qui  font  au  deffus  ielle  dans  ce  fécond  rang. 

Car  Tuppoianc  que  ^,  r,  d^  e^  expriment  les  quatre  pre* 
mieres  cellules  du  fécond  rang  perpendiculaire  ^  &  ^^f^  ' 
gyh^  les  quatre  premiers  du  rroiiieme  rang  ,  on  aura  par . 
la  formation  du  quarrc  de  cellules/^  r:^H-g^g  tnd^f^ 
fz:ic^ay  &  partant  A=r-+^-+^-+^jce  qu*il  tal- 
loit  prouver.  Or  il  efi  vilîbie  que  cette  demonftration  (è 
peut  appliquer  à  tel  nombre  de  cellules  qu'on  voudra  de 
deux  rangs  perpendiculaires  voifins.  Donc  &c. 

Co&OLLAIILB. 

4^1*  P  u  1$  QJ^  E  toutes  les  cellules  excepté  celles  du 
premier  rang  parallèle  &  celle  du  premier  rang  perpendi- 
culaire ^  font  compofëes  de  deux  termes  dans  le  premier 
defquels  fe  trouve  la  lettre  a  ^  &  dans  le  fécond  la  let- 
tre b  )  il  s'enfuit  1^.  Qjie  le  terme  où  fe  trouve  la  lettre 
4ty  eft  égal  au  terme  oh  (è  trouve  la  même  lettres  dans 
ia  cellule  gauche  ^  plus  â  tous  les  termes  où  elle  fe  ren* 
conrre  dans  les  cellules  qui  font  au  deflus  de  celle  ci. 
a^.  Que  le  terme  où  fe  trouve  la  lettre  ^,  eft  égal  au  ter- 
me où  (ê  trouve  la  même  lettre  b  dans  la  ceHule  a  gau- 
cbe^  plus  à  tous  ceux  où  elle  fe  trouve  dans  les  cellules 
qui  font  au  deâTus.  Ainfi  le  terme  15  ^^^de  la  cinquième 
cellule  du  quatrième  rang  perpendiculaire»  eft  égal  au 
terme  5^  de  la  cellule i  gauche^  plus  aux  termes  4^,  3^^ 
%a^  ka^  qui  k  trouvent  dans  les  cellules  qui  fontaudefl 
fus  de  celle-ci  i  &  de  même  10  b  e(ï  égal  au  terme  10  b  de  U 
cellule  à  gauche ,  plus  aux  termes  6h^}iyib^dc  toutes 
ks  cellules  qui  font  au  deJIus. 
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LE M ME    IL 

4^6.  J>  I  l*on  multiplie  le  terme  oèje  trouve  la  lettre  a  dans 
vne  cellule  quelconque^  par  la  Comme  des  expo  fans  de  fon  rang 
parallèle  (^  de  fon  rang  perpendiculaire  moins  i ,  ^  qu*on  divije 
•  le  produit  par  l'expofant  de  fon  rang  perpendiculaire  moins  i  ^  je 
dis  que  le  quotient  fera  égal  à  ce  terme  plus  k  tous  ceux  qui  font 
au  deffus  de  lui  :  c'efl  à  dire ,  par  exemple ,  que  fi  ton  multiplie 
le  terme  i^  a  de  la  cinquième  cellule  du  quatrième  rangperpen^ 
diculaire  par  5-f-  4  —  1  cr  7  ,  d^  ^«'^«  divife  le  produit  par 
4  —  I  !ir  3  i  /^  quotient  35  a  fera  égal  au  terme  15  a  plus  à  tous 
les  autres  10  a ,  6  a ,  3  a ,  i  a  ,  qui  (ont  au  deffus  de  lui. 

Cela  eft  vifible  dans  coures  les  cellules  du  deuxième 
rang  perpendiculaire  ,  puifquelles  contiennent  toutes  le 
même  terme  i  a.  Or  je  vais  démontrer  que  fuppofc  que 
cette  propriété  (e  rencontre  dans  un  rang  perpendiculai- 
re quelconque  )  elle  fe  trouve  neceffairement  dans  celui 
qui  eft  à  droit  3  d*où  il  fuivra  que  puifqu'elle  fe  trouve 
dans  le  deuxième  rang  perpendiculaire ,  elle  feraauili  dans 
le  troiHéme ,  que  puisqu'elle  fe  rencontre  dans  le  troifié- 
me ,  elle  fera  aufli  dans  le  quatrième  ^  &  ainfi  de  fuite  à 
Tiniini.    Pour  le  prouver. 

Soient  a  ^  c  ^  d  ^  e  ^  f  ^c  ^  autant  de  termes  qu'on 
voudra  de  ceux  où  fe  trouve  la  lettre  a  ^  dans  un  rang 
perpendiculaire  quelconque  à  commencer  par  le  pre- 
mier j  ^tgjh^k^l^  ^c  un  pareil  noijnbre  de  termes  du 
rang  qui  eft  à  droit  à  commencer  aufli  par  le  premier» 
Soit  de  plus  m  éga^le  à  la  Tomme  des  expofans  moins 
1  des  rangs  perpendiculaire  &  parallèle  de  la  cellule 
où  fe  trouve  le  terme/)  &  r  égale  à  Texpo^nc  moins  i 
du  rang  perpendiculaire  de  cette  cellule.    Par  la  (uppo-^ 

^Jirt.j^é^.  fitipn-i/«/^-..^-h  d^  r-f-  ^«.*  /,  Srfr  —  r-f-^J 


r  '     r 


g,  înl^B»^.     Donc  l^k^h^g^amm^f 
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^en  metcanc  pour f^e ^ d^ c ^ a  fx  valeur/,  U 
pour  le^xd^yc-^^a  Tavaleur  ^-4^/&-4^g^^.(i-2nf: 

pofant  d*utiepart/&  de  l'autre— L*^-4r  A  Hk«}-^      on^ 
Mra  '-±1  «  iè  -4-  A-+-  g  •+•  ^  «*—-/:  multipliant  de  part  &  - 
d'autre  par  r,  divifant  par  r-H  i  j  &  ajoutant  de  part  k 
d;autre/ Jl  vient  enfin '^■^-' /a» /-f-  k^ h^g^ a. Mzïs  - 

eomaie  Je  rang  perpendiculaire  de  la  cellule  oùfe  trouve  / 
furpaflè  d'une  unité  celui  de  la  cellule  où  fe  trouve/  & 
que  leur  rang  parallèle  demeure  le  même  î  il  eft  évident 
que  la  propriété  marquée  pour  chaque  terme  où  fe  trouve 
h  lettre  Vf  dans  un  rang  perpendiculaire  quelconque ,  con-: 
Ysentauffi  au  terme  /  du- rang  perpendiculaire  qui  eft  à^ 
droit.  De  plus  puifque  cette  demponftrarion  fiibfifte  égale: 
naeat  tel  que  puiffcctre  Je  nombre  de  termes  des  deux 
rangs  perpendiculaires  voifîns ,  il  s'enfuit  que  te  que  l'or» 
vieqt  de  montrer  par  rapport  au  terme/, fera  vraiauffià  . 
regard  de*  tout  autre  de  fon  rang  perpendiculaire. 

St  Ton  fuppofe  i  prefent  que  »  exprime  en  gênerai 
l'e^pofant  d'un  raogparailde  quelconque  autre  qge  le 
premier,. on. verra  que  la  première  cellule.de ce j-aog ne  * 
renferme  aucun  terme  où  la  lettre^^  fe  rencontre  ^  que  ^ 
la  féconde  renferme. toujours  i4t  j  que.fi  Ton  multiplie 
id^ par  l"*"^"^*  —  * ,  00  aura  la  pour  le.  ternie  où  fe  r 
trouve  la-lettres  dans  la  troifiéme  cellule^  &  de  même  • 
que  fi.  Ton  multiplie  1^  par  l±miMl±i  ^  oa  aura 

^a  ^i^  pour  *le^  terme  oà  fe  trouve>  a  dans  «la  iquatrië^ 
me  cellule  :  de  forte  que  cette  fuite  o*,  i  a ,  Za^Z^  ^^^a    . 
-tf  ' — ^  ^--z^  ^%  r^  --r*  ^ ^  ' — ^  ^  &^  »  exprimera  a 
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par  ordre  tous  les  termes  où  Ce  trouve  la  lettre  a ,  dans 
les  cellules  du  rang  parallèle  dont  n  eft  i'expofant.  Ainfi' 
fi  «  =  5j  la  foite-o ,  i  <« .  5  <<,  15^ ,  îî ^  d»*",  exprimera  par 
ordre  tous  les  termes  où  (e  trouve  la  lettre  a  dans  les 
.cellules  du  cinquième  rang  parallèle. 

L  £  M  M  £    I II. 

467.  Sî  ^^«  multiplie  le  terme  oàfe  trouve  la  lettre  h 
dans  une  cellule  quelconque  ^  far  lafomme  des  expofans  de  fin 
rang  paraBeU  ér  defon  rang  perpendiculaire  moins  2,  ^  qu*on  du 
vifele  produit  par  Nxpojant  de  fin  rang  perpendiculaire  î  je  dis 
que  le  quotient  fera  èyilk  ce  terme  plue  i  ttms  ceux  qui  fine  au 
diffus  de  lui  ;  e'efi  à  dire ,  far  exemple  ,  que  fi  ton  muleiflU 
le  terme  10  b  de  la  ein^iéme  cellule  du  troifième  rang  ferfen^ 
Mculaire  par  j^i .—  zc=r  6  ^  é"  q^*<^  divifi  le  produit  f^r 
3,  on  aura  20  b  four  la  fimme  du  terme  loh^f^  de  tous  les 
autres  6ib ,  3.b  p  ib ,  qui  fine  au  deffus  de  lui:: 

Il  cft  vifîble  que  cette  propriété  fe  rencontre  dans  le 
premier  rang  perpendiculaire  où  toutes  \ts  cellules  ren. 
^ferment  la  même  valeur  i  b ,  excepté  la  première  dans 
laquelle  la  lettre  b  ne  fe  rencontre  point.  Or  de  cela 
feu!  Ton  prourcra  comme  Ton  vient  de  faire  dans  le 
Lemme  précèdent  à  Tcgard  des  termes  qui  font  mulij. 
pics  de ,  ^ ,  qu'elle  fe  doit  rencontrer  dans  le  ïècond  rang 
perpendiculaire  ,  dans  le  troifîcme  ^  dans  le  quatrième  « 
&  'ainfi  dans  tous  les  autres  à  Tinfini.  D^ah  Ton  concla- 
f  a  qiie  &n  defigne  Texpofant  d'un  rang  par^llèle-que^oii. 

qMC.autxe  qu^  le  premier  5  la  fuite  li  yî!r;!^.,!L:pî  ^^  1^^ 


X  ^  V 


;^ 


k  -^  H 


roera  par  c«rd«re  touslestem^es où  fe  trouve  la  lettré  t  ézn% 
lesfçllule?  du.  rang  parallèle  dontweft  rexpofant.  Amfi 
fi  »  ~  î V  W  fuite  1^,4^;  10^  ,  io^ ,  35*  »  &c\  expriihera 
par  ordre,  tous  les  terr^s-oùjeritottve*  daBS  le.cia^ui^ 
xne  rang  parallèle. 


Des  PkOVLESMS»    OBTBKMiNB'S.      445: 

COKOLLAIJIE, 

4-6^^  I  L  ftiit  de  CCS  deux  derniers  Lemmes ,  que  (i 
Ton  ajoute  par  ordre  cous  les  termes  de  cette  fuite  à 
ceux  de  la  précédente  ^  on  en  formera  une  ^  li^^ia 

.  H-^  H  _-^H  -p  >ç  ^  jt  _  H.--*,d^r  5  OU  en 
abrégeant  Texpreffion  ,  b^  ^-+î!Zli^,  a^*t:zib^  *    ^ 

— !• ^  H  -  X    ,  ^  -+ ^  H  -  5<    *ç  -Zl.  ^^^  qui 

•      3  I-  a.  4  II  5  .^ 

exprimera  par  ordre  toutes  les  cellules  du  rang  parallèle 
de  la  Table  dont  n  efl  Texpofant. 

D'où  Ton  voit  que  par  le  moyen  de  cette::  fuire  ,  on 
peut  trouver  tout  d  un. coup^telle  cellulp  qu'on  voudra, 
les  expofans  de  fon  rang  parallèle  &.  perpendiculaire 
étant  donnés  j  puifque  prenant  dans  la  ^it& générale  le 
ttrme  qui  répond  â  Texpofantdu  rangperpjendiculaire, 
c?ft  i  dire,  le  quatricnye  terme vfi^p rang  perpendiculai' 
K  eft  le  quatrième  ,  le  cinquième,  s'il  cft  le  cinquième 
&c ,  &  mettant  dans  ce  terme  à  la^  place  de  n  Texpo/ant - 
du  rang  parallèle ,  on  aura  la  cellule  que  l'on  cherche. 
Que  Ion  demande,  par  exrmple,  la. cinquième  cellule- 
du  quatrième  rang  perpendiculaire  payant  mis  dans  le 

quatrième  termes  -f  *-~^  ^  H  !!  ^  ^-^ ,  à  la  place  de  a^ 

Iwcxpofànt  y  du  rang  parallèle  de  la  cellule  on  trouvera 
4:  -+  jl)  H' 15 s  c*eft-â-dire ,  15  ^H-xoi  pour  cette  cellule  5 , 
Il  il  en  eft  ainfî  de  toutes  les  autres. . 

LE  MME    IV..  ; 

4^9*  Si  ton  fait  aaw  1  ^  ba=si  dans  le  quatre  deceU 
IkUs  de  l'article  464 ,  on  le  changera  en  celuuci  î  duquel  je  dis>' 
que  le  premier  rang^paraUele  contient  de  fuite  le  premier  ter^ 
me  de  tons  les  rangs  ferpendiculaiares  de  la  Takle  de  ^article 
441  î  U  /usfndrattg  parallèle^  les  féconds  termes  ;  htroifime^i 

Kkkij^ 
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ranz ,  les  troifémes  termes  j  é*  ^inji  de  fuite  i  tinfim. 


•  • 
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Cela  cft  une  faite  naturelle  dé  fartide  44î ,  &  de  la 
formation  du  quarré  de  cellules  de  l'article  464 ,  expli- 
quce  dans  ce  même  article  &  dans  le  fuivant  465. 

G  O  R  O  L  X  A  I  R.  «. 

.470.  S I  l'on  fiait  ^  s  I  &  ^  S2  2  dans  la  fuite  ge- 
tûerale  de  Tarticle  468.  ^  ,  ^^  H-^  ^ ,  ^  H-  ~^ h 


I — I  L^n       »  -4- 


»— I 


b^'L 


X 

n 


\  I  *  4  X 

on  la  changera  en  cet tp  autre  i ,  î^ 


f»        » 
.4  & 


4       ï        » 


.^1 


&c ,  par  le  moyen  de  la- 
quelle on  trouvera  çouc  d'un  coup  le  coëficient  de  tel 
terme  qu'on  voudra  de  la  Table  de  l'article  445  ,  lotk 
rang  perpendiculaire  &  le  quantième  qu'il  y  occupe  ccant 
donnés.    Voici,  la  règle.  , 

.On  prendra  dans  cette  fuite  le  terme  qui  repond  au 
rang  perpendiculaire  donné ,  c'eft-â-dire  le  iroifiéme  »  fi 
c'en  le  troifiéme  rang ,  le  quatrième ,  û  c'eft  le  quatriè- 
me &c  i  &  ayant  mis  dans  ce  terme  à  la  placç  de  «  le 
«ombre  qui  expofe  le  quantième  du  terme  dans  Ion 
rang  perpendiculaire ,  c'eft-àidire  4  s'il  eft  le  quatrième , 
S,  s'il  eft  le  cinquième  &c ,  on  aura  le  coëHcient  qu on 
xherchc'  Si  l'on  demande ,  par  exemple  ,  le  coëficienc 
ddtt  quatrième  terme  i^x*àa  troifiéme  rang  perpcndica^ 


•*. 
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V 

laire  t  on  mettra  dans  le  troifîcme  terme  '^^  h  *  à  la 

t        I 

place  de  n  le  nombre  4,  &  Ton  aura  14  pour  le  coëficienc 
cherché. 

Car  Texpofant  du  rang  perpendiculaire  du  coëficienc 
pris  dans  la  Table  de  l'article  443 ,  eft  le  même  que  Tex- 

f>oi(ant  du  rang  perpendiculaire  du  quarré  de  cellules  de 
'article  précèdent  j  &  le  quanciéme  que  ce  coëficient  oc- 
cupe  dans  fon  rang  perpendiculaire ,  eit  Texpofant  du  rang 
parallèle  du  quarre  de  cellules.  D'où  l'on  voit  que  cette 
règle  n'eft  qu'une  application  de  celle  de  l'article  468 ,  à 
ce  cas  particulier  ou  ^  ;:=  £  Se  ^  S  i. 

L  E  M  M  E    V. 

47'*  ^  ï  ^^^  ^^^  I  ^  ^  f^^^^  ^  ^  >  ^^^  ^^  quatre  de 
teUuUs  de  1^ article  464  )  en  le  changera  en  celui^  ci ,  dont  je  dis 

que  les  rangs  perpendiculaires  contiennent  par  ordre  tous  les 
nombres  qu*on  appelle  Figurés  ;  f^avoir  le  premier  rang  les 
nombres  du  premier  ordre  qui  font  les  unités  ,  le  fécond  rang  les 
nombres  naturels  ou  du  fécond  ordre  qui  fe  forment  par  taddi^ 
tien  continuelle  des  unités  ^  le  troifiéme  rang  les  nombres  trian^ 
gulaires  ou  du  troifiéme  ordre  qui  fe  forment  par  ^addition  con- 
tinuelle des  naturels  ,  le  quatrième  les  nombres  piramidaux  ou 
du  quatrième  ordre  qui  fe  forment  par  l* addition  continuelle  des 
triangulaires ,  ^  ainji  k  t infini. 


•  • 

-x. 

)• 

4-    5. 

(. 

7. 

I. 
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1    1^ 

I      I 
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X. 
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Or  feloa  le  même  article  464 ,  chaque  cellule  efl: 

Kkk  iij 
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égale  à  celle  qui  eft  i  gauche  ^  plus  i  toutes  les  autres  qot 
font  au  dedus. 

M.  Pafchal  a  fait  un  Traité  qui  a  pour  titre  Triangle 
Arithmétique  ^  dans  lequel  il  confidere  les  propriétés  de 
ces  nombres  ^  &  fait  voir  qu*ils  font  d'un  très,  grand  ufa- 
ge  dans  plu  fleurs  queflions  d'Arithmétique. 

COROLLAIHE. 

47 ^'  c)  I  l'on  fait  4  =  I  &  ^  îss  I  dans  la  fuite  généra- 


le de  l'article  468.  ^,  ^  H- l=i^,^^!î=i^  H  i,a^:zL 

***  7  **'~T~  J**^ — ***  -  H  ><  ---•  &c  ion  chan- 

géra  en  cette  autre  i*  »,  *  x  i-"*!?,-  »«  "-"^*  ><  *•**  a  ^ 

2:îJ  H  ÎJt-*  ;<  ÎL±5&c,  qui  fervira.  à  crouler  tout  d'un 

»  5  •♦ 

coup^tel  nombre  Hgurc  qu'on  voudra  »  fon  ordre  étant  don- 
ne  avec  le  quanticme^  qu'il  y  occupe.  Voici  comment. 

On  prendra  dans  cette  dernière  fuite  le  terme  qui  ré- 
pond à  l'ordre  donne,  c'eft  i-dire  le  troificme ,  fi  c'cft  le- 
troifîcme  ordre,  le  quatrième  ,  fi  c'eft  le  quatrième  or- 
dre  Sic  i  &  ayant  mis  â  la  place  de  n  le  nombre  qui  ex- 
pofe  le  quanticme  d a  nombre  figure ,  c'eft  à-dire  4 ,  s'il^ 
doit  être  le  quatrième ,  5,  s'il  doit  êtcc  le  cinquième  &c^ 
on  aura  ce  nombre.  Qu'il  faille ,  par  exemple ,  trouver  le 
cinquième  nombre  du  quatrième  ordre  j  je  mets  dans  le 
quatrième  terme  ^  h  t"^  h  ILlt  de  la.  fuite  â  la  place 

de  »  le  nombre  5,  fie  j'ai  ^5  pour  le  nombre  cherche. 

Ceci  n'eft  autre  cbofe  que  l'application  de  la  règle  de. 
l'article  468.  â  ce  cas  {particulier. 

473'  i)0  IT  prùpùfs  de  trouver  une  Juite  générale  ^qmi  exm 
pime  far  ordre  tous  les  teriHêS  iun  ranz  parallèle  queUpnqui^. 
de  ta  Tubk  de  U  divijim.  des  arts  de  tartick.  44^, 
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Comme  le  troifiéme  terme  d'un  rang  perpendiculaire 
Quelconque  de  cette  Table ,  répond  toujours  au  premier 
du  rang  qui  eft  à  droit  ;  il  s'enfuit  que  Cim^i  exprime  en 
gênerai  l'expofant  du  rang  parallèle ,  il  faudra  trouver  dans 
le  premier  rang  peroendiculaire ,  le  coëfîcient  du  terme 
dont  le  quantième  en:  «f-+ 1  j  dans  le  deuxième ,  le  cocfi- 

cient  du  terme  dont  le  quantième  eft  ;xi  M- 1 — i  ou  m i- 

dans  le  troifiéme  ^  le  coëfîcient  du  terme  dont  le  quantié- 
me  eft  m — i — i  ou  m — 3 ,  &  ainfî  de  fuite  en  diminuant 
toujours  de  2  le  quantième  du  terme,  i  mefure  que  le  rang 
perpendiculaire  avance  vers  la  droite.  Il  faudra  donc  félon 

la  régie  de  l'article  470.  mettre  dans  le  fécond  terme  -'*"i 

X 

à  la  place  de  n  le  nombre  m — i }  dans  le  troifiéme  terme 
Vm  ^  lih  place  de  n  le  nombre  »f — 3 ,  dans  le  quatriè- 
me terme  2^^  h  ^^  à  la  place  de  n  le  nombre  m — 5  j  dans 
le  cinquième  îiZ  ir  ^^  «  Itî  «  :!±îà  la  place  de  n  le  nombre 
m — 7  5  &c  :  ce  qui  donnera  pour  la  fuite  des  coëficiens  i , 

w,  ^.jcîiriî.,  ::.rîL=:U2:zl,«.r!irZ  &c' 

Or  comme  les  fîgnes  des  termes  d'un  rang  parallèle  quel, 
conque  de  la  Table  font  toujours  alternatifs  5  &  que  le  pre- 
mier terme  eft  toujours  rinconnuëx  élevée  â  une  puiflance 
dont  l'expofant  eft  moindre  d'une  unité  que  celui  du  rang 
parallèle  5  &  que  tous  les  autres  termes  renferment  des 
puiflànces  de  x  dont  ks  expofans  diminuent  continuelle, 
ment  de  1 ,  en  obfervant  que  jc^  =  1  :  il  s'enfuît  qu'on  aura 


^  H  -j-  H  ---.  H  —  x"^  &c ,  pour  i'expreffioD  géné- 
rale du  rang  parallèle  de  la  Table ,  dont  l'expoiànt  eft 
~-   *  I.   Ce  qui  ptoit  propoic. 


Lorfqu'on  a  les  premiers  ^termes  de  ces  fortes  de  fui- 
ces,  il  eft  facile  d'obferv«r  la  loy  qui  y  règne  par  (oiic. 
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&  qui  ferc  à  les  continuer  autant  que  Pon  veut.  Si  Ton 
fuppofè  ,  par  exemple  ,  dans  celle-ci  ^  que  r  exprime  le 
quantième  du  terme  dont  on  veut  avoir  le  coëfi. 
cient  'j  il  fera  exprimé  par  ia  fraâion  générale 
^^^rnm^j^^jjy^r^i  (^c.  ^  ^^  obfervant  que  le  numera- 

teur  &  le  dénominateur  doivent  avoir  chacun  autant  de 
termes,  que  le  nombre  r —  i  contient  d'unités.  Ainfi  fi 
zss;  ) ,  on  aura  pour  le  coëficient  du  cmquiëme  terme  ,  la 

fraction  7        * ^:  tir  ==14.  on  aura- —        — -., 

Il  faut  remarquer  que  le  nombre  des  termes  de  cette 
«Alite  eft  toujours  dctermmê  ,  de  forte  qu'il  eft  égal  à'  la 
plus  grande,  moitié  de  Texpofant  du  rang  parallèle  qu'elle 
exprime  ,  lorfque  cet  expo(iant  e(l  impair  ^  &  i  fa  moitié 
au  jude  forfqu'il  eft  pain  Ainfî  elle  n*a  que  trois  termes  ». 
lortqu'elle  exprime  le  cinquième  ou  le  fixieme  rang  paraU 
lele,  elle  n'en  a  que  quatre  j  lorfqu'elle  exprime  leleptiép- 
sne  ou  le  huitième  rang  parallèle  ^&c. 

Pis  O  IL  ES  Ki£:     Ih 

'  474*  i)  o  I  T  propofè  de  trouver  une  fuite  générale  qui- 
exprime  par  ordre  tous  les  termes  de  tel  rang  parallèle  qu*on 
voudra  ,  de  la  Table  de  Nnfcnption  des  poligqnes  réguliers  de. 
l^ article  457. 

*  Gomme  le  fécond  terme  dé  chaque  rang  perpendi- 
culaire répond  au  premier  de  celui  qui  eft  à  droite  il 
♦^-^fr.458.  s'enfuit  *que  fi  m -+i  eft  rexpofant  d*ùn  rang,  parallè- 
le quelconque  de  cette  Table,  les  coëficiens  dts  quatre 
1)remiers  termes^  de  ce  rang  feront  i ,  lytn  —  \^m  —  x  ^ 
e  coi!6ciénc  du  cinquième  terme  fera  le  nombre  criant 

^.At.471.  gplaire  dont  le  qpantiéme  eft  m — 3  ,  c*eft  idirc*ï!Ili 

H  *^-  }  celui.  à\k.  fixiéme  rang:  fera. le  nombre  triaogtu 

laire  dont  le  quaniiéme  eft  m — 4.,  c^eft  â  dire  ^^^ 

H  ^^^  }  celui  du  feptiéme .  terme  fera  le  ndixibre  pîra- 

midaL 


i 


r 
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œidal  donc  le  quantième  eft  m  —  5,  c'eft  à  dire  ï!^^ 

^  ZlIIl  X  ^^  $  celai  du  huitiëmecerme  fera  le  nombre 

piramidal  donc  le  quanncme  eft  m  —  6,  c'eft  à-dire, 
ZZii  ^  ÎLli  ),  ïizlj  celur  du  neuvième  cerme  fera  le 

nombre  du  cinquième  ordre  donc  le  quanciéme  eft 
»f— 7,  c'eft.à.dire  !LlI  ^  iï=^  h  2=11  h  2=^  ;  &  ainfî 

à  l'infini.  Si  donc  Ton  joinc  â  ces  coëficiens  les  puiflaâ- 
ces  de  iz;^ qu'ils  affldenc ,  en  faifanc  précéder  le  fécond  & 
le  croifieme  cerme  du  (igné  —  ^le  quatrième  &  le  cinquié'- 
me  du  figne  -4-  %  ic  fixiéme  &  le  f&pciéme  du  figne  —  ^  & 
ainfî  alcernacivèment  de  deux  en  deux  }  on  aura  cecce 

fuite  gçoerale  zT — «l*~' — m  —  j  j^*  h-  »» — i.^' 


II.  II.  I  ft. 


H  ïî^^  H  ïlZll^*— •  &c,  qui  exprime  par  ordre  tous  les 

termes  du  rang  parallèle  de  la  Table  de  Tarticle  457 
donc  Texpofanc  eft  m  H-  i  :  où  Ton  doic  obferver  de  ne 
prendre  qu'aucant  de  termes  que  le  nombre  mHri  coiu 
tient  d'unités. 

Pjioblesme    III. 

475'  T  B^  o  u  ▼  E  IL  une  fmite  générale  ^  ^  exprime  far- 
êrdre  ^  Us  coëficiens  de  tous  lei  termes  ,  de  tel  rang  parallèle 
qtCen  voudra  y  dé  la  Table  de  t article  ^o  \9U{ce  qui  efi  la 
même  cheft  )  îffum  putfiance  ^pteUanfue  du  tinvme  x  «-l*  y. 

Soit  en  gênerai  m  Texpofant  d'un  rang,  parallèle  quel- 
conque de  cette  Table  ,  il  eft  clair  que  les  coëficiens 
dès  deux  premiers  termes  de  ce  rang  feront  toujours  *  *:^rr.  4^1^ 
i^  m  ^  comme  le  (èeond  terme  de  chaque  rang  perpen«^ 
diculaire  à  connnencer  par  le  fécond,  répond  au  pre* 
mier  terme  du  rang  qui  eft  à  droit  ^  il  s'enfuir  que  le 
coëficient  du  tr oifi^me  tern)e  àxx  rang  parallèle  fera*  ^Jtrt.^4u 

LIL 
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le  nombre  triangulaire  dont  Je  quantième  cft  m — i, 
^rf.471.  c'eft-à-dire  *îî=î  5<  -2  j  que  celui  du  quatrième  terme 
fera  le  nombre  piramidal  dont  le  quanciéme  eft  m — 1, 
c'cft  â  dire  ^^=^  h  ?zr:i  h  -  j  que  celui  du  cinquième 
terme  fera  le  nombre  du  cinquième  ordre  dont  le  quan- 
tième eft  m—i ,  c^eft.à^dire  iîi:^  h  î— ii  x  2=1  h  "  j 

&  ainfi  à  Tinfîni.    On  aura  donc  pour  la  fuite  générale 
ou  on  demande  i ,  aw ,  -  ^ . ,  —  h  — —  h,  « .  *  ^ 

St  —  X  H  — 7—  occ, 

i  I  ♦ 

COKOLLAIHB. 

47^'  Db-la  il  fuit  que  xr+ys  j»*I+J!^*"-* 

MMHf— « 


/  x-^J  &c. 

Problesmb   IV. 

477*  1  K  o  u  V I K  une  équation  générale  qui  fsrve  i 
divifer  un  arc  de  cercle  d^nné  ABi^  en  autant  de  parties  è^d^ 
les  qu^en  voudra. 

P  Jl  B  M  1  £  &  £      M  A  K  I  bVr  B« 

F I  «.  179.       Soit  en  gênerai  m  le  nombre  des  parties  égale; ,  Parc 

AT>  ïa  première  de  ces  parties  j  ioit  tire  le  diamètre 
AB^^  les  cordes  BB,  BRy  &  foît  Je  rayon  ÇA  ou 
CB  m,  la  corde  donnée  B Kx^ia^h,  corde  cherchée 

BDz^x.  On  aura^rZi^  s=x* — mx'-^^^'mJlfUZlx''^ 


5«IM    &  '    4MIM1««) 

(  fçfvoir  H-  a  lorfque  Tare  donné  A  Ji  e(k  nraindre  que 
la  demie  circonférence ,  &  —  a  lorfqu'il  eft  plus  grand  ) 


^■.a 
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pour  Tiquation  générale  qu'on  demande  >  de  laquelle 
il  ne  faut  prendre  qu'autant  de  termes  ,  que  la  moitié 
du  nombre  m  lorfqu'ii  cft  pair ,  ou  fa  plus  grande  moi- 
tié lorfqu'il  eft  impair  contient  d'unités  ^  parce  que  le 
terme  qui  fuivroit  feroit  nul  ou  zéro. 

Si  w  cr  5^,  il  vient  1+ ^  £=  x"—.  5  ^'  ^  î  J^  î  fi  wi  =  7 , 
on  trouve  ^a  sta:^ — 7^'  H-  14.x* — yx, 

Sbconde    Manie'ke. 

Soit  tiré  le  diamètre  AB^iL  les  cordes  BR^  AR^ 
SB  y  AD  y  qui  terminent  Tare  donné  A  R  ^  Se  Tare 
cherché  AÏ).  Soit  m  le  nombre  des  parties  égales ,  le 
diamètre  ABzzi  ,  les  cordes  données  BRzza 
A R^  é'ySiC  les  cordes  inconnues  B D  :rzx^  ^D  r=  t. 
""n    aura  if^^  cts    deux    égalités    générales  1+ -«  tr  x*  ♦  ;^r/.  4^*^ 


lM*l 


1  ^ 

;^j,r^«^5  &c    dans  lefqueJles 

mettant  i  la  pace  de  m^  le  nombre  de  parties  égales 
dans  lefquelles  Tare  A  R  doit  être  divifc  ,  il  en  vient 
deux  autres  particulières  ,  dont  la  refolution  fournit  la- 
valeur  cherchée  de  la  corde  B  D  [x)omA  D  iy)^  après 
avoir  fait  évanouir  Tinconnuëjr  ou  x,  par  le  moyen  de 
l'équation /^  3  i  —  xx  ou  xx'n:  i — yy. 
Soit  par  exemple  7»  ssy.  On  auraTf^  tr^t^- — iiyyx^^ 

&  Ton  achèvera  le  refte  comme  dans  l'article  ^1. 

PHOB  L£SM£     V.. 

47^'    X9^0X3yi.KMne  équation  générale ^  qui  ferve  kVi^.  aSo. 
infcrire  dam  un  cercle  donné ,  un  pohfone  requher  aueUonaue 
ADEFGHK&c.  .  ^        ^        ^ 

Sok  tiré  te  diamètre  ^^,  &  la  corde  BB  qui  ter- 
minent le  premier  coté  du  poligone  }  foit  le   rayon 

Lllij 
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donné  C^  ouCS  S  i  »  la  corde  inconnue  SDzit^ 
&  en  gênerai  m  la  plus  petite  moitié  du  nombre  des 
côtés  du  poligone  ,  que  je  fuppofè  être  impair.    On 

*^r/. 457.  aura  ♦  i^  es *•— «■-»— w—  i  «— ^*  -+  w— i z!^^  •+  ï^' 


)     M— ^      I     fW— ^  ïlZi  y ^  ;^«— 7^4.    ^'^T         «— ^ 


V. 


H  ïlHl  H  ÎÏIIl  <■— *  &c ,  pour  i'ëquation  générale  qu'on 

demande  }  de  laquelle  il  ne  faut  prendre  qu'autant  de 
termes  que  le  nombre  m  H*  i  contient  d'unités ,  parce 
que  celui  qui  fuivroic  feroit  nul  ou  zéro. 

Soit  par  exemple  7  le  nombre  des  côtés  du  poligone 
à  infcrire  j  on  aura  »«  tr  3  i  &  partant  0  —  ^ —  %^ —  1 1^ 
H- 1  ^  dont  la  plus  grande  racine  %^  exprimera  la  corde 
J?  D  »  qui  termine  Tare  ^27^  qui  a  pour  corde  le  premier 
côté  AI)  àxx  poligone.  De  même  fi  le  nombre  des cô. 
ti^  eft  II,  on  aura  m  s  5  }  &  par  confequent  Téquation 
générale  devient  ^=3  <^  —  7^ — 4^-+3^^H-3«L — î| 
donc  la  plus  grande  des  racines  ^  x^^BD. 

PHOBLESME      VL 

•f  I  G.  iSi.         4 79.  \j  I  y  I  s  £  K  «»  avfj^  donné  en  nn  nombre  quelcon- 
***•  qui  impair  de  parties  égales ,  par  le  moyen  d'un  infiniment. 

i^.  Soit  propofé  de  divifer  Tangle  donné  ECF  tn 
trois  parties  égales.  Il  faut  avoir  un  rhombe  ABCD^ 
dont  les  quatre  côtés  foient  mobiles  autour  de  ks  qua- 
tre angles  ,  &  duquel  les  deux  côtés  A  B  ^^ D^  (oient 
indéfiniment  prolongés  vers  JTZc  Z  ^  attacher  Tangle 
C  du  rhombe  ,  dans  le  fbmmet  c  de  Tangle  donné 
ECF  \  marquer  fur  les  côtés  C  JE,  C -F,  lés  points  E^I^ 
en  forte  que  CE  Se  €  F  foient  égales  chacune  au  côté 
C£  ou  CD  o\x  BA  o\x  AB  à\x  rhombe.  Cela  fait ,  il 
faut  ouvrir  ou  reUerrer  les  côtés  AJTyAz^àc  l'angle 
SAD  tJiti  ibrce  qu'ils  pafleot  par  les  points  £,/*)& 
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Taogle  BJiU  fera  la  troiûcme  partie  de  Tangle  £  c  JP« 
Car  les  triangles  ^  BC^BCE  ^  étant  irofcelles ,  TaQ- 
.^le  externe  CBE  o\x  Ton  égal  c  £  £  ^  qui  vaut  les  deux 
internes  oppofés  BACyBC^y  fera  double  de  Tangle 
BA  C  j  &  dans  le  triangle  £  c  ^ ,  l'angle  externe  ECY^ 
qui  vaut  Tangle  CE  A  plus  Tangle  B  A  c  ^  fera  triple 
de  Tangle  BAC.   On  démontrera  de  même  que  Tan- 

Îrle  FCr  eft  triple  de  l'angle  BAC   D'où  il  fuit  que 
'angle  donné  £Cf  eft  triple  de  l'angle  BAB.    Ce  qu*il 

faSoit  &€. 

x^.  Soit  propofë  de  divifer  Tangle  donné  HG  K  ^  en  Fio.  1(5. 
cinq  parties  égales.  On  attachera  dans  l'angle  c  du  ^84* 
rhombe  ASCB  de  Tinftrument  précèdent,  un  autre 
Thombe  CEGF  ^  dont  les  côtés  feront  égaux  â  ceux  du 
premier  ic  mobiles  aufli  autour  de  leurs  angles.  On  fi- 
chera l'angle  G  de  ce  dernier  rhombe ,  dans  le  fommec 
G  de  l'angle  donné  HG  K  ^  Se  ayant  pris  (ur  les  côtés 
de  cet  angle  les  parties  G H^G K ^  égales  chacune  au 
côté  GE  de  l'un  des  rhombes  ^  on  ouvrira  ou  fermera 
Tangle  \;^A  Z  mobile  autour  du  point  A  ,  en  forte  que 
its  tôtés  AJCy  A  Z ,  touchent  les  angles  £ ,  / ,  &  paf- 
fènt  en  même  temps  par  les  points  marqués  H  ^K.  Je 
dis  que  l'angle  ATA  Z  ou  BA  B  fera  la  cinquième  par- 
tie  cherchée  de  l'angle  donné  HG  K* 

Car  ayant  mené  dans  le  rhombe  ABCB  la  diago. 
nale  A  c ,  prolongée  indéfiniment  veh  T  }  elle  paf^ra 
par  le  point  G ^  puifque  les  angles  ECr^FCY^ étant 
triplés  des  angles  égaux  J^C,  2>^  C  >  feront  auffi 
égaux  entr'eux.  Or  dans  le  triangle  EGA^  l'angle  ex- 
terne  HEG ,  qui  vaut  les  deux  internes  oppofés  B  A  C^ 
EG  A  ^OM  EC  Y  (i  caufe  du  triangle  ifofcelle  C  EG) 
fera  quadruple  de  l'angle  BAC.  Et  partant  dans  le 
triangle  A HG ^  l'angle  externe  HGY ^  qui  vaut  les 
deux  internes  oppofés  BAC^  G  H  A  ou  GEH{à  cau- 
ie  du  triangle  ifofcelle  £C/f  )  fera  le  quintuple  de  l'an, 
ele  BAC.  On  prouvera  de  même  que  l'angle  K  G  y 
tera  quintuple  de  l'angle  BAC  \  d'où  il  eft 

LU  iij 
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que  Tangle  entier  HG K  ktz  quintuple  de  Taogle  eiw 

S*il  falloit  divifer  un  angle  donné  en  feor  parties  éga- 
les ^  il  n'y  aura  qu'à  joindre  aux  deux  rhoibbes  prece- 
dens  ,  un  troifiëme  rhonibe  égal  &  conftruit  de  la  me. 
me  maiiiere -,  &  ainA  de  fuite  de  deux  en  deux.  Car  la 
pratiqua  &  la  démonûration  fe  fera  toujours  de  la  me- 
jne  manière. 

Exemple. 

40 O  \  HQ uvE a  encre  dçux  lignes  données4&^> 
autant  de  moyennes  proportionnelles  qu'on  voudra. 

Soit  Tincoonuë  x  la  première  des  moyennes  propor< 
tionnçlles  qu'il  eft  queftioo  de  trouver  ^  &  Ton  aura  la 

progreffioo  géométrique  continue a^x, ^^ ~1. ^ !L , fL &c» 

de  laquelle  on  prendra  le  terme  donc  le  quantième  fur* 
pafle  de  2  le  nombre  donné  des  moyennes  proportion* 
nellçs  y  8c  l'égalant  à  la  donnée  b  on  formera  une  éga.. 
lité  ,  dont  la  refolution  fournira  la  valeur  de  rincon. 
nuë  X  qui  efl:  la  première  des  moyennes  proportionnelles^ 
que  Vx^n  cherche. 

Qu'il  faille  ,  par  exemple  ,  trouver  deux  moyennes 
proportionnelles.     On  prendra  dans  la  progrefEon  geo- 

métrique  le  qi^à^riéme  terme  i.  y  qui   étant  égalé  à  la 

ligne  h ,  àonrat  i^:^aah  ;  &  de  même  fi  Ton  demande 
quatre  moyennes  proportionnelles  ,  Ton  aura  x^  z=;ia^i. 
D'oii  il  eft  facile  de  voir  que  fi  n  marque  en  gênerai  le 
nombre  des  moyennes  proportionnelles  qu'il  faut  troiw 
ter  entre  les  données  a  ic  b  ^  on  aura  x*"*''s=r^^ 
pour  Inégalité  gênerai^;  qu'il  faut  refoudre.  Or  cela  poie. 
Soit  \^.  X*' ;?=s a^i  qui  fer t  d  trouver  kvit  moyennes 
popoytionnelles.  Je  multiplie  les  deux  membres  de 
cette  égalité  par  x',  afin  d'avoir  x^^=:  a'bx*  ^  donc  la 
plus  haute  dimenfion  10  eft  le  produit  des  deux  aoo^ 
bcie&  4  Ce  5  qui  &  fiiiveot  immediasemest.  Je  prends  i'é«* 


r 
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qaacioD  x^tcmo^y  }  ce  qui  donne  en  élevant  chaqae  mem- 
bre i  la  puiiTance  quacriéme  9c^^cs^a^y^;^a*  bx\  d'où  je 
tire  une  autre  équationj^^es»^;^',  dont  le  lieu  étant  cond 
ti;uit  feparément ,  donnera  par  Ton  interfèâion  avec  celui 
de  la  fuppofée  x^^sma^y  ^  la  valeur  de  Tinconnuc  x.  On 
bien  je  prends  Téquation  x^sma^y  ^  dont  j'élève  chaque 
membre  à  la  quatrième  pui(rance  ^  &  les  multipliant  en- 
fuite  par  X  J*ai  x'^  «b  a^y^  Xxsna^by  d*où  je  tire^*  Xz^^a^b^ 
dont  le  lieu  étant  conftruit  feparément  avec  celui  de  l'é- 
quation x^sma^Yy  donnera  par  fon  intetfeâion  la  valeur 
cherchée  de  Tinconnuë  x. 

Soit  1^.  x^^^Bké^^ b  qui  fert  â  trouver  trente  moyennes 
proportionnelles.  Je  multiplie  de  part  &  d'autre  par  x*  y 
afin  d'avoir  x'^sa^'^^x',  dont  la  plus  haute  dimenfion  j^ 
eft  le  quarré  de  6  :  c'eft  pourquoi  faifant  x^^^^a^y ,  &  pre- 
nant de  part  &  d'autre  la  fixiéme  pui/Iànce ,  j'ai  x'*«s^^* 
y^a^^by*  y  d'où  je  tire  x'^szby^ ,  dont  le  lieu  étant  conf- 
truit  feparément  avec  celui  de  l'équation  que  j*ai  prifè 
d'abord  x^^ma^y  ^  donnera  par  fon  interfeâioxi  la  valeur 
de  l'inconnue  x.  Ou  bien  ayant  pris  comme  ci  defTus  l'é- 
quatioii  x^s^a^y^je  l'élevé  à  la  cinquiénie  puiflance,  & 
la  multipliant  enfuite  par  x^yzix^^aaa*^y^  xs^a^^b^ce 
qui  donne  y'xsma^  b.  D'où  l'on  voit  que  le  lieu  de  l'é^ 
quation  x'^^a'y  ^  étant  confirait  feparément  avec  le  lieu 
de  l'autre  équation^  jc os ^'^ /donnera  la  refolution  de 
l'égalité  propofée  x^v^a^"" b  j  de  forte  que  Ton  peut  choi- 
fîr  entre  les  deux  lieux  ^'xes^x',  ou^^'xsan'^,  celui 
qu^oD  jugera  le  plus  fimple.  Il  en  dl  arnfî  d6  tous  les  au. 
très  exemples  qu'on  peut  fe  former  â  plaifif^ 

Il  eft  à  remarquer  que  fi  la  dimenfion  de  l'inconnue 
AT  n'étoit  pas  un  nombre  premier  ,  l'égalité  propofée  fè 
^ourroit  toujours  abaifîer.  Si  l'on  avoit ,  par  exemple , 
s?  ss^a  b  y  qui  fert  â  trouver  huit  moyennes  pi:oportion* 
nelles  }  on  trouveroit  en  extrayant  de  part  £(  d'autre  la 

/aciae  civbique  x^mmyJk*   Or  afin  qtie  le  nombre  é^b 
^oit  un  cube  y  ri  n'y  a  qu'à  trouver  une  ligne  ^dont  le 
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cubeX'*^^^^  >  ^u  ^^  ^^^  ^A  ^^  même  chofe  de  trovr^ 
ver  encre  a  ici  deux  moyennes  proporcionnelles  y  car 
roeccanc  â  la  place  de  aai  fa  valeur  i^' ,  on  aura x* sma^z^ 
ou  x'assi^'^,  de  force  qu'en  refolvanc  ces  deux  égalices 
z^smaai^  &  enfuice  x'ea^^ii^^qui  ne  £.)nc  que  du  croi- 
fiéme  degré  j  on  crouvera  la  valeur  de  rinconnbëx,qui 
eft  la  première  des  huic  moyennes  proporcionnelles  eo- 
tre  les  excrêmes  a  ici.  De  même  fi  Ton  a  voie  x^^cma^è^ 
qui  Terc  à  crouver  creize  moyennes  proportionnelles ,  il- 
viendroir  en  excrayanc  de  part  &  d'autre  fa  racine  quar» 
rce  x'esr  V^*'^.  Or  afin  que  \/a*'  i  foie  un  quarre,  ^1  faut 
crouver  une  ligne  ;^  donc  le  quarré  i^f^ss^^  ^  car  (ubf* 
cicuanc  i  la  place  de  ^^  ^  le  quarré  7^^  fJan^  Tégalité 
propofëe  ,  on  aura^  x^^mma**s^z^  ou  jfc^as»^*^-,  c'cft-pour- 
quoi  il  n'y  aura  qu'à  refondre  d'abord  regaJicé  du  fe^ 
cond  degré  s^zj^tai  ,  &   enluite  celle  du  fepcicme 

X^mmU    S^ 

On  doit  encore  remarquer  que  ces  forces  dVgalitës 
qui  fervent  à  crouver  des  moyennes  proportionnelles, & 
donc  la  dimenfioa  de  l'mconnuë  eft  un  nombre  pre^ 
mier ,  n'onc  qu'une  racine  réelle  &  toutes  les  autres  ima^ 
ginaires  -,  dont  ia  raifon  e(t  qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'iu 
ne  feule  ligne  qui  foit  la  première  des  moyennes  proi» 
^oruonnelies  cherchées. 

&  £  M  A  K  C^U  Bi 

Fie  xSfi        4^'*  Çy^tf  peut  refoudre  le  Problême  précèdent  par 

lé  moyen  d'un  infiniment  géométrique  donc  la  conft 
truâion  eft  telle.  Soient  deux  lignes  indéfinies  JtlT^. 
JTZ  ^  mobiles  autour  du  poinc  iTj  en  force  qu'elles  ie 
puifient  ouvrir  &  fermer.  Soir  accachée  au^  point  quel- 
conque fixe  B  du  cQcé  JT^,  une  perpendiculaire  ind^ 
finie  JBC  fur  ce  côcé^  laquelle  chaflè  dévanc  elle  Cpen^ 
danc  que  l'ai  gle  ^YZ  s'ouvre)  par  le  poinc  C  où'  elle 
rencontre  l'aucre  côcé  KZ ,  la  perpendiculaire  indé» 
finie  CD  fur  ce  deraier  côcé  y  qiii- chafle  de  même. 

par 
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par  le  point  D  où  elle  rencontre  le  côté  YJIT^  la  per-^ 
pendiculaire  indéfinie  D  £  ^  qui  chaffe  encore  de  même 
par  le  point  £  où  elle  rencoûtre  le  côté  YZ ,  la  per- 
pendiculaire  indéfinie  £  i^  ^  qui  chaiïera  par  le  point  F 
où  elle  rencontre  le  côté  YJT^  la  perpendiculaire  F  G  • 
qui  chaffe  encore  par  le  point  G  où  elle  rencontre  le 
côté  rz,  la  perpendiculaire  GH  \^  ainfi  de  fuite  â 
Tinfini  y  en  augmentant  autant  que  Ton  voudra  le  nom* 
bre  des  perpendiculaires  fur  les  côtés  YJT  &  YZ.  Cela 
fait  ,  foit  propofé  ,  par  exemple  ,  de  trouver  quatre 
moyennes  proportionnelles  entre  les  deux  lignes  droi« 
tes  données  a  &i  bé  Ayant  pris  fur  le  côté  YZ  h  par. 
tie  Y  G  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lighes  a^  6^ 
Y  jB  y  on  ouvrira  le  côté  AT  Y  de  Tinftrument ,  jufqu'â  ce 
que  la  cinquième  perpendiculaire  F  G  (  parce  qu'il  eft 
queliion  de  trouver  quatre  moyennes  proportionnelles  ) 
pafle  par  le  point  G  ^  &  alors  les  lignes  YC^  yD  ,  YE  ^ 
^.,YF,  feront  les  quatre  moyennes  proportionnelles  entre 
'les  extrêmes  YJS  j  YG  \  fic.»partant  la  quatrième  pro- 
portionnelles aux  trois  ligne?  Y B  yYC  ^  a  iera  la  pre- 
mière des  quatre  moyennes  proportionnelles  deman- 
dées. 

Car  les  triangles  reûàngles  YBC y  YC D ,  YBK, 
YE  F  y  YfG  ,  étant  tous  femblables  3  leurs  côtés  YBy 
YC  yYDyYE  yYFyYGy  feront  en  progreffion  geome* 
trique  continue.   Donc  &c. 

Il  eflr  clair  que  pendant  que  Tangle  JYYZ  s'ouvre  de 
plus  en  plus ,  le  point  £  décrit  un  arc  de  cercle  ^S*, 
le  que  les  interfeâions  continuelles  D  yF  ^  ff  ^  des  per* 

Kndiculaires  CDy  EF.GH  ^  fur  le  côté  YZ ,  avec 
utre  côté  l^JT  >  décrivent  des  lignes  courbes  j4Dy 
^ Fy^H^  qui  ^rvenc  â  trouver  aueanc  de  moyenne» 
proportionnelles  qu'on  voudra.  Car  fi  Ton  décric  y  par 
exemple  ^  du  diamètre  YE  un  demi  cercle  y  il  coupera 
la  courbe  ^2)  en  un  point  2)  »  tel  que  or 2)  eft  4a  fecom-^ 
de  des  lieux  moyennes  proportionnelles ,  entre  Ica  ex^ 
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trêmes  rS  om  7  A  U  T  £  i  6c  de  même  fi  l'on  décrit  un 
demi  cercle  du  diamètre  TG  ,  il  coupera  la  ligne  cour- 
be y4F  en  un  point  / ,  tel  que  Tfciï  la  dernière  des 
quatre  moyennes  proportionnelles  entre  T^  6cTG  &c. 
Sur  quoi  il  eft  i  propos  de  remarquer  que  la  ligne  cour- 
be ^D  eft  du  quatrième  degré  j  la  ligne  courbe  ^F 
du  huitième  j  la  courbe  ^  if  du  feiziéme,  &c  j  ce  que 

ie  prouve  ainu. 

Soient  i^>  les  inconnues  (Se  indéterminées  TCsx, 
C  Dzsy  >  3^15=3  <.»  ^  '*  connue  T^  ou  TB  c:<( , on 
auraTcaufe  des  triangles  reâangles  femblables  YCD^ 

TB  C,  cette  équation  YB  (a)  s 2^ ,  &  â  caufe  du  trian. 
gic  reûangle  rc  D  cette  autre  y  y -+ x  x  i=s  3;,f(^,  dans 
laquelle  mettant  à  la  place  de  ^.i^  valeur  ^  trouvée 

par  le  moyen  de  la  première  équation  ,  il  vient  a  4yy 

^  X* aaxx  i  ce  qui  fait  voir  que  la  courbe  AÔ 

eft  on  lieu  du  quatrième  degré.  Soient  i®.  les  incon- 
nues  &  indéterminées  rESXyEFz3y^rF=ix,,8C 
la  connue  r^  ou  7*5  s=-*  j  on  aura  à  caufe  des  trian- 
gles reûangles  femblables  TF^E ,7 E D ,  rDC,TcB, 
cette  équation  7 S  (4)  ss^J,  &  à  caufe  du  triangle 

reâangle  TE  f  cette  autre  j'y  -f  ■«•«  ss^^,  dans  laquel. 
le  faifant  évanouir  l'inconnue  j^  par  le  moyen  de  lia  pre- 
mière équation ,  &  ôtant  les  iocomœeûfurables ,  on  trou- 
ve day*  -f  iao'xxy*  -+  iaax*yy  -f  «^ x'sa.  **  j  tfoù 
^oo  voit  que  la  courbe  ^  #  eft  utt  lieu;  du  baieiéiife  de- 
gré. On  prouvera  de  m&me  que  lia  courbe ^H  ^v» 
keu  du  feiziéiwe  degré,  &c. 

Maintenant  puifque  felo»  l'exeiwplé  oi»  p«pc  won- 
ve*  deu»  «ïoyeniîes  propprrtoniBlle»  i  «w  n'dn«plo)toM 
due  deu*  lignes  du  fecoiid  dogrsd  i  quaui»  mi^vxt 
•roportionneUes  ,  en  iè  fcrvant  du-  lieu'  du  fecoad 
degré ,  &  d'un  autre  du.  ttoiSéme  \  au  lieu  q^^'id  il 
laut  dans  le  premier  cas  un  lie»  dtt«  quatnéme ,  qui 
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cft  la  ligne  -^  D ,  &  un  lieu  du  fécond  qui  cft  le  cercle 
YB  E  y  &  dans  le  fécond  un  lieu  du  huicicroe ,  fçavoir  : 
la  ligne  courbe  -^-F,  &  un  lieu  du  fécond  ,  fçavoir  le 
cercle  YFG  :  il  s'enfuie  que  ces  lignes  courbes  ^Z), 
^  Fy  ^  H  y  font  beaucoup  trop  compofecs pour  refou- 
dre  ce  Problême.  'Cependant  la  facilité  de  la  conftruc- 
tion  &  de  la  dëmonftration  ,  récompenfe  en  quelque 
force  ce  dcfaur. 
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PRIVILEGE     DV     ROT. 

LOUIS  PAR    LA    GRACl.DE  DlftV   ROY    BB    FrAMCE 
ET  D£  Nayarke.:  a  nos  amez  &  féaux  Confeiilers  les 
Gens  ccnans  nos  Cours  de  Parlexnenc ,  Maîtres  des  Requêtes  ordi- 
naires de  nôcre  Hôtel  ^  Grand- Confeil ,  Prevôc  de  Paris ,  Baillifs, 
Sénéchaux  y  leurs  Lieucenans  Civils,  &  autres  nos  Jufticiers  qu'il 
appartiendra  :  Salut.  Nôcre  Académie  Royale  des  Sciences  Nous 
ayant  trés-hiimblement  fait  expofer  ,  que  depuis  qu'il  Nous  a  plu 
luy  donner  par  un  Règlement  nouveau  de  nouvelles  marques  de 
nôtre  afR  âion  ,  Elle  s'eft  appliquée  avec  plus  de  foin  à  cultiver  les 
Sciences  qui  font  l'objet  de  fes  exercices  ;  en  forte  qu'outre  lesOcu 
vrages  qu'elle  a  déjà  donnez  au  public.  Elle  feroic  en  état  d'en  pro- 
duire encore  d'autres  ,  s'il  Nous  plaifoic  luy  accorder  de  nouvelles 
Lettres  de  Privilège ,  attendu  .que  celles  que  Nous  luy  avons  accor- 
dées en  date  du  6.  Avril  1699*  n'ayant  point  de  tems  limité ,  ont 
.été  déclarées  nulles  par  un  Arrêt  de  nôcre  Confeil  d'Etat  du  ij.  da 
mois  d'Aouft  dernier.    JBt  defirant  donner  à  ladite  Académie  en 
.corps  3  &  en  particulier  à  chacun  de  ceux  qui  la  compofent,  tontes 
les  facilitez  &  les  moyens  qui  peuvent  contribuer  à  rendre  leurs  tra- 
vaux utiles  au  pubbc  ^  Nous  avons  permis  &  permettons  par  ces 
Prefentes  à  ladite  Académie ,  de  faire  imprimer  ,  vendre  &  débiter 
4ans  tous  les  lieux  de  nôtre  Obéïflance  ^  par  tel  Imprimeur  qu'Elle 
voudra  choifir  ,  en  telle  forme  ^  marge  ,  caractère ,  Se  autant  de  fois 
que  bon  luy  femblera  :  Toutes  tes  Recherches  ou  ObfervMtlens  four^ 
néUeres ,  &  Relations  annuelles  de  tout  ce  ^ui  Muré  été  fait  élans  Us 
jijfemblées  de  i* Académie  Royale  des  Sciences  \  comme  au(E  les  Oh^ 
vrages  «  MimoWes  ou  Traitez,  de  chacun  des  Particuliers  ^ui  ta  cêm* 
fêfent  y  Se  généralement  tout  ce  que  ladite  Académie  voudra  faire 
paroitre  fous  fon  nom  ,  Jorfqu'aprés  avoir  examiné  Se  approuvé  le£l 
dits  Ouvrages  aux  tern>es  de  l'article  xxx.  dudit  Règlement  ,  elle 
.  les  jugera  dignes  d'être  imprimez  :  &  ^c  pendant  le  tems  de  dix 
^années  confecutives  y  à  compter  du  jour  de  la  date  defdites  Pre- 
fentes.   Failons  trés-expreffes  défenfes  à  tous  Imprimeurs,  Librai- 
res, &  à  toutes  fortes  de  perfonnes  de  quelque  qualité  &  condition 
que  ce  foit ,  d'imprimer ,  faire  imprimer  en  tout  ni  en  partie  ,  aa- 
xun  des  Ouvrages  imprimez  par  l'Imprimeur  de  ladite  Académie  ^ 
jcomme  aufli  d'en  iniroduire,  vendre  &  débiter  d'impreiEon-étran. 
gère  dans  nôtre  Royaume  fans  le  confentement  par  écrit  de  ladite 
Académie  ou  de  fes  ayans  caufe  ,  à  peine  contre  cnacun  des  contre- 
.venans  de  confifcation  des  Exenxplaires  coiitrefûts  au  profit  de  iao« 


dit  Imprimeur^  de  crois  mille  livres  d'amende ,  donc  un  tiers  à  THô- 
tel- Dieu  de  Paris  ,  un  ciers  audic  Imprimeur ,  Se  l'aucre  ciers  au  Dé- 
nonciateur ,  &  de  cous  dépens ,  dommages  &  incerêts  :  à  condicion 
que  ces  Pre(ènces  feronc  enregiftrées  couc  au  long  fur  le  Regiftre  de 
la  Communaucé  des  Imprimeurs- Libraires  de  Paris ,  &  ce  dans  crois 
mois  de  ce  jour  ;  Que  rimpreflion  de  chacun  defdics  Ouvrages  fera 
faire  dans  nôcre  Royaume  Se  non  ailleurs  ,  &  ce  en  bon  papier  ôc 
en  beaux  caraâeres^  conformémenc  aux  Reglemens  de  la  Librairie; 
Ce  qu'avanc  que  de  les  expofer  en  vence  il  en  fera  rois  de  chacun 
deux  Exemplaires  dans  nôcre  Bibliocheque  publique  ,  un  dans  celle 
de  nôcre  Ch&ceau  du  Louvre ,  8c  un  dans  celle  de  nôcre  crés.cher  &c 
féal  Chevalier  Chancelier  de  France  le  Sieur  Phelyppeaux  Comce  de 
Ponccharcrain  ,  Commandeur  de  nos  Ordres ,  le  couc  à  peine  de 
nuUicé  des  Prefences  ;  du  concenu  defquelles  Vous  mendons  Se  en- 
joignons de  faire  joiiir  ladice  Académie  ou  Tes  ayans  caufe  pleine, 
ment  &  paifiblement ,  fans  fouffrir  qu'il  leur  foie  faic  aucun  trou- 
ble  ou  empêchemens.  Voulons^  que  la  copie  defdices  Prefences  qui 
fera  imprimée  au  commencemenc  ou  à  la  fin  defdics  Ouvrages  foit 
tenue  pour  dûémenc  fignifiée ,  &  qu'aux  copies  collacionnées  par  l'un 
de  nos  amez  Se  feanx  Confeillers  &  Secrecaires  foy  foie  ajoûcée  com« 
me  à  l'original  :  Commandons  au  premier  nôcre  Huiuier  ou  Ser- 
genc  de  faire  pour  l'execucion  d'icelles  cous  aAes  requis  &  necedài- 
res  fans  aucre  permifEon ,  &  nonobftanc  Clameur  de  Haro  ,  Char- 
cre  Normande  6c  Lettres  à  ce  concraires  :  Cak  cel  eft  nôtre  plaifir, 
£),oNME  à  Verfailies  le  neuvième  )our  de  Février,  l'an  de  grâce 
mil  fepc  cens  quatre ,  &  de  nôcre  Règne  le  foixance  &  unième.  Par 
le  Roy  en  fon  Confeil ,  L  &  C  o  m  t  e. 

L'Académie  Royale  des  Sciences  par  Déliberacion  du  i).  Février 
17(^4.  a  cédé  le  prelenc  Privilège  àjEAM  Boudot  fon  Libraire , 
pour  en  joiiir  conformémenc  au  Traicé  fait  par  l'Académie  avec  le- 
dit Boudoc  le  I).  Juillec  1699.  ^^  ^^J  ^^  V^^J  Ï^J  ^^^^i  ^  ^^^^^  ^ 
ij.  Février  17  04. 

FoNTSNELLE,  Secntdire  di  F  Académie 
Royale  des  Sciences. 

Regifiré  fur  te  Livre  de  la  Communauté  des  Libraires  &  Imprû 
meurs  de  Paru ,  Numéro  c  v  1 ,  fage  i}£.  conformément  aux  Reglemifis^ 
&  notamment  à  PArrefi  du  Confeil  du  ly  Aoufi  dernier.   A  Paris  , 

€e  13.  FwriVr  1704. 

P.  Emeut,  Syndic. 

Je  fous-figné,  en  conformité  du  Traité  fait  avec  M.  Hocherean, 

Mmai  lij 


le  2j  Aonft  é^mex ,  qui  tToit  tcqqis  do  Sicw  Bou4o(  ^ 

de  rAcademie  ,  le  drok  da  Privilège  des  Seâions  Conicjues  de  M* 
le  Marquid  de  rHâpical  i  de  même  encore  qae  TAgrement  du  Sieur 
KigiHidjPopr  la  joUiuance  dndic  Privilège  :  déclare  ^  reconnoi$  cçut  ce 
ifàc  deuos  avoir  cédé  cejourd'hoi  auteur  Moquianc  »  que  je  fubfti* 
lue  en  mon  lieu  ic  prérogatives  »  moyennant  l'accord  fait  entre  i^qus» 
à  P#uÂs  ce  treizième  Novembre  mil  fept  cen;  dix-neuf. 


sC  J  QIC  B  c  B. T* 
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